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Introduceion

§ 1. La fisica, su contenido y relaciones con otras ciencias y con
la téenica. La fisica, junto con otras ciencias naturales, estudia las
propiedades objetivas del mundo material que nos rodea. En griego,
la palabra giowf designa la naturaleza.

La fisica estudia las formas mas generales del movimiento de la
materia (mecénicas, calorificas, electromagnéticas, etc.) y sus trans-
formaciones mutuas. Las formas de movimiento estudiadas por la
fisica son parte integrante de todas las formas de movimiento superio-
res y complejas (en Jos procesos guimicos, biolégices, ete.) y les
son inherentes; pero esto no quiere decir, ni mucho menos, que com-
prendan todos los aspectos del movimiento. Asi tenemos que a la
ley de la gravitacién universal se subordinan todos los cuerpos cono-
cidos, tanto terrestres como celestes, independientemente de gue
sean quimicamente simples o compuestos, vivos o incrtes. A la ley de
la conservacién de la cnergia establecida por la fisica se subordinan
todos los procesos, independientemente de que tengan un carfcter espe-
cificamente quimico, biolégico u otro eualquiera. Las formas supe-
riores, mas complejas, del movimiento son objeto de estudio de otras
ciencias (quimica, biologia, ete.).

No se puede establecer netamente una linea divisoria entre la
fisica y olras ciencias naturales. Existen extensas regiones limi-
trofes entre la fisica y la quimica. Incluso han surgido ciencias espe-
ciales: la fisico-quimica dividida a su vez en quimica fisica y fisica
quimica. Las ramas en que los mélodos fisicos se aplican para el
estudio de cuestiones mds o menos particulares, también se unen
originando ciencias especiales. Asl han surgido, por ejemplo, la
astrofisica, que estudia los fenémenos fisicos que se producen en los
cuerpos celestes, y la geofisica. que estudia los fenémenos fisicos que
tienen lugar en la atmdsfera ¥ en la corteza terrestre. Los descubri-
mientos fisicos frecuentemente han servido de impulso para el desa-
rrollo de otras ciencias. La invencion del microscopio y del telescopio
acelerd el desarrollo de la biologia y de la astronomia. El andlisis
espectral descubierto por los fisicos, se ha convertido en uno de los
métodos fundamentales de la astrofisica, etc.
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El progreso de la fisica y de la guimica, junto con el de otras
<ciencias naturales, ha desempefiado un gran papel en el desarrollo
de la concepcién materialista del mundo.

La filosofia materialista, cuyo peldafio superior es el materialis-
mo dialéctico, utiliza ampliamente los descubrimientos fisicos
para fundamentar sus tesis. La fisica, verificando sus teorias direc-
tamente en la experiencia y la practica, siempre ha avanzado por el
camino de la revelacién de las propiedades objetivas del mundo. Por
<llo se explica que la inmensa mayoria de los fisicos de hecho son
espontdneamente materialistas. No obstante, la debilidad del mate-
rialismo espontdneo, que reside en su inconsciencia y en su ineapaci-
«dad para interpretar filoséficamente los datos experimentales de la
ciencia, ha acarreado el que parte de los cientificos burgueses, influen-
ciados por la ideologia reaccionaria de las clases pudientes, han
intentado repetidas veces utilizar los descubrimientos fisicos para
fundamentar las concepciones idealistas. Tales tentativas son itecuen-
tes sobre todo en los periodos de grandes descubrimientos cuando
las viejas tesis se someten a revisién y las nuevas aln no estin com-
pletaments claras. Asi, a finales del siglo XIX y en los primeros aiios
del XX, cuando surgié la teoria electrénica y se descubrieron los
hechos gque fueron la base de la teoria de la relatividad, aparecieron
numerosas ¢argumentacionesy del idealismo «basadas» supuestamente
en los nuevos descubrimientos fisicos, La inconsistencia de estas
«argumentaciones», con excepcional consecuencia y claridad la puso
al descubierto Lenin en su libro «Materialismo y empiriocriticismon.
Refiriéndose a las declaraciones de ciertos filésofos burgueses gue
afirmaban que los nuevos descubrimientos de la fisica llevaban a la
conclusién de la desaparicién de la materia, Lenin escribié: wla
materia desaparecep: esto quiere decir que desaparecen los limites
«lentro de los cuales conociamos la materia hasta ahora, y que nuestro
conocimiento se profundiza; desaparecen las propiedades de la mate-
ria que anteriormente nos parecian absolutas, inmutables, primarias
{impenetrabilidad, inercia, masa, etc.) y que hoy se revelan como
relativas, inherentes solamente a ciertos estados de la materia. Porque
la @éinica epropiedads de la materia con cuya admisién esta ligado
el materialismo filoséfico, es la propiedad de ser una realidad objeti-
#a, de existir fuera de nuestra conciencian*).

Lo que Lenin dijo hace mas de medio siglo con respecto a la cri-
sis de la fisica de entonces, se puede aplicar por completo a la etapa
actual de desarrollo de esta ciencia, cuando el estudio de los procesos
intraatémicos obliga a restringir las viejas concepciones de la mecé-
nica y de la electrodindmica, y a introduecir los nuevos conceptos

*) V. I. Lenin, Materialismo y empirigeriticismo, Editora Politica, La
Habana, 1963, pag. 251.
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de la mecénica cudntica. El anélisis critico consecuentemente llevado
a cabo desde el punto de vista del materialismo dialéctico, permite
separar lo valioso del contenido fisico de las nuevas teorias, do la
ciscara idealista con que a veces la encubren sus autores.

El impulso para el desarrollo de la fisica, lo mismo que para
todas las demas ciencias, ha sido la necesidad practica de log hombres.
La mecénica de los antiguos egipcios y griegos surgié en relacién
directa con las necesidades planteadas por la técnica de construecion
y militar de entonces. Debido a la técnica en desarrollo y al arte
militar se realizaron los grandes descubrimientos cientificos de fines
del siglo XVII y principios del XVIII.

M. V. Lomondsov, fundador de la fisica y quimica rusas, coordi-
naba el trabajo cientifico con las necesidades de la prictica. Sus
numerosas y diversas investigaciones sobre la naturaleza de los cuer-
pos s6lidos y liquidos, sobre la 6ptica, meteorologia y electricidad
atmosférica, estaban relacionadas con diferentes finalidades préc-
ticas,

A principios del siglo XIX, la aplicacién de las maquinas de
vapor planteé la necesidad do resolver la cuestién de la mas prove-
chosa transformacion del calor en trabajo mecinico. Esta cuestién
no se podia resolver por métodos estricta y limitadamente técnicos.
Después de que en 1824 el ingeniero franeés N. L. Sadi Carnot exami-
né de manera genoral el problema de la transformacién del calor en
trabajo, se pudo realmente aumentar el rendimiento de las méqdinas
calorificas. Al mismo tiempo, ¢l trabajo de Carnot sirvié de base
para que surgiera la ciencia general de la transmisién y transforma-
cién de la enorgia, que después se denominé termodindmica. De esta
manera vemos que las necesidades de la prictica conducen a nuevos
descubrimientos fisicos; éstos son la base del desarrollo ulterior de la
técnica, Frecuentemente, los descubrimientos fisicos que a primera
vista parecen puramente tedricos y abstractos, con el tiempo encuen-
tran las més diversas e importantes aplicaciones técnicas.

El descubrimiento de Faraday en 1831 de la induccién electro-
magnética hizo posible la amplia utilizacién de los fenémenos eléc-
tricos. El sistema periédico descubierto en 1869 por D. I. Mendeléiev.,
no sélo deserapeiié un papel extraordinario en el desarrollo del estu-
dio de los dtomos y de la naturaleza de los fenémenos guimicos,
sino que resultd ser el guia en la resolucién de enorme cantidad de
problemas practicos de quimica y fisica.

En los afios setenta del siglo pasado, Maxwell cre6 la teoria gene-
ral de los procesos electromagnéticos. Partiendo de esta teoria llegé
a la conclusién de la posibilidad de difundir la energia electromagné-
tica en forma de ondas, En 1888, Hertz confirmé experimentalmente
la voracidad de esta deduccién de Maxwell. Unos afios después, el
descubrimiento de Maxwell-Hertz lo utilizé A. S. Popov para llevar
a cabo la radiotelegrafia. A su vez, el desarrollo de la radiotecnia
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abrié ante los fisicos nuevas y extraordinariamente amplias posibi-
lic}adcs experimentales en el estudio de las propiedades de la natu-
raleza.

Los estudios de A. G, Stoliétov sobre la «actinoelectricidad» (1888-
1889) desempefiaron un papel importante en la aclaracién de la natu-
raleza del efecto fotoeléetrico, ampliamente utilizado en la técnica
moderna (televisién, antomatica, ete.).

Los ejemplos de mutua influencia entre la téenica y la fisica en
el proceso de su desarrollo son muy numerosos y no hay necesidad
de citarlos todos. Solamente sefialaremos que, en la actualidad, los
problemas excepcionalmente importantes capaces de cambiar radi-
calmente la técnica como, por ejemplo, la aplicacién practica directa
de la energia solar o la obtencién de energia de las reacciones termo-
nucleares, exigen un profundo estudio ulterior de los fenémenos
fisicos para poderlos resolver,

2, Leycs fisicas. Las leyes fisicas se establecen mediante la
gencralizacién de los datos experimentales, y su veracidad se com-~
prueba en la correspondencia de sus conclusiones con la prictica.
L:as leyes fisicas expresan la relacion interna y objetiva entre los
fenomends fisicos y la dependencia real entre las magnitudes fisicas.

La mayoria do las veces, el contenido de las leyes fisicas se expre-
sa matematicamente como una dependencia de los valores numéricos
ay b de las magnitudes fisicas dadas 4 y B. De esto se deduce clara-
mente la importancia de principio que tiene la medicién de las magni-
tudes fisicas para el establecimiento de las leyes fisicas.

Medir una magnitud fisica cualquiera es compararla de manera
determinada con otra magnitud homogénea tomada como unidad.
Por ejemplo, Ja determinacién de la Jongitud de cierto cuerpola
realizamos aplicindole sucesivamento otro cuerpo determinado cuys
longitud se ha elegido como unidad.

Istd claro que el resultado de la medicién nunca podra ser absolu-
tamente exacto; el grado de exactitud depende del desarrollo de la
técnica de medicién y de la minuciosidad con que se ha realizado la
medicion. Por eso, el resultado de cualquier mediciéon puede darse
solamente de la forma siguiente: el valor numérice e de la magnitud
fisica dada se halla entre los valores aproximados a; y a@o; cuanto
menor sea la diferencia Ag = a; — a, con respecto a @, tanto mas
exactamente medida resultard la magnitud fisica A. Ya de esto sola-
mente se deduce que las leyes fisicas establecidas hasindose en la
experiencia no pueden ser absolutamente exactas.

Asi pues, las leyes fisicas que oxpresan matemdaticamente relacio-
nes cuantitativas entre las magnitades figicas, no son absglutamente
exactas; su exactitud corresponderd siempre al nivel de desarrollo
de la ciencia y de la téenica de la época dada.

Vearnos, por ejemplo, para determinada masa de gas, la dependen-
cia entre el volumen y la presién a temperatura constante,



§ 2. Leyes jisicas 13

Supongamos que tenemos § litros de gas a la presién p = é— atm

v a cierta temperatara constante. Variemos la presion de modo que
adquiera valores determinados, por ejemplo do p = 1 atm,-g- atm,
2 atm. etc., y midamos los volimenes ¥V del gas correspondientes
a estas presiones (conservando constante la temperatura),

Entonces obtendremos los resultados experimentales que se pue
den escribir en una tabla de la siguiente manera:

Presifén p del gas, en atmosferas 1/2 1 43 2 4 8

Vollimenes correspondientes V. del 8 4 3 2 1 1/2
gas, en litros

Do esta tabla se puede ver ficilmente que para la masa dada de
gas, el producto de la presién p del gas por su volumen ¥ es constante:

pV =const,

Este resultado representa la conocida ley de Boyle-Mariotte. Pero
esta ley quedé establecida como resultade de mediciones realizadas
solamente con un grado limitado de exactitud y en un intervalo
limitado de presiones. Se podria esperar por ello que la ley de Boyle-
Mariotte no resulte exacta de efoctuar las mediciones con mucha mas
exactitnd, o de hacerlas extensivas a valores mis elevados y mas bajos
de la presion. Efectivamente, mediciones més exactas revelan cierta
discrepancia con la ley de Boyle-Mariotte; estas discrepancias son
pequefias para las presiones a que se realizaron los experimen-
tos, y grandes, a presiones considerablemente mayores. Se puede
domeostrar que la relacion entre 1a presién y el volumen del gas a tem-
peratura constante se expresa con mds exactitud con la denominada
férmula de Van der Waals:

(p-i—-.:f—,) (V — b) = const.

[} s ma =g .
dende ;7 ¥ b son ciertos coeficientes de correccién. Si el volumen V
del gas es grande en comparacién con los coeficientes de correccién
a . .
vz ¥ b, éstos se pueden despreciar, y entonces obtenemos la ley de

Boyle-Mariotte: pV = const. De esta manera tenemos que la férmu-
la de Van der Waals no sélo refleja mejor que la de Boyle-Mariotto
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las propiedades reales del gas, sino que al mismo tiempo indica den-
tro de qué limites la fé6rmula de Boyle-Mariotte expresa una aproxi-
macién suficiente y cudndo no se puede aplicar.

Semejantes razonamientos se podrian aducir también respecto
a otras leyes fisicas, incluidas las mecénicas (véase el § 4).

E1 caricter aproximado de las leyes fisicas no aminora sus valores
objetivos: las leyes fisicas, aun sin ser absolutamento exactas, expre-
san aproximadamente y con relativa veracidad las propiedades obje-
tivas de la materia, y el grado de exactitud aumenta a medida que
se va conociendo la naturaleza que nos rodea. La ciencia, en cada
etapa histérica de su desarrolle, nos da una «fotografiay aproximada
de la realidad; pero con el tiempo, estas fotografias se perfeccionan
v reflejan mejor y de manera m4s completa las propiedades objetivas
del mundo, cuyo conocimiento total es inagotahle. ¢El materialismo
consiste precisamente en admitir que la teoria es un caleo, una copia
aproximada de la realidad objetivan®).

Frecuentemente, cuando se olvida el cardcter. aproximado de las
leyes fisicas, se les atribuye una exactitud absoluta y se extrapolan
a regiones para las cmales su aplicacién no ha sido comprobada,
lo cual puede acarrear graves errores. Por ejemplo, establecida la ley
segiin la cual, a temperaturas préximas a las ordinarias, cualquier
gas, al descender la temperatura en 1° C a presién constante, dismi-

nuye gz el volumen que ocupaba a 0°C (ley de Gay-Lussac), me-

diante una extrapolacién infundada para temperaturas muy bajas
podemos Ilegar a la conclugién de que al enfriarlo hasta —273° C,
la substancia gaseosa debe desaparecer. En realidad, mucho antes
de llegar a esta temperatura, el gas deja de subordinarse a la ley de
Gay-Lussac (véase el § 44). :

§ 3. Unidades de medieién. La eleccién do estas unidades puede
ser arbitraria. Histéricamente su eleccién esta estrechamente relacio-
nada con el caricter prictico de sus aplicaciones, por ejemplo, la
antigua unidad rusa de longitud «codo», o la inglesa «foots (¢pies},
estin relacionadas con las dimensiones del cuerpo humano.

En ol siglo XVIII, los cientificos franceses intentaron establecer
un sistema <absolutos, relacionando lds unidades con objetos, que
no pudiesen cambiar con el tiempo o perderse. Asi, por unidad de

longitud se decidié elegir la ;5pmmoog parte de la longitud del meri-

diano. Sin embargo, 1a elaboracién de una regla de esta clase inevita-
blemente acarrea crrores. Con dificultades analogas tropezaron los
intentos de establecer otras unidades «absolutass. Por eso, desde
fines del siglo pasado, se cmpez6 a determinar las unidades mediante

*) V. 1. Lenin, Materialismo y empiriocritictsmo, Editora Politica, La
Ilabana, 1903, pag. 2568-257.
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cuerpos modelo (patrones). Por ejemplo, la unidad de longitud, el
metro, se determiné como la distancia entre dos trazos hechos sobre
una barra de platino iridiado que se conserva en la Oficina Interna-
cional de Pesas y Medidas. Sin embargo, en la actualidad se usa un
sistema «mixto», en cierto sentido, donde parte de las unidades se
detcrmina con patrones, y otra parte reproduciendo determinados
fendémenos fisicos. Asi, segln el sistema internacional de unidades
(abreviadamente se designa con las iniciales SI) adoptado por la
Conferencia Internacional de 1960, por unidad de longitud (metro)-
se toma la longitud gue comprende 1 650 763,73 longitudes de ondas:
luminosas de la franja anaranjada del isétope criptén 86 (Kr®®) en el
vacio (véase el t. III):

1 m=1650763,73% (Kr®®).

El metro determinado de esta manera es muy aproximado al
viejo metro correspondiente a la distancia entre los trazos de la
barra patrén. Pero en comparacién con el metro antiguo, el nuevo
tiene la ventaja de que no puede perderse ni estropearse; no cambia
con el tiempo, como lo puede hacer la barra patrén al «envejecers
el material de que se ha elaborado. Siempre se puede comparar y vol-
ver a comparar repetidas veces cualquier longitud con la de la onda
luminosa de la franja anaranjada del isétopo 86 del criptém.

Para medir longitudes que comprendan una cantidad muy grande
de metrgs o una parte muy pequefia del mismo, se emplean otras
unidades derivadas de la unidad de longitud, metro, segin el sistema
decimal:

1 1
1 km=1000m; 1cm=i~0—0m, 1mm=1—566m;
1 micrén (abreviadamente p) es igual a ﬁ mm, ete.

Por unidad de masa en el sistema internacional de unidades se
ha tomado la masa del patrén de platino iridiado que se conserva
en la Oficina Internacional de Pesas y Medidas y que se denomina
kilogramo (abreviadamente kg). La masa del kilogramo es muy pré-
xima a la de 1 000 em® de agua pura a la temperatura de 4° C. Las
unidades mayores y menores gue el kilogramo se establecen también
segin el sistema decimal:

1t=1000 kg; ‘1g=1gw kg, ete.

Por unidad de tiempe se ha tomado el correspondiente a
3T5Ea 905 g7 parte del afio tropical del 1 de enero de 1900. Se en-
tiende por afio tropical el intervalo de tiempo comprendido entre
dos pasos consecutivos del Sol (en su movimiento aparente segiin

la ecliptica) por el punto del equinoccio de primavera. De esta
manera resulta que la unidad de tiempo estd relacionada con el de
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traslacién de la Tierra alrcdedor del Sol. Esta unidad de tiempo
se denomina segundo.

Para cualquiera otra magnitud fisica se podria establecer la co-
rrespondiente unidad elegida arbitariamente. Por ejemplo, para la
unidad de superficie se podria elegir la superficie de un cuerpo cual-
quiera sin ninguna relacién con la ya clegida unidad de longitud.
Pero este procedimiento de eleceién de unidades serfa muy incémodo.
Por eso, por ejemplo, por unidad de superficie se elige la de un cuadra-
do de longitud de lado igual a la unidad de longitud. De manera
aniloga se hace con las demds magnitudes fisicas estableciendo las
unidades para ellas basindose en las relaciones con que estas magni-
tudes estin ligadas a las unidades de medicién ya elegidas.

Expliquemos esto con un ejemplo. Supongamos que se necesita
establecer la unidad de medicién para la magnitud fisica denominada
densidad. Por densidad 4 de un cuerpo homogéneo dado se sobreen-
tiende una magnitud fisica caracteristica directamente proporcional*
a su masa m e inversamente proporcional a su volumen V. Por cso,
el valor numérico de la densidad d sera

d=k3r, (1)

donde & es un coeficiente numérico cuyo valor depende de las unida-
des en que se han medido d, m y V.

Teniendo establecidas por anticipado las unidades de medicion
de la masa m 'y del volumen ¥V, podemeos elegir la unidad de densidad
de manera que la ecuacién (1) se cumpla para cierto valor determi-
nado del coeficiente k. Generalmente, para establecer la unidad de
una magnitud fisica que se introduce de nuevo para su analisis, se
sutpone 2 & = 1. Entonces la férmula (1) adquiere el aspecto:

=, 2)

y para que numéricamente sea exacta, por unidad de densidad debere-
mos elegir la de un cuerpo (independientemente de que exista o no en
la naturaleza), cuya unidad de masa ocupe la unidad de volumen.
De la misma manera se introducen las unidades de medici6n
de otras magnitudes fisicas.
En el sistema internacional de unidades se consideran fundamen-
tales las seis unidades siguientes:

unidad de longitud 1 metro (1 m)
unidad de masa 1 kilogramo (1 kg)
unidad de tiempo 1 segundo (1 s o seg)

unidad de temperatura 1 grade Kelvin o abseluto (1°K)
(véase el § 44)
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unijdad de intensidad de la co- 1 amperio (1 A) (véase el
rriente eléctrica t. II)
unidad de intensidad luminosa 1 bujia o candela (1 b 6
1 cd) (véase el t. 111)

Las unidades de medicién de otras magnitudes se introducen baséin-
dose en las corrcspondencias fisicas que relacionan estas magnitudes
con las fundamentales. En la mecanica, como unidades fundamenta-
les, es suficiente utilizar las tres magnitudes fisicas de longitud, masa
y tiempo. En el sistema internacional, como ya se ha dicho, como
unidades de estas magnitudes se toman el metro, el kilogramo y el
segundo. Abreviadamente este sistema se puede designar como «sis-
tema MKS».

Poro se pueden crear otros sistemas eligiendo otras unidades como
fundamentales. Por ejemplo, en fisica se usa ampliamente el denomi-
nado sistema cegesimal (sistema CGS), en el cual se han tomado las
signientes unidades fundamentales:

unidad do longitud 1 centimetro {1 cm)
unidad de masa 1 gramo (1 g}
unidad de tiempo 1 segundo (1 s o sep}

Esta claro que el sistema CGS es derivado del sistema internacio-
nal (3I).

Ademds, se usa el llamado sistema téenico (o sistema gravitatorio),
en el cual como unidades fundamentales se han tomado las siguien-
tes: longitud (1 m), tiempo (1 seg) y fuerza o peso, cuya unidad es la
fuerza con que el globo terrestre atrae a un cuerpo de masa igual a 1 kg
al nivel del mar, a los 45° de latitud. Esta unidad se denomina kilo-
gramo-fuerza (o kilogramo-peso) (abreviadamente se designa 1 kgf,
kg’ o kg*®; para més detalles véase el § 17). Asi tenemos que en el siste-
ma téenico de unidades, las fundamentales son:

unidad de longitud 1 metro {1 m}

unidad de fuerza (peso) 1 kilogramo-fucrza (kilogramopeso) (1 kgf,
kg’ o kg*)

unidad de tiempo 1 segundo (1 s o seg.)

20703






PRIMERA PARTE

FUNDAMENTOS
FISICOS
DE LA MECANICA

CAPITULO I
CinemAtica

§ 4. Observaciones gencrales, La mecénica es la ciencia que estudia
las formas més simples del movimiento de la materia, el cual consiste
en un desplazamiento de Jog cuerpos o de sus partes respecto a otros
cuerpos o partes.

La mecanica, como todas las demds ciencias naturales, establece
sus postulados como resultado de una generalizacién de los datos
experimentales. Los experimentos sobre el desplazamiento de los
cuerpos son muy simples. El hombro observa el desplazamiento de
los cuerpos diariamente en la vida cotidiana, en cualquier proceso
de produccion, de aqui lo patente de las representaciones mecanicas.
Con ello se explica también el que, de todas las ciencias naturales, la
mecanica haya adquirido antes:que las demds un amplio desarrollo.
Las leyes fundamentales de la mecdnica fueron elucidadas en gran
parte por Galilei (1564—1642) y formuladas definitivamente por
Newton (1642—4727). Leonhard Euler (1707—1783), que trabajé
durante muchos afios en la Academia de Ciencias de Petersburgo,
fue el primero en expresar analiticamente las leyes de la mecinica
y representd un papel muy importante en el desarrollo de ésta. No
obstante, ]la mecdnica de Galilei y Newton, que se denominé «cldsicar,
surgié como resultado de las observaciones de un tipo limitado de
movimientos, a saber, de los movimientos de cuerpos de dimensiones
comparables con las del cuerpo humano (la piedra lanzada) o muy

O
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grandes con respecto a éste (movimiento de los planetas), y que se
desplazan a pequefias velocidades. De aqui, el caricter aproximado
de la mecanica clgsica. El desarrollo ulterior de la ciencia ha demostra-
do que la mecinica cldsica es una admirable aproximaeién de la
realidad mientras se trate del movimiento de los cuerpos que constan
de gran cantidad de &tomos (cuerpos macroscopicos) y velocidades
pequeiias en comparacién con la de la Iuz. Lenin escribié: ¢...la
mecanica era un calco de los movimientos lentos reales, mientras
que la nueva fisica es un calco de los movimientos reales que tienen
lugar a prodigiosas velocidades»*).

Las leyes del movimiento de los cuerpos macroscopicos a veloci-
dades comparables a la de la luz, las formula la feoria de la relatividad
establecida por Einstein.

Las leyes de la mecanica clasica también dejan de ser justas cuan-
do pasamos al movimiento de Atomos independientes o de parti-
culas elementales (cuerpos microscépicos)**). Las leyes del movimien-
to de los cuerpos microscopicos las establece la llamada mecénica
cudntica (quéntica). M4s adelante estableceremos los limites de apli-
cacidén de la mecénica cldsica; por ahora supondremos que en nuestros
casos se trata siempre de movimiento de cuerpos macroscépicos
a velocidades pequefias en comparacién con la de la Iuz.

La familiaridad de los fen6menos mecénicos, su evidencia y los
6xitos obtenidos en la explicacién de ciertos fendmenos fisicos (por
ejemplo, los aciisticos) mediante representaciones puramente mecé-
nicag, condujo a que en el siglo XIX, para®muchos fisicos, ezplicar
cualquier fenémeno fuera reducirlo a los fenémenos mecanicos. Este
punto de vista correspondia a la filosofia del materialismo mecani-
cista. Sin embargo, todo el desarrollo ulterior de la fisica, sobre todo
el de la éptica y electricidad, ha demostrado que muchos fenémenos
se rigen por sus propias leyes y no se pueden cquiparar al tipo del
movimiento mecinico, que es mas simple. E1 materialismo mecanicis-
ta tuvo que ceder el puesto al materialismo dialéciico, el cual exa-
mina los tipos més generales del movimiento de la materia y tiene
en cuenta toda la variedad del mundo real.

Engels escribia a este respecto:

«L.0s naturalistas identifican el movimiento en general con el
desplazamiento mecénico... El movimiento, en lo que se refiere
a la materia, es un cambio en general. De esta clase de confusiones
surge Ia iracunda tendencia de reducirlo todo al movimiento mecd-

*) V. L. Lenin, Materialismo y empiriocriticismo, Editora Politica, La
Habana, 1963, Eaég. 255.

**) Agui, palabra smicroscépicor no quiere decix ?ue esta particula
se pueda ver al microscopio, sino que representa una particula elomental, elee-
trén, protén, ete., o una particula que consta de una pequeiia cantidad do par-
ticulas clementales, por ejemplo, un dtomo o una molécula independiente.
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nico..., con lo cual se borra el cardcter especifico de las demas formas
de movimiento»®).

El movimiento mecénico puede ser de los aspectos mis variados
y tener un cardcter bastante complejo. Por eso, la mecanica descom-
pone los movimientos reales en otros mds simples, y después de estu-
diarlos, vuelve a los movimientos mds complejos. El movimiento
mecénico mis simple es el del llamado punto material. Por punto
material se entiende en mecanica el cuerpo, cuyas dimensiones y forma
se pueden despreciar en el problema dado. Un mismo cuerpo real, segin
el planteamiento del problema, se puede considerar como un punto
material o como un cuerpo de dimensiones finitas. Por ejemplo, exa-
minando el problema del movimiento de un proyectil de artilleria,
como primera aproximacién podemos despreciar su forma y dimensio-
nes y considerar el proyectil como un punto material. Pero is hay
que tener en cuenta la influencia de la resistencia del aire en su movi-
miento vy el papel que desempefia el giro del proyectil durante el
mismo, ya no tenemos derecho a considerar el proyectil como un pun-
to material: debemos tener en cuenta su forma, dimensiones, ete.
Al mismo tiempo tenemos gque los astrénomos, al examinar el movi-
miento de la esfera terrestre alrededor del Sol, pueden considerar
el’globo terrestre como un punto material,

De la definicién del movimiento mecinico como un simple despla-
zamiento se deduce claramente que este desplazamiento no puede
realizarse mas que en relacién con otros cuerpos materiales cualesquie-
ra. Por eso, para tener la posibilidad de caracterizar el movimiento
de un cuerpo cualquiera, ante todo hay que establecer convencional-
mente con respecto a qué otro cuerpo {o grupoe de cuerpos, cuya posi-
cién de unos respecto a los otros sea fija) tenemos que considerar el
desplazamiento del cuerpo dado. Este cuerpo o grupo de cuerpos,
forma el sistema de referencia o de comparacién. De esta manera, todo
movimionto debe considerarse en relacién a un sistema de referen-
cia determinado. En los diversos casos, el sistema de referencia puede
elegirse de distintas maneras, pero nosotros podremos caracterizar
concretamente el movimiento dado sélo después de haber elegido
un determinado sistema de referencia. Por ejemplo, lanzando un
objeto cualquiera, podemos examinar su movimiento respeto a la
habitacién en que nos hallamos; en este caso el sistema de referencia
lo formardn las paredes, el suelo y otras partes de la habitacidon.
Sin embargo, podemos analizar el movimiento de este mismo cuerpo
con relacién al Sol o a cualquier estrella, pero de antemano debemos
establecer concretamente con respecto a qué vamos a analizar el
movimiento de nuestro objeto.

*) ¥. Engels, Dialéctica de la naturaleza. (Segin la versibn rusa del afio
1950, pag. 197). (N. del T.).
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Practicamente, para describir el movimiento de un cuerpo, hay
que relacionarlo con los cuerpos que formen un sistema de referencia,
cualquier sistema de coordenadas, por ejemplo, el habitual sistema
de coordenadas rectilineas rectangulares. Al examinar el movimien-
to respecto a la habitacién, por ejemplo, se puede ubicar el origen
de coordenadas en uno de los rincones de la misma y los ejes dirigirlos
a lo largo de las paredes; o se puede colocar el origen de coordenadas
en el Sol, y los ojes trazarlos en direccidn a determinadas estrellas*).
Mis adelante plantearemos la cuesti6n de la eleccidn del sistema de
referencia; por ahora considerarcmos que se nos da este sistema y el
sistema de coordenadas invariablemente relacionado con él y que
nosotros utilizaremos para caracterizar cl movimiento.

Se ha convenido en dividir la mecanica en dos partes: la cinemd-
tica gue estudia solamente el propio desplazamiento en dependencia
del tiempo. y la dirdmice que estudia las interacciones de los cuerpos
gqne conducen a un cambio de sus estados de movimiento.

§.5. Movimiento rectilineo uniforme. Veamos el movimiento de
un cuerpo, cousiderado como punto material, que se reduce a un des-
plazamiento uniforme a lo largo de cierta recta 04 (fig. 1).

_,__«“--:_F“ =% Tig. 1. La posicion del cuerpo A4 en el
57 movimiente reclilineo la &ebcrminu el

i segmento s o sug proyecciones sobre los
L ejes de coordenadas xy, 5y, 5,

En cualquier momento dado de tiempo £, cuando el cucrpo en
movimiento se halla en cierto punto 4, podemos determinar su posi-
cién mediante el segmento s considerado a partir de cierto punto O
que tomaremos convencionalmente como origen de espacios. Esta
claro que s variara con el tiempo. El segmento s coincidird con el
trayecto recorrido realmente por el cuerpo gue se mueve en linea
recta, si en el momento inicial (¢ = 0) el cuerpo sc hallaba en el
punto 0. Trazando el sistema de coordenadas OX Y Z, se puede carac-

*) El sistoma de coordenadas tumbién se puede relscionar eon cualquier
medio material continno. Por ejemplo, o puede estudiar ol movimiento de los
peces con respecto al agua en que estin nadando.
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terizar también la posicién del cuerpo en cada momento dado por
sus coordenadas x, y y 3. En el sistema elegido de coordenadas de la
fig. 1, las coordenadas del euerpo z, y ¥y % coinciden con las proyec-
ciones de los trayectos sy, s, ¥ s: sobre los ejes de coordenadas. De
esta manera tenemos gue la posicién de un punto en movimiento
se puede caracterizar por el segmento s, que serd cierta funcibn del
tiempo i:
s=f{), )
o por sus coordenadas x, y y z, que también serin funciones del tiem-
po:
z=f@; y=f(@E; z=f()- (2)

Como el movimiento que examinamos se efectiia a lo largo de una
recta, se denomina rectilineo.

El movimiento se denomina uniforme, si el cuerpo que se despla-
za recorre log mismos espacios a iguales intervalos de tiempo arbitra-
riamente elegidos.

Los movimientos, evidentemente, se diferenciardn unos de otros
en que los cuerpos pueden recorrer, durante iguales intervalos de
tiempo, distintos espacios, o, en otras palabras, en que los mismos
espacios pueden recorrerse en distintos intervalos de tiempo. Estas
diferencias en los movimientos las caracterizaremos introduciendo el
concepto de wvelocidad. Por velocidad de un movimiento uniforme
se sobreentiende una magnitud fisica que sea tanto mayor, cuanto
mayor sea el espacio recorrido por el cuerpo durante un mismo inter-
valo de tiempo, o, en otras palabras, una magnitud fisica gue sea tan-
to mayor, cuanto menor sea el intervalo de tiempo necesario para
recorrer ¢l espacio dado. La voelocidad del movimiento uniforme v
es una magnitud fisica directamente proporcional al camino recorri-
do e inversamente proporcional al intervalo de tiempo invertide
<n recorrer este espacio.

Supongamos que la posicién de un cuerpoe que se desplaza en movi-
miento rectilineo, en un momento determinado de tiempo #,, se deter-
mina por el segmento s5, ¥y en el momento ¢, por el segmento 5. En-
tonces, en el tiempo ¢ — £, €l cuerpo recorre el espacio s — sy y la
expresién matemética de la veloecidad v se podrad eseribir de la si-
guiente manera:

&— 5
v=k f_——-!z' (3)
donde % es el cocficiente do proporcionalidad. En el caso particular
de ¢, =0 y s = 0, tenemos:

ve=k. (3a)

En esta ecuacién s es el espacio recorrido_durante el tiempo ¢. La velo-
cidad del movimiento uniforme es una magnitud constante. Utili-
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zando la relacion (3), la velocidad v, el espacio s y el iiempo ¢ se
pueden medir en unidades cualesquiera. En cambio, si de antemano
le damos al coeficiente % un valor determninado cualguiera, como ya se
ha indicado en el § 3, no se podran elegir arbitariamente las unida-
des de medicion para las tres magnitudes fisicas v, s y £. Arbitraria-
mente se pueden elegir s6lo dos unidades para dos magnitudes, y para
la tercera magnitud la unidad de medicién se ha de elegir de tal
manera que la relacién (3) se pueda efectuar con el coeficiente dado

k. Asi, suponiendo & = 1 y, por lo tanto, convirtiendo la férmula
(3) en:
- F— 8y Py
e ol (4)

se pueden elegir arbitrariamente las unidades s6lo para dos magni-
tudes de las que figuran en ella. Si elegimos por unidad de longitud
1 centimetro (cm) y por unidad de tiempo el segundo (s), utilizan-

Fig. 2. En el movimiento uniforme, la rela-
cion entre ol espacio recorrido s y el tiempo
o Y t la representa la recta OB, .
0‘——'}"‘_’3

do la férmula (4) tendremos que tomar como unidad de velocidad
la de un movimiento uniforme en el cual durante un segundo se reco-
rra 1 cm. Esta es la unidad de velocidad en el sistema CGS, que abre-
viadamente se designa cm/s. En otros sistemas do unidades, por
unidad de longitud se toma el metro (m) o el kilémetro (km), y por
unidad de tiempo, el segundo (s) o la hora (h); en estos casos las
unidades de lajvelocidad serdn respectivamente m/s y km/h.
De la férmula (4) tenemos que

§=30-v (t—1o). (5)
Sity’'= 0y s, = 0, la férmula (5) se convierte en:
s=ut; (5a)

aqui, s es el espacio recorrido por el cuerpo durante el tiempo ¢.
Comparando la ecuacidén (5a) con la (1) vemos que, en el caso
del movimicento uniforme del! cuerpo, el espacio recorrido es una
funcién lineal del tiempo.
La dependencia lineal del espacio con respecto al tiempo se puede
representar grificamente. Tomemos el eje de abscisas por eje de los
tiempos ¢ (fig. 2) y por eje de ordenadas el de espacios s. Entonces,
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en correspondencia con la férmula (5a), el espacio s en funeién del

tiempo ¢ se expresara por la recta OB, que pasa por el origen de coor-

denadas. En el transcurso de un intervalo de tiempo ¢, representado

en el eje de abscisas por el segmento Ob, el cuerpo recorrera el trayecto

s, representado por el segmento Oa o por el segmento b5 igual al Oa.
De la fig. 2 deducimos que

tpot= —=—=unp. (6)

De esta manera, en nuestro diagrama la velocidad v se represen-
tard por la tangente del Angulo «: cuanto mayor sea la velocidad v,
mayor serd el dngulo @ que forma la recta OF con el eje de los tiem-
pos L.

§ 6. Movimiento rectilineo variado. En el movimiento variado,
el espacio recorrido es diferente en los distintos intervalos iguales
de tiempo. En este caso se puede introducir el concepto de velocidad
media. La velocidad media de un movimiento variado en el intervalo
dado de tiempo ¢z — #; es igual a la velocidad de un movimiento
uniforme con la cual el cuerpe recorreria el -mismo espacio s — s
en el mismo intervalo de tiempo ¢ — 7, que invierte al recorrerlo
con movimiento variado. Designando la velocidad medialpor v,
tenemos
s—8
I—1p"

El valor de la velocidad media » depende del intervalo de tiempu
en que se toma. Por eso, la velocidad media no es una caracteristica
suficiente del movimiento variado. Por ejemplo, en el movimiento
de un tren en el trayecto entre dos estaciones nos puede interesar
no sblo la velocidad media de todo el trayecto, sino también la velo-
cidad que tuvo en distintos trechos. Para ello, evidentemente, debe-
remos dividir el trayecto en trechoz As y medir los intervalos de tiem-
po Az que se ha invertido en recorrer estos trechos, entonces

= As

V=53 (1)
representa la velocidad media en un trecho determinado As del tra-

ecto.

¥ Cuanto menores sean log intervalos de tiempo Af para los cuales
tenemos que determinar la velocidad media v, tanto mds exacta sera
la caracteristica del movimiento que obtengamos. El intervalo de
tiempo A? se puede elegir tan pequefio, que el movimiento en este
intervalo se puede considerar pricticamente uniforme. Entonces,
la velocidad media v en este pequefio intervalo de tiempo nos dara
una caracterfstica suficiente del movimiento en el instante dado;

en otras palabras, representari la velocidad v en el punto dado del
trayecto (velocidad instantinea).

5:
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Por lo tanto, la velocidad del movimiento variado en el punto dado
del trayecto (o en el instante dado, velocidad instantinea) es el.limile
a que tiende la velocidad media al disminuir infinitamente el intervalo
de tiempo At para el cual se determina esta velocidad.

Mateméticamente se expresa asi:

" ~ Ag
p= lim {#})= lim (). 2
A0 @ A0 (M) )
Delcdlculo diferoncial se sabe que el I?-‘-i—a i—:—) es la derivada del espacio
rospecto al tiempo; por lo tanto, la velocidad cs igual, numéricamento, a la
derivada del espacio respecto al tiempo:
ds

vt (2a)

Lo dicho se puede aclarar mediante un diagrama.
Gréificamente la relacién de dependencia entre el espacio y el
tiempo en el movimiento variado se expresa por una curva. La forma

Fig. 3. La velocidad de! movimiento

no uniforme la determina la tangente

del 4ngulo o formado por la linca tangen-
te con el eje O¢.

de esta curva serd diferente para distintos movimienfos: para un
caso particular se representa mediante la curva QAR de la fig. 3.
La velocidad media v en el intervalo de tiempo At es:

- As
U;-E=—=tga’.

Introduciendo la velocidad media v, sustituimos por la cuerda
AR la dependencia real del espacio respecto al tiempo expresada

)

por el arco A B.para el intervalo de tiempo At, es decir, sustituimos
el movimiento variado por el uniforme. Disminuyendo infinitamente
¢l intervalo de tiempo Af, segin lo dicho, obtenemos la velocidad
instantfinea cn el momento £; en este caso, en el limite la secante AB

S

so transforma on la tangente AD; la cuerda AB y el arco A5 se con-
funden, es decir, el movimiente variado en un intervalo infinita-
mente pequefio de tiempo coincidird con el movimiento uniforme.
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[
-3

Asi tendremos:

4 As
v=lim (z7) =t e
donde « es el dngulo entre el eje Ot y la tangente al punto dado 4 de
la curva que representa al espacio en funcién del tiempo.

Veamos como se representa el espacio recorrido en funcién de la
velocidad en el movimiento variado.

Construyamos un diagrama en que el eje de abscisas sea el de los
tiempos ¢ y el de ordenadas, el de las velocidades v. La curva ABC

o

Fig. 4. El cspacio recorride en unintervalo
de tiempo in{;‘nitamcntc pequesio A, viene
represenlado por el ﬂ:lea de la columna raya-

.

Bty

representada en la fig. 4, corresponde al caso particular en que Ia
velocidad, de valor v, en el momento inicial, primeramente disminu-
ye con el tiempo y después aumenta.

Dividamos todo ¢l tiempo que dura el movimiento ¢ en una gran
cantidad de intervalos muy pequeiios Atz Segin la férmula (1), el

trayecto recorrido en uno de estos intervalos n serd As, = 1-:;"- Aty

donde vy, eslavelocidad media en el intervalo de tiempo At,. Grafi-
camente se representa por el drea del estrecho rectingulo rayado de
la fig. 4. Todo el trayecto s recorrido durante el tiempo ¢ es igual
alasuma de todoslos pequefios trayectos As,, rocorridos en los distin-
tos intervalos de tiempo Af,:

== 3 Uy Ay, 3)

es decir, es igual a la suma de las dreas de todos los rectdngulos en
que ha resultado dividida la fig. 0ABC (fig. 5.). En el limite, siendo
los intervalos de tiempo Af, infinitamente pequefios, los rectingulos
serin infinitamente estrechos y su suma coincidird con el 4rea de la
figura OABC. Asi tenemos que en el diagrama, el espacio s vendra
representado por el drea comprendida entre la curva AB, que inter-
preta la relacion entre la velocidad y el tiempo, y las ordenadas co-
rrespondientes a los instantes inicial y final del tiempo ¢ durante el
enal se recorre el espacio.

§ 7. Movimiento rectilinco uniformemente variado. Aceleracién.
Movimiento uniformemente variado se denomina aquel en que Ia velo-
cidad », a iguales intervalos de tiempo A¢ arbitrariamente elegidos
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varia en igual magnitud Av. En el caso de que Av tenga el mismo
signo que la velocidad, es decir, cuando el valor numérico de la veloci-
dad aumenta con el tiempo, el movimientose denominauniformemente
acelerado; en ol caso de que Av tenga el signo contrario, es decir,
cuando el valor numérico de la velocidad disminuye con ¢l tiempo,
el movimiento se denomina uniformemente retardado.

. P
% Fig. 5. El espacio recorrido en un intervalo de
ﬁ tiempo finito ¢, viene representado Cpor el area
0 £ de la figura rayada CARC,

Para caracterizar cuan de prisa varia la velocidad con el tiempo,
se introduce la magnitud fisica denominada aceleracién. La acelera-
cién w del movimiento rectilineo uniformemente variado es una
magnitud fisica directamente proporcional al ineremento de la velo-
cidad e inversamente proporcional al intervalo de tiempo en gue se
ha efectuado este incremento de velocidad.

Supongamos quo en el instante ¢, la velocidad era ve, y en el instan-
te ¢, 1a velocidad era v; entonces, en el intervalo £ — £, la velocidad
habrid variado en v — y, ¥ matematicamente la aceleracion w se
representara:

Av v—
w=k =k -ﬁ (1)
donde k es el coeficiente de proporcionalidad que depende de la elec-
cién de lag unidades en que se miden la velocidad v y el tiempo £.
La aceleracion del movimiento uniformemente variado es una magni-
tud constante. Si consideramos el coeficiente de proporcionalidad
k =1, la aceleracion
Avp
W= (1a)
en el sistema CGS por unidad de aceleracién se debe tomar la de un
movimiento en que la velocidad varie 1 em/s cadasegundo, Abrevia-
damente esta unidad de aceleracién se designa 1 ecm/s®. En el sis-
tema MKS, por unidad de aceleracién se toma la del movimiento en
gl m}a;) la velocidad varia 1 m/s cada segundo (abreviadamente
m/s?).
De la férmula (1), siendo & = 1, tenemos:

v="vp-} w(t —t). 2)
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Por lo tanto, en el movimiento uniformemente variado, la velocidad
es una funcién lineal del tiempo. Si £, = 0, segin la (2):

U= vy} wt;
¥, fimalmente, si la velocidad inicial v, = 0,
v=wt. (2b)

La aceleracién w tiene el mismo signo que ¢l incremento de velo-
cidad Awv, por eso, en el movimiento uniformemente acelerado, la
aceleracién w es positiva, y en el uniformemente retardado es negativa.

Determinemos el espacio recorrido en el movimiento uniforme
mente variado.

Fig. 6. El espacio recorrido en sl movi-
miento uniformemente variado viene repre- v
zentado por el drea del triangulo OAB.

‘Supongamos, para simplificar, que la velocidad inieial v, = 0,
entonces, segn la (2b), graficamente, la relacién entre la velocidad
y el tiempo (consideramos que w > 0) vendra representada por la
recta 04 (fig. 6), v, por lo tanto, segin lo dicho en el parrafo an-
terior, el espacio s recorrido en el tiempo 2, lo representard el area
de la figura OAB. Como en el caso dado, esta figura s un trién-
gulo, su superficie serd

AB. O vt
27 ¢ Bt
De aqui que el espacio s recorrido en el tiempo ¢ sea:
vt

= 3)

Sustituyendo la velocidad v por su valor en funcién de w y de
¢ segiun la (2b), obtenemos:
_ w2

Bwapes )
Sila velocidad inicial no era igual a cero, sino que tenia un valor
vg, resulta:
2
S=1pyt +~f'§:—. {4a)

Como ejemplo de movimiento uniformemente variado puede citar-
se el de caida libre de los cuerpos sobre la superficie de la Tierra.
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En este caso la aceleracion es:
w=g=9,81 m/s%

La caida de los cuerpos en el aire se puede considerar uniformemente
variada s6lo en los casos en que el valor de la resistencia del aire
sea pequefio (una piedra que cae de una pequeiia altura); cuando
el valor de esta resistencia sea grande, la caida de los cuerpos en cl
aire se convierte en movimiento uniforme (véase el § 16). Asi, por
ejemplo, las pequeiias gotas de agua que forman la niebla, descienden
con movimiento uniforme; también desciende con movimiento uni-
forme en el aire un paracaidista con el paracaidas desplegado.

Examinemos varios ejemplos de movimiento uniformemente variado.

Ejoemplo {. Una piedra so ha dejado caer desde una torre de 20 m de
altura con una velocidad inicial igual a cero. Despreciando la resistencia del
ai:;i. determinar: ol tiempo do cnidga, y la velocidad con que llega la picdra al
suelo,

Solucidn. Como el movimienlo de la piedra, segin los datos, se puede
considerar uniformemente variado, aplicamos las ecuaciones deducidas en
oste pirrafo.

on la f6rmula (4) determinamos el tiempo de caida de la piedra:

23 -
t= i (2}

ﬁ:nde ¢ ¢s el espacio recorrido por la piedra, es decir, la altura desde la cual
caido.
Colocando en lugar de la accleracién w su valor w = g = 9,81 m/s?, obten-
dremos
2-20
= ms = 28,

La velocidad adquirida al final del movimiento serd:
v=wt =gt =9,81-2 mis = 19,6 m/s.

La velocidad v adquirida al final de la caida se puede expresar también
algébricamente en funcién del espacio recorrido s y de la uceleracién w. Para
olﬁ), on la eouacién v = wt, sustitvimos ¢ por =u valor segiin la (5), entonces

£ s
u=-w:=nw'l/-t—v~ '
v="}Zsw. (6)

Ejemplo 2. Una piedra lanzada verticalmente hacia arriba alcanza
la altura de ;0 m. ;Cuénto tiempo invertird en alcanzar esta altura y cuinto en
caer a la Tierra? ;De qué velocidad inicial hay gue dotarla? ;

Soluecidn El movimicnto de la piodra lanzada verticalmente hacia
arriba serd, en el ascenso, uniformemente retardado, por lo tanto la aceleracitn
w = —g v la altura alecanzada

de donde

{3
8=L‘u‘—gT' (7}



' § & Accleracidn de un movimiento rectilineo variado cualquiera M

donde vy es la velocidad inicial de la picdra y ¢ ¢! tiempo invertido en el ascenso.
La velocidad inicial v, se determina partiondo de la condicién de que la veloci-
dad v, en el punto de méxima altura es igual a cero, os decir:

v = vy — gt = 0,

de donde
vy = gt (B
¥, por consiguiente, segin la (7)
2
=5,

el tiempo dec usconso de la piedra hasta la altura s serd:

]/' s

12 ] —_

g

Comparando este licmpo con ol doterminado lpor la ccuacién (5), hallamos que

el aseenso de la piedra hasta la altura s dura lo mismo que la caida libre desde
la misma altura. Sustituyendo ¢ por su valor segin la (8), obtencmos:

vo="/2sg.

Por lo tanto [compirese con la férmula (6)], Ia velocidad con quo hay que lanzar
la piedra verticalmente hacia arriba, también serd igual a la que adquire cayendo
libremente desde la misma altura s, Aplicando las ecuaciones deducidas y colo-
cando los valores numéricos del ejemplo, hallamos:

vp="V25g="1/230-9,81 m/s = 24,2 m/s;

s 2.30
:_I/T- 3,81 se==2,48s.

§ 8. Accleracién de un movimiento rectilineo variado cualquiera.
En el caso general del movimiento rectilineo variado se puede intro-
ducir el concepto de aceleracion media. La aceleracién media w en ol
intervalo dado de tiempo At es igual a la aceleracién de un cuerpo
con aceleracién uniforme y adquiere, en este mismo intervalo de
tiempo A¢, el mismo ineremento de velocidad Aw, que el del cuerpo
que estudiamos:

=  Av
W= (1)

Introduzcamos el concepto de aceleracidn instantinea andlogamen-
te al de velocidad instantdnea, Disminuyamos el intervalo de tiempo
At hasta tal punto, que ¢l movimiento en este intervalo se pueda
considerar uniformemente variado. La aceleracién media w en este
intervalo de tiempo serd la aceleracién instantdnea. Por lo tanto, por
aceleracién instantdnea se comprende el limite a que tiende la
aceleracién media w al disminuir infinitamente el intervalo de tiem-
po Az para el cual se calcula:

— . Av
=1 M s 2
o= Jl ) @
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donde Aw es la variacion infinifamente pequeiia de la velocidad en el
intervalo de tiempo infinitamente pequefio A:.

Del caleulo diferencial saheinog que
Av dv
we= lim (57) =G5 (2a)

es decir, la aceleracién es igual a la derivada de la velocidad respecto al tiempo.

Como v = :—:, tenemos

__d%s
Y=gEr

(2b)

:p decir, la aceleracién es igual a la segunda derivada del espacio respecto al
iempo.

Estas relaciones, lo mismo que en el caso de la velocidad, las
podemos explicar mediante un diagrama. Supongamos que en la

o/,

1
Av ' & Fig. 7. La aceleracién del movimiento
A H
i
i
1

v

variade viene determiuada por la tan-
gente de ldngulo B que forma la linea
tangente con el eje O,

o+

0 L~ =
At
gig. 7, la curva OAB representa la dependencia de la velocidad

respecto al tiempo. La aceleracién media w en el intervalo de
tiempo desde ¢ hasta ¢ -+ Af serd

—_Av
w=—=14p

donde By es el angulo entre el eje Ot y la secante AB. Disminu-
yendo infinitamente el intervalo de tiempo At, la secante AB se
aproximard a la tangente AC y, de esta manera, en el limite:

w= lim (57) =tzB,

At—=0
1

donde P es el dngulo entre el eje Of y la tangente ACjen el punto dado
A de la curva que representa la velocidad en funcién del tiempo.

§ 9. Vector velocidad y vector aceleracién. La velocidad se carac-
teriza no s6lo por su valor numérico, sino también por la direceién
y sentido. Para describir el movimiento de un cuerpo no es suficiente
indicar el valor numérico de la velocidad, hay que indicar ademis
en qué direccién se desplaza.
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Las magnitudes que definen la direccién ademés del valor numé-
rico, se denominan vectores. Las magnitudes para cuya determinacién
es suficiente saber sélo su valor numsérico, se denominan escalares
(por ejemplo, un intervalo de tiempo, la masa, la densidad, etc.)¥).

El vector se puede representar por una flecha de longitud igual
a la cantidad de unidades, arbitrariamente elegidas, correspondiente
a su valor numérico, y euya direccién coinecida con la del vector.

Fig. 8. Al sumar dos voctores A y B, el vector resul- A
tanto C viene represeniado por la diagonal del para-
lelogramo cuyos ladus son vectores A y B.

Se ha decidido designar log vectores con una letra en negrita, y su
valor numérico, con la misma letra corriente; por ejemplo, la letra
A designa un vector, y la 4, su magnitud. El signo menos colocado
delante del vector denota que el vector — A va dirigido en sentido
contrarig al vector A siendo de igual longitud.

La experiencia ensefia que las magnitudes fisicas vectoriales se
suman de manera diferente que las magnitudes algébricas. El modo
de sumar los vectores lo determina la regla del paralelogramo: al su-
mar dos vectores A v B, el vector resultante C lo determina la dia-
gonal del paralelogramo de lados A v B (fig. 8).

Al sumar mas de dos vectores se puede hallar el vector resultante
aplicando sucesivamente la regla del paralelogramo. El mismo resul-
tado se obtiene, si se construye una linea quebrada, cuyas componen-
tes, segilin la magnitud, direccidn y sentido, coineidan con los vectores
componentes A, B, Cy D (jig. 9). El vector resultante F Jo determina
el vector que cierra la linea quebrada, formando un poligono, desde
su origen hasta su extremo**)).

La diferencia entre dos vectores A y B se puede determinar intro-
duciendo un vector B' = —~ B, entonces:

A—B=A+P. (1)

*) Algunos autores espafioles, las magnitudes que representan la masa, la
densidad, ete., es decir, gue son siempre positivas y en su representacién inter-
vienen solamente los mimeros que las miden, las denominan magnitudes modu-
lares; y las que admilen una sola direccién (en dos sentidos opuestos) como ol
tiempo que, a partir de un punto origen, tiene dos signos (positive o negativo),
las denominan escalares (V. del T.).

*#) En espaiiol, este poligono se denomina epoligono de vectores, vectorial
o sumatorio» (N, del T.).

40705
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Construyendo el vector B’ de magnitud igual a la del B, pero
de sentido opuesto, encontramos el vector C resultante de la suma
geométrica de los vectores A y B’. Segiin la ecunacién (1), el vector
C representard al mismo tiempo la diferencia de vectores A — B.

Fig. 9. El vector ¥, que es la resultante (su-

ma} de los vectores A, B, C y D, sc representa

or ¢l vector que cierra, formando poligono,

a linea quebrada compuesta por los vectores
A, B, Cy D

Un vector se puede determinar bien directamente, por su direc-
cion, sentido y magnitud, bien por sus proyecciones sobre los ejes
de cqordenadas. En el caso de coordenadas planas rectangulares

Y

Fig. 10. Los segmentos A, y A, son las
proyecciones dol vector A~ sobre” los ejes
0XyoO

(Fig. 10), el vector A lo determinan las proyecciones en los ejes A,
y A, En la fig. 10 vemos que .
A,= 4 cosa; Ay=Acosfi= Asenc;

A=V AT F 4%, (2)

La direccion del vector A la determina el dngulo a que forma
con el eje OX, o el angulo B que forma con el eje OY.
Como se ve de la fig. 10:
A Ay
tgoﬁ-—-ﬁ_. tgﬁ:"I;‘ ,(3)
La velocidad del movimiento rectilineo es un wvector dirigido
segun la recta por la cual se mueve el cuerpo y en el mismo sentido
en que éste se desplaza. Los resultados del cdleulo del movimiento
realizado fundéndose en la regla vectorial de la suma de velocida-
des, coinciden con el resultado de las observaciones de los movi-
mientos reales, lo cual confirma que se puede considerar la ve-
locidad como un vector. Si el cuerpo participa simultidneamente en
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dos movimientos rectilineos uniformes de velocidades v, y v, (fig.
11), el movimiento resultante lo caracteriza el vector velocidad v,
resultante de la suma vectorial de las velocidades vy y vs.

%

Fig. 11. La velocidad resultante v viene determinada por
la diagonal del paralelogramo cuyos lados son las veloci-
dades que se suman v, y va. (]

El vector velocidad v se puede descomponer en dos vectores com-
ponentes de direcciones cualesquiera, por ejemplo, en un plano se
puede descomponer en dos dirigidos segin los ejes del sistema de

i

"sr{ Py %

Fig. 12. Descomposicién de la velocidad v
©¢n sus componcntos Ve ¥ Dg.

X

0 . )
U

coordenadas OXY (fig. 12). IEn este caso, la férmula (2) puede escri-
birse de la manera siguiente:

ve=vcosa; yy=veosfp=vsena; v=, vi+vj. (4)

E jem plo. Hallar la magnitud y direccion con respecto a la orilla, de
la velocidad v de un hombre que se desplaza transversalmente en el interior
de un barco. La velocidad del hombre es v; = 2 m/s, la del barco, v, = & m/a.

Solucidn La velocidad v del hombre respecto a la orilla es la suma
vectorial de las velocidades vy y vg (fig. 13). Su valor numérico serd v=
= V:,L—I— vE = VaF 64 m/s = Y68 m/s = 8,25 m/e. La dircccién de la
velocidad v la detormina ¢l dngule o que forma esta veloeidad con lu direceidn
de movimiento del barco. Segin la fig, 13 tenemos:

P
tgo= 5 TR =0,25,
de donde e = 14°05'.
La aceleracién, como la velocidad, es un vecor, ya que se caracte-
riza por tener, ademds de magnitud, direccion y sentido. En el caso

del movimiento rectilineo, las direcciones de la aceleracidn, veloei-
dad y movimiento estin en una misma recta. En este caso, la acele-

3w
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racién, como ya se ha indicado, puede tener el mismo sentido que la
velocidad (movimiento acelerado), o el sentido contrario {(movimien-
to retardado), Si la aceleracién va dirigida con cierto dngulo respecto
a la velocidad, ésta variard no sélo de magnitud, sino también de
direccion. En este caso el cuerpo se desplazari segin una curva.

-

Direccicn del movimienio
del barco

Diropei 4
% oF,
LT g idad

-

Direccién dél movimicnta =

R
<
)

del hombre

Fig. 13. Dectorminacién de la
velocidad resultante,

§ 10. Movimiento curvilineo. Si la linea descrita por el punto
material en su movimiento, 0, como se ha convenido en denominarla,
1a trayectoria, es una curva, el movimiento se denominna curvilineo.
Para determinar el vector velocidad en el movimiento curvilineo,

Fig. 14. En ol movimiento curvilineo, ol
vector velocidad v va dirigido segin la tan- As F
gente a la trayectoria.

examinemos lo que pasa en un pequeiio intervalo de tiempo A¢. En
este intervalo de tiempo, el punto material recorreri un pequefio
arco As (fig. 14). Si disminuimos infinitamente este intervalo de tiem-
po, el arco As también se reducird infinitamente y en el limite se
confundird con su cuerda As. En el limite, el movimiento curvilineo
coincidira, en un trecho infinitamente pequefio, con el movimiento
rectilineo. Por eso, la velocidad del movimiento curvilineo en el
punto dado 4 seri:
As

v=lim (). @)

y su direccién coincidird con la de una cuerda infinitamente pequeiia

As de un arco infinitamente pequefioc As. Pero, como en el limite,
la cuerda infinitamente pequefia coincide, seglin la direccién, con
1a tangente en el punto dado A, el vector de la velocidad instantinee
v en el movimiento curvilineo va dirigido segin la tangente a la trayec-
doria del cuerpo en el sentido de su movimiento.
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Si la velocidad v en el movimiento curvilineo tiene un valor
numérico constante, es decir, si en iguales intervalos cualesquiera
de tiempo el punto material recorre un arco de igual longitud, el
movimiento curvilineo se denomina uniforme. Sin embargo. hay
gue recordar que la velocidad, en este caso, también cambia de direc-
¢ién constantemente: en cada punto de la trayectoria tendra la diree-
cién de la tangente, que en la trayectoria curvilinea en diferentes
puntos tiene distintas direcciones.

Y

1
Fig. 15. Representaciébn del movimiento Py Aﬁ;

curvilineo por medio de }as componentes — pf-———---2
de la velocidad en las direcciones do los g — T
ejes de coordenadas, [

De esta manera tenemos que en ¢l movimiento curvilineo, el vector
velocidad nunca es constante: siempre va cambiando. En el caso del
movimiento curvilineo uniforme, este vector varia sélo de direccidn,
conservando constante su magnitud; y en el caso general del movi-
miento curvilineo variado, cambia de direceién y de magnitud.

Para examinar el movimiento ecurvilineo es muy cémodo determi-
nar la posicién del cuerpo mediante coordenadas, por ejemplo, en el
caso del movimiento en el plano, con las coordenadas = e y (fig. 15).

También es muy cémodo examinar, en vez del propio vector v
de la velocidad instantinea, sus proyecciones en los ejes de coorde-
nadas v, y v,. Entonces, el valor numérico del vector v, considerando
el problema en un plano, sera:

=V +vj, (2)
y su direcci6én la determinara el dngulo o formado por el eje OX y la
recta con que coincide la direccién del vector velocidad.
En la fig. 15 vemos que
e
tgo =L (3)
Las proyecciones en los ejes de coordenadas Az y Ay corresponden al vecior
de desplazamiento del cuerpo A s, Segin las reglas del cdleulo diferencial, las
proyecciones de la velocidad
v= lim (éf) rE
At—0 VAL dt
serdn las magnitudes

5 Ax dx
i, (?) =
= lim (22 _92
" :\lt]-E::J ( At )_ de ” @)
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Aqui da/dt § dyfdt son las derivadas de las coordenadas respecto al tiempo.
Estas se pueden calcular, si las coordenadas del cuerpo ¢n movimiento se dan
en determinada funcién del tiempo:

z=f () yv=r{)
Veamos unos cuantos ejemplos de movimiento eurvilineo.
Ejomplo 1. Un cuerpo ha side lanzado con upa velocidad inicial v,
¥ un dngulo « de ascenso respecto al horizonte. Hallar: 1) la trayectoria, 2) la
altura de mdxima elevacién, 3) la distaneia alcanzada (amplitud del tiro).

Y|
:::::ir ::::
Yoedx F/4N Fig. 16. Trayectoria do un cuerpo
. lanzado Se?(m una linea quo forma
olLAL | s el dngule ¢ con el horizoute.

;_2‘57,___,
it

Soluecibn. Eligiendo los ejes do coordenadas como se indicn ¢n la
fig. 16, deducimos las siguientes ecuaciones para las componentes de la veloci-
dad del cuerpo (se despreeiu la resistencia del aire).
Uy == g COS @&, } )
Uy = vp 80N & — gi,

donde g es la aceloracién de la gravedad. Las coordenadas z e y del cuerpo en
funcién del tiempo se expresan:

= COS &y
2 3
¥=uvpsen u-f—%“—. &
Excluyendo el tiempo ¢ de las cenaciones para z e y obtenemos la ecuacion de la
trayectoria:
=ty e.p—s b .20
y=lgos 2uf cos® o %
Como a es el dngulo dado y vy la magnitud de la velocidad inicial, los cocfi-
cientes que van ante la z y la z? son magnitudes constantes; designdndolos
por a ¥ b respectivamente, obtenemeos

Y = Gz <= bz,

que es la ecuacién de una parébola. Por lo tanto, ol cuerpo pesado lanzado hacia
arriba formando un dngulo con ol horizonte, se mueve segin una pardbola.
En el punto més elevado de la trayectoria (vértice) v, = 0, do donde
vp sen o — gt = 0,
yel tiempo ¢ de clovacién a la alturs méaxima serd
, vpSena
‘ ET .
Altura mixima de elevacién:

Ymax = Vo SeD a-"’“"":" % g (

vg Se ot)z_v&sen‘z o

v 28 @
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El cuerpo cae en el plano horizontal al cabo de ¢ = 2¢', de donde

21 sen o

e

La amplitud dol tiro la obtenemos sustituyondo este valor de ¢ cn la conacibn
para x:

t =

]
Tngx= Yo COS a-w=%-mn 2. (8)

De la 0ltima férmula tenemos que, para la velocidad dada vy, la amplitud
gerd mAxima cuando o= 45°

Todas las formulas obtenidas son justas solamente para el movimiento do
los cucrpos en el vacio. En ol lanzamicnto de los cuerpos pesados en el aire, un
importante papel lo desempefia la resisiencia de éste.

Curva balistica
Pardbola

Fig. 17. Comparaci6bn de la trayectoria
parabélica con la curva balistica.

1] X

Debido a la resistencia del aire, durante el vuelo, la velocidad disminuye,
¥ la trayectoria no'es ya una pardbola: su rama descendente es de mayor pendien~
to (curva belistica, véasoe la fig. 17); la amplitud y la flecha (altura) son menores.
¥1 cardicter do la curva balistica depende en alto grado do la forma del objelo
lanzado. La importancia d¢ la resistencia delairo se puocde ver en el siguiente
ejemmplo: de la formula (8) se inficre que, para un euorpo que so desplaza en el
vacio con una velocidad inicial vy = 550 m/s y un dngulo de tire (do inclinacién)
de 20°, ol aleance o amplitud cs de 19,8 km, Pero para un proycctil de artilleria
de cuerpo cilindrico con la parte anterior cdnica, 3(: B2 kg? de peso, en lus mis-
mas condiciones iuniciales, la amplitud es s6lo de 8,1 km.

Ejemplo 2. Un cuerpo pesado es lanzado e¢on upa velocidad inicial
vg y un dngulo o de inclinacién respecto al horizonte, Despreciando la resisten-
<ia del aire, hallar la magnitnd y la direccién de Ja velocidad en: 1) el vértice
(punto de mixima elevacién) de fa trayecloria, 2) ol punto do cafda en ¢l plano
horizontal.

Solucién. Primeramente determinamos la direccién del vector veloci-
dad v en ¢l vértice de la trayectoria, para el cual vy = 0:

tgals-SE;O, de donde cy=0.
=
Por o tanto, en el vértice, la velocidad estd dirigida horizontalmente,

¥ serd igual a
vy=\ vE +vp = V vkeost o =v, cos .

Doterminemos ahora la direccién y magnitud de la velocidad en el punto
de caida. Ulilizando las ecuaciones para vy, y para el tiempo ¢ que tarda en cacr
el cuerpe, deducidas en ¢l ejemplo anterior, tenemos que en el punto de caida
vy= —ugsen o, de donde se deduco que el dngulo oz, que determina la direc-
ci6n de la velocidad cu este punto, se hallard de la relacién:

Vo SBn o
Vg CUS &

v,
tga,_—p:-=_ = —tga,
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de donde: o = —a, ¢s decir, la velocidad del cuerpo en el punto de cafda
forma con el horizonte un angulo iﬁual al que formaba con el horizonte la velo-
cidad inicial, pero dirigida hacia abajo (fig. 18).

ki
Vo
Fig, 18. La volocidad v2 con que el cuerpo

cue, numdricamente es igual a la velocidad
o inicial vg.

X
'3

b

La velocidad en el punto de caida del cuerpo serd

vy=TV/PE 1 05= "1/ Cos | v sen® &L =y,
es decir, en el punto de caida la velocidad es igual a la inicial.

§ 11. La aceleracién en el movimiento curvilineo. Como se ha
indicado en el parrafo anterior, en el movimiento curvilineo variado,
el vector velocidad cambia de direccién y de magnitud. La variacién
del vector velocidad Av en el intervalo de tiempo desde ¢ hasta ¢ +
-+ At es la diferencia vectorial de las velocidades v, ¥ v, que tenia
el cuerpo en los instantes ¢ + Aty ¢. En este caso la aceleracion sera

o f1Av]
ws Bl &

donde | Av| es el valor numérico dejla variacién del vector velocidad v;
la aceleracion tiene la misma direcciéon que la variacion de veloci-
dad infinitamente pequeiia Av. De esta manera, la ecuacion (1) puede
escribirse en forma vectorial:

= Av

Antes de examinar con mas detalle la aceleracién en el movimien-
to curvilineo, analicemos el concepto de curvatura de una linea curva.
En el caso de la circunferencia, la curvatura la determina la

magnitud C = %. donde R es el radio de la circunferencia dada. Si

« es el dngulo central correspondiente al arco de circunferencia s,
como se sabe, entre 7, « y s hay la relacién:

&= Ra, 2

El cireulo osculador o de curvatura de una linea plana en un punto
A es la posicién limite de la circunferencia que pasa por el punto
A y otros dos puntos B, y B, al acercarse infinitamente al punto
A (en la fig. 19, la curva viene representada con un trazo continuo,
y cl circulo osculador con una linea de puntos). El radio del eirenlo
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osculador nos da el radio de curvatura de la curva en el punto A,
y el centro de este circulo es el centro de curvatura de la curva para
el mismo punto A.

Tracemeos por los puntos B, y B, las tangentes B,D v B.E a la
circunferencia que pasa por Jos puntos By, A y B,. Las normales a es-
tas tangentes B,C y B.C serin radios R de la circunferencia y se

Fig. 19. Determinacién del radio
de curvatura del arco As.

intersecardn en su centro €. El &ngulo Ae entre las normales B,C
¥y B,C serd igual al dngulo entre las tangentes B,D y B.E. Segin la
férmula (2):

el o™ S
donde As representa el arco de circunferencia ByAB,. Cuando As —
— 0, segiin lo dicho, el radio de la circunferencia determinari el radio
de curvatura de la curva en ¢l punto 4. Asi, para el radio de curvatu-
ra de la curva, tenemos:

A= lim (7). e

As+0

La magnitud inversa de R es la curvatura en el punto dado:
1
C=.

En la fig. 20 se ve que en el punto A4,, donde la curva es menos
cerrada, el radio de curvatura R, es mayor que el R, correspondienie
al punto A,, donde Ja curva es més cerrada. En el punto 4, de la
curva donde la concavidad es del otro lado, el centro de curvatura
también estd cn el otro lado de la curva.

Examinemos ahora con més detalle la aceleracién de un cuerpo
que se desplaza con movimiento variado segfin una curva plana.
Sean v, y vp los vectores velocidad respectivamente en los puntos
A y B de la curva {fig. 21). El vector v, se diferencia del v, por su
magnitud y direccién. Tracemos desde el punto 4 el segmento AC



42 Capltulo T Cinemdtica

igual y paralelo al BD, que representa el vector velocidad v,. Enton-
ces, el segmento EC, gue es ignal a la diferencia de los vectores v,
¥ vi, representara la variacién de la velocidad Av en el trayecto A B.
Acercando el punto B hacia el punto A, tenderd a cero el intervalo
de tiempo A¢ que invierte el cuerpo en ir desde A hasta B. En este

Fig. 20. Radivg de curvatura en diferenles
puntos de una curva.

caso, segiin la férmula (14), obtenemos para la aceleracion en el punto
A, la ecuacién:
¢ Av
w=lim | —-}.
_At0 ( At )

Tomemos en AC el segmento AF = v, y descompongamos Av
en dos componentes: Av, y Av,. Entonces Av, caracterizara la varia-

Fig. 21. Variacidn de la volocidad
Av ¢n el movimiento curvilineo.

cion do la velocidad segiin la direceion, y Av, la variacisn de la velo-
cidad segn la magnitud. Est4 claro que Av = Avy + Av,; colocando
este valor en la ecnacién de la aceleracién w, tendremos

w= 1 () = lim, (7) = Y () + L (52) -

En todas las operaciones la suma es vectorial. La magnitud

e (5 ®

es la parte de la aceleracién que caracteriza solamente la variacion
de la velocidad segin la direccion.
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Designemos el dngulo entre AE y AC por Aa. Por construccion,
oste dngulo es el formado por los vectores de las velocidades v, ¥ v,
¥ por lo tante, por las tangentes a nuestra curva en los puntos 4
v B. Si el dngulo Ax es pequeiio, como se ve de la fig. 21, se puede
escribir:

EF = AE-Aa,
pero como EF = Ap; y AE == vy, tenemos que

AD;E U‘&a.
Utilizando esta ecuacién de Avy, y sustituyendo este valor en la (3),
obtenemos el valor de la componente de la aceleracién w,:
. A
wa=lim (v 3).

Multiplicando y dividiendo esta magnitud por la longitud del arco

As = AB, y teniendo en cuenta que si Az— 0, As — 0 también
tiende a cero, hallamos:

wamlim (022 E) mpy )i (). (£):

At0 As A0 as=0 | AT
Ag—0
- As . ’ Ao i .
Pero el lim (—) —uy, ¥y segin la (2a), el lim lw) = .Sustituyen-
At-0 VAL As=0 V Ag

do, tendremos para w;,:

)%

Wn = ' {4)
donde vy es la velocidad del cuerpo en el punto 4, y R, el radio de
curvatura en el mismo punto. En el limite, cuando Aez —-0, tenemos
que el L AEF — 90° y, por lo tanto, el vector Av,, se orientard
normalmente a la velocidad vy, dirigida segan la tangente a la curva
en el punto 4. De esta manera, la w,,, que coincide segiin la direccién
con la Av, resultard normal a la velocidad y dirigida hacia ol centro
de curvatura del trayecto en el punto dado. En consonancia con ello,
esta parte w, de la aceleracidn total se denomina aceleracién normal
o centripeta.

De lo expuesto, podemos determinar ficilmente la direceién
de la segunda componente w; de la aceleracion. Efectivamente,
cuando Ax —- 0, el segmento AC tiende a coincidir con la direccién
de v, de donde Av, y, por lo tanto, w;, resultarin dirigidas segin
la misma recta que la velocidad vy, es deeir, segn la tangente a la
curva en el punto 4. Por eso, la componente w; de la aceleracién
se denomina aceleracion tangencial.

Resumiendo podemos decir: er el movimiento curvilineo, la acele-
racién total w se puede descomponer en dos: 1) aceleracién tangencial
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wi, que caracteriza la variacién de la velocidad segiin su magnitud,
vy 2} aceleracién normal w,, que caracteriza la variacion de la di-
reccién de la velocidad. En este caso hay que tener en cuenta que

wam S, (5)

donde A es el radio de curvatura de la trayectoria en el punto da-
do, vy v es el valor de la velocidad del cuerpo en este punto. La
aceleracion mormal va dirigida hacia el centro de curvatura
normalmente a la curva.

La aceleraci6on tangencial es:

= {a). ®

donde Ap es la variacién numérica del valor del vector velocidad.
La aceleracion tangencial va dirigida segin la tangente a la trayecto-
ria. Esté claro (fig. 22) que la aceleracién normal w, y la tangencial

A

Fig. 22. En el movimiento curvilineo, la acelera-
cion total w se descompone en aceleracion tangoen-
cial w; y aceleracién normal (centripeta) wy.

ic

wi, son perpendiculares entre st, de donde la magnitud de 1a”acelera-

cién total w serd
w=Vwh Fui. (7

La direccién del vector de la aceleracién total w se determina
bien en funcién del dngulo B que forma w con el radio de curvatura,
bien en funcién del dngulo « que forma w con la tangente:

tgﬁ=-:—:—, tga.::%:-‘—. (8)

En el movimiento curvilineo uniforme, w; = 0 y w = w,; por lo
tanto. en el movimiento curvilineo uniformé, la aceleracion tangen-
cial es igual a cero, y la aceleracion total coincide con la normal y va
dirigida, en cada punto de la trayecloria, segin la perpendicular a ésta,
hacia el centro de curvatura. En este caso, la aceleracién refleja el
hecho de que la velocidad, permaneciendo constante segiin su magni-
tud, todo el tiempo varia de direccidn.

Las férmulas obtenidas se refieren al movimiento segiin una curva
plana, sin embargo son faciles de generalizar para el caso del movi-
miento curvilineo no plano.
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E jem plo. Hallar las aceleraciones normales y tangenciales de un
cuerpo pesado lanzado horizontalmente con una velocidad inicial vy (se desprecia
la resistencia del aire),

Fig. 23. Aceleracién do un cuerpo lan-
zado horizontalmente.

Y

Solucidn En nuestro caso, la aceleracion total sera la de la gravedad
£, que va dirigida verticalmente hacia abajo y es de magnitud constante. De
aqui (fig. 23) que para la acelerseion normal tengamos:

w, = gSen o

¥ para la tangencial
Wy = gCos o {10)

El valor del dngulo e lv determinamos sabiendo que la velocidad del cuer-
po v tiene la misma direccidn que wy, y que el eje OY, en la fig. 23 va dirigido
vorticalmente hacia abajo; entonces

Uy = Up; oy = gt,

do donde
= VAT = VAT PR
¥
Vx Yo
50N == |
ViR
vy gt
S m—m ————,
v v,_.g_;rga‘e
Colocando estos valores de sen @ y co2 « en las (9) y (10), hallamos
S 8ig e gt

= HE" " =
Vi e Vg + g2

Cuando ¢ = 0, es decir, en el momento inicial en que wy = 0y w, = w = g,
la aceleracidn normal coincide con la total. Scgir va cayendo ¢l cuerpo, la
aceleracion normal ird disminuyendo (aumenta el radio de curvatura, la trayec-
toria del cuerpo lanzado se va enderezando) y empieza a aumentar la acclera-
cién tangoncial. Cuando ¢ - oo, tenemos que: wy > w = g v w, - 0.

§ 12. Cinemitica del sistema invariable (del cuerpo sélido
invariable). Velocidad y aceleracién angulares. Todos los cuerpos
reales existentes se deforman més o menos bajo la accién de las fuer-
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zas que se les aplican; unas partes del cuerpo pueden desplazarse
respecto a otras. Para simplificar este razonamiento se ha intro-
ducido el concepto de cuerpo sélido invariable. Por cuerposotlide
invariable se entiende un cuerpo imaginario que no se deforma bajo
la accion de las fuerzas aplicadas al mismo. En el cuerpo sélido in-
varviable no puede haber desplazamientos relativos de unas de sus
partes respecto a las otras. El movimiento del cuerpo sélide inva-
riable se reduce a los movimientos de traslacion y de rotacidn.

Fig. 24. Movimiento de traslacifn de un
cuerpo sélido.

El movimiento de traslacién del cuerpo sélido invariable es el
movimiento en el cual cualguier linea recta trazada en el cuerpo
y fija en él, se desplaza permaneciendo paralela a si misma (fig. 24).
En el movimiento de traslacién, todos los puntos del cuerpo sélido
invariable tienen la misma velocidad v ¥ la misma aceleracién w.

Fig. 25 Movimiento de roteéciéon de un cuerpo
silido

El movimiento de rotacién es aquel en que todos los puntos del
cuerpo describen circunferencias cuyos centros estdn en una linea
recta denominada gje de rotacian (fig. 25).

En el caso general, el cuerpo solido puede realizar al mismo tiem-
po los movimientos de traslacién y de rotaciéon. Y por fin, el mismo
eje de rotacion puede variar de posicién con respecto al cuerpo; en
cste caso, para cada instante dado de tiempo, se dice que larotacion
se clectia alrededor del eje instantineo.

Introduzcamos el concepto de velocidad angular. Para ello determi-
nemos la posieién de cierto punto B del cuerpo en rotacion (fig. 25)
mediante el 4ngulo ¢ que forma el radio OB con cierto radio inicial
OA. Al girar el cuerpo, el dngulo ¢ varia constantemente. Velocidad
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angular de un cuerpo de rotacién uniforme se llama la magnitud
fisica @ que es proporcional al dngulo Ag, que gira el radio OF, e in-
versamente proporcional al intervalo de tiempo Af que invierte el
radio para girar en este dngulo Ag:
A

0=k, (1)
donde % es un coeficiente de proporcionalidad. Si suponemos a k =
= 1, resulta

=

=3
2|2

&)

en este caso, al medir Aq y Afen determinadas unidades, deberemos
elegir para ln medicién de  lasunidades que no alteren el cumplimien-
to de la ecuacién (2). Midiendo, como generalmente se hace, los
dngulos en radianes y el tiempo en segundos, deberemos elegir por
unidad de velocidad angular la del movimiento en el cual el 4ngulo
@ varia un radidn por segundo; esta unidad de la velocidad angular
se puede designar por radidn/s, pero con frecuencia se designa sim-

plemente por 5 0s™.

El valor de la velocidad angular @ del cuerpo sélido en rotacién
no depende de la eleccién del punto B, ya que el angulo Ag que gira
el radio OB en el intervalo de tiempo dado Az, no depende de la posi-
cién del punte B.

Veamos la relacion existonte entre la velocidad lineal v del
punto B y la velocidad angular w del sélido.

Supongamos que al variar el dngulo en A, el punto B recorre

el arco de circulo As, entonces Ia velocidad lincal serd

As 3

vY=

por otro dade (véase la fig. 25), tenemos que

As A
6¢=T:, de donde v_—.j?-ﬁ,

o, segin la (2)
v=okR, (3)

donde R es la distancia del punto B al eje de rotacién. Cuanto més
alejado esté el punto B dol eje de rotacién, tanto mayor serd su veloci-
dad lineal v, siendo la angular © constante. Los distintos puntos de
un cucrpo que gira tienen distintas velocidades lineales.
Relacionemos la velocidad angular con el periodo 7' de rotacién
del cuerpo. En el intervalo de tiempo Az = 7, el cuerpo realiza
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una vuelta completa, y el dngulo ¢ aumenta en 2x, es decir, Ap =
= 2n, de donde, segin la (2):

=2, %)

Por fin, veamos el concepto de nimero de revoluciones (vuelias)
a por unidad de tiempo (frecuencia). Como en una vuelta se invierte
el tiempo 7, en la unidad de tiempo se efectuarédn n vueltas:

R (5)

De aqui, segin la (4), obtenemos otra ecuacién para la velocidad
angular del sélido:

®=2nn. (6)

Todos los puntos del sélido, moviéndose segitn una circunferencia,
tienen una aceleracién normal:

donde v es la velocidad lineal, y A la distancia al eje de rotacion.
Sustituyendo en esta ecuacién la velocidad v por su valor en funcién
de la velocidad angular @ segin la (3)

wn=0R, (7N

Como todos los puntos del sélido tienen una misma velocidad
angular o, de la formula (7) se ve que cuanto mas alejados estén
del eje de rotacion del sélido, mayor serd la aceleracién normal.

Mediante las férmulas (5) y (68) podemos expresar la (7) de la
siguiente manera:

ap -
P ®)

Wn =

wn=4n*n*R, (8a)

En el caso del movimiento variado circular introducimos el con-
cepto de velocidad angular instantinea o:

- .‘}2)
s~ ®
En este caso, la relacién entre la velocidad angular instantinea o
v la velocidad lineal instantdnea v, seguird siendo la misma que en-
tre @ y v en el movimiento de rotacién uniforme [férmula (3)L.

En la rotacién variada, la velocidad angular o varia con el tiem-
po. Para caracterizar esta variacién se introduce el conceptlo de ace-
leracién angular B, que, en el caso de una rotacién uniformemente
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variada, es un magnitud fisica directamente proporcional a la varia-
cion de la velocidad angular A®w e inversamente' proporcional al
intervalo de tiempo Af en que ha ocurrido esta variacién. En el caso
general de una rotacién variada, la aceleracién angular instantinea
serd

Aa
ﬂ Af=+0 At ) ( )
Del céleulo diferencial sabemos que
(n-:-‘-;% (9a)
y para la aceleracién angular:
_dw  dip
P=r=am " Hoy

Ejem plo 1. Determinar las velocidades angular y lineal de los puntos
de la superficie terrestre y sus aceleraciones normales,

Fig. 26. El punto A4, que se halla en la esfera te-
rrestre a la latitud ¢, describe una circunferencia
de radio .

Solucibn, La velocidad angular serd:

2n 2n
_—— =1 o= = =
w T = 0L 60.60 ° ==7,3.10-53-1,

que ¢s la misma J)ara todos los puntos de la esfera texrestre.
La velocidad lineal de los puntos a la latitud ¢ (fig. 26) serd

o= R = oR cos q,

donde R s el radio de la esfera terrestre. Sustituyendo © por su valor y sabiondo
gque R = 6370 km = 6,37 -10° m, obtenemos

v = 4,656-102 cos ¢ m/s,
La aceleracién normal w, a la latitud ¢ es
wy = @R = R cos .
Sustituyendo o y R por sus valores, tencmos
:L" = 3,4 cos ¢ cm/s?,
Ejomplo 2. Una rueda de radio r = 10 cm gira aceleradamente de

manera que ¢l ntimero de revoluciones aumenta en ny = T vueltas por segundo.

4=0705
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fCuéles son al caboe de dos scgundos: 1) la velocidad angular de la rueda, 2) la
ineal de lgs puntos de su llanta y 3) lus aceleraciones normal, tangencial y total
de los puntos de la Hanta? :

Solucid6n El nimero de reveluciones n» al cabo de dos segundos sera

n==ngt z—i—-E%:i 571,

2
La velocidad angular @ al cabo de dos segundos seri:
.0 = 2xnn = 2anyt = 2.3,14.1 371 = G,25 571,

La velocidad lineal de los puntos de la llanta de la rueda en ese mismo instante

serds
= wll = 6,28-10 cm/s = 62,8 cm/s = 0,628 m/s,
La aceleracién normal de los puntos de la llanta serd
w, = 0l = 6,287.10 cm/s® = 304,4 cm/s?,
La aceleracién tangencial w, la hallamoes sabiendo que
v= wll = 2nn,Nt,

es decir, v aumenta uniformemente con el tiempo, por lo tanto, lo mismo que
en ¢l caso del movimiento uniformemente variado, tiene que verificarse la
ecuacion v = wy¢, donde w; es la aceleruci6bnm tangencial buscada, de donde

e = 22p = 6,28+ 10 em/s? = 31,4 om/s?,
La aceleracién total
we=T/ ul Fuf ="/ 595451 51,42 cm/s?=396,5 cm/s?.

La direccién de la aceleraciém total la determinamos de la fig. 22, donde
so ve que ol dngulo o que forma con Ia tangente a la eircunferencia so determina
por la ecuacion:

de donde o = 85°30°. De esta manera, la aceleracién total va dirigida formando
un angulo de §5°30° con la tangente, 0, lo que es 1o mismo, formando un aAngulo
B = 430’ con el radio.

§ 13. La velocidad angular como vector. E] movimiento segin una cireun-
ferencia de radio dado K estard completamente carscterizado, si se conocen:
1) la veloctdad angular o (0 la linecal v}, 2) el planso en que estd la circunferencia,
¥ 4} el sentido de la rotacién, La iiltima caracteristica es imprescindiblo ya que
¢l movimiento segiin una circunferencia, mirado desde un lado determinade
del plano, puede transcurrir bien en ¢l sentido de las agujas del reloj, bien
en sentido contrario. No obstante, todas eslus caracteristicas se pueden dar
con ayuda de un vector, si convenimos en irazar este vector perpendicularmente
al plano y concordar sl sentido del vector con un sentido determinado de rota-
cién. Esta dltima se cstablece segiin la regla del sacacorchos: se hace cotneidir el
sentido del vector con el movimiento de traslacién (avance) del sacacorchos, y la
rotacidn con la_direccién de giro de la manilla del secacorchos (fig, 27). De esta
manera, para la caracteristica de la Totacién se introduece el coneepto de un
veetor @, denominado vecter de la velecided angular, que: 1) su magnitud sea
igual al valor numérico de la velocidad angular ®, 2) sea perpendicular al plano

e la circunferencia por la cual se realiza la rofacién, y 3) mirando desde cl
oxtremo de este vector, la rotacién so efectile contra las agujas del reloj {lig. 28).
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La representacién do la velocidad angular mediante un vector se justifica porque,
en el caso de que el sélido csté dotado de dos rotaciones simultdncas, la rotacién
resultante (composicién de rotaciones) se caracleriza por un vector obtenido
sumando los vectores de las velocidades angulares componentes segin la regla

del paralelogramo.

Fig. 27. Regla del sacacorchos.

En el andlisis vectorial se introduce el concopto del llamado producto vecto-
rial de dos vectores. Por producto vectorial de los vectores A y B seo sobreen-
tiende un vector C de magnitud

€ = A+Bsen (£ A, B),

donde A y B son las magnitudes de los vectores A y B, v (£ A, B), el dngulo
formado por ellos (ingulo o en la fig. 29). El vector C es perpendicular al plano

(]

b T4
ﬁ//@/*
it f

Fig. 28. El vector de la velocidad angular se traza perpendicularmento al
plano en que se realiza la rotacién y en el sentido en que, mirando desde su
. oxtremo, la rotacién se efcctiia contra las agujas de!l reloj.

gue contiene los vectores A y B, v de sentido hacia el lado en quo, mirando
esde su extremo, el vector A se pueda hacer coincidir con el vector B haciéndolo
girar contra las agujas del reloj (hacia el lado del dngulo menor, véaso la fig. 20),
En otras palabras: al girar la manilla del sncactmﬁros desde A hacia B (en el
sentido del dngulo menor), el movimiento de traslacién del sacacorchos deter-
mina el sentido del vector C.

E! producto vectorial de dos vectores so escribe asf:

C=A X B.

El producto vectorial no es conmutativo: los vectores C= A X B y ¢ =
. =B X A coinciden solamente en magnitud, pero tiencn sentido Opuesto.
La representacién de la velocidad angular como vector nos permite relacio-

4
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nar ¢comodamente el vector de la volocidad lineal v con e] do la velocidad angular
© y el radio vector r, que determina la posicién del punto material respecto al
eje do rotacifn,

il Ao

Fig. 29. Producto vectorial. Fig. 30. Relacién entre
los vectores @, v y r.

Como se ve do la fig, 80:
v=ow0Xr,

es decir, v es el producto vectorial de @ por r.
. Al examinar la velocidad angular como vector, debemos considerar tam-
bién la aceleracién angular f como vector, porque en este caso, en la ecuacién

p=tim (57)

la magnitud Aw representa una variacién vectorial de la velocidad angular o.



CAPITULO II

Dinamica

§ 14. Primera ley de Newton (Principio de la inercia). Hasta aho-
ra hemos estudiado solamente el desplazamiento de los cuerpos en
funcién del tiempo, es decir, los problemas de la cinemdtica. Las
cuestiones relacionadas con la accién mutua de los cuerpos y que aca-
rrean cambios en el estado del movimiento, no las hemos tocado en
absoluto. De estas cuestiones se ocupa la dindmica. Los postulados
fundamentales de la dindmi¢a los formulé Newton en su «Philoso-
phiae naturais principia mathematica» (1687) en forma de tres
leyes bdsicas del movimiento.

La primera ley puede enunciarse de la signionie manera: Zodo
cuerpo permanece en su estado de reposo o de movimiento rectilineo uni-
forme mientras otros cuerpos no actien sobre él y le obliguen a cambiar
de estado. =

En esta definicion, el cuerpo se considera un punto material, es
decir, en su estudio es excluye el movimiento de rotacién. En el § 35
veremos que el cuerpo puede hallarse también en estado de rotacién
uniforme, si otros cuerpos no actiian sobre él.

De esta primera ley (principio) se deduce que el cuerpo puede cam-
biar su estado de reposo o de movimiento rectilineo, cuando actiien
sobre él otros cuerpos materiales.

La comprobaci6én experimental directa de este principio es imposi-
ble, ya que en ¢l medio real que nos rodea, no se puede colocar el
cuerpo en tales condiciones que no’sufra la accion de otros cuerpos.
No obstante, mediante generalizaciones de una serie de hechos, -mos
convencemos de la veracidad de este principio. Generalmente, el
estado de reposo que observamos en los cuerpos que nos rodean, se
debe a que la accién de los diferentes cuerpos se compensa mutuamen-
te, por ejemplo, la atraccién de la Tierra y la reaccién del apoyo ode
la suspensién del cuerpo pesado, si estd en reposo. Si el cuerpo se
mueve, mantendrd tanto més su velocidad, cuanto menos actien
sobre él otros cuerpos: una piedra impulsada, resbalando sobre la
superficie de la Tierra con cierta velocidad inicial, se deslizard
tanto mas cuanto més llana sea esta superficie, es decir, cuanto me-
nos cuerpos actiien sobre la piedra. Definitivamente, de la veracidad
del prineipio de la inercia, nos convence indirectamente la coinci-
dencia de todas las consecuencias que se deducen con los datos expe-
rimentales,
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Deteniéndonos con mas detalle en la primera ley de Newton,
hay que plantear la siguiente pregunta: ;sobre qué sistema de refe-
rencia (qué sistema de coordenadas) se establece el reposo o el movi-
miento rectilineo uniforme de que se habla en el principio de la iner-
cia? El mismo Newton consideraba que se trataba de un movimicnto
absoluto en el espacio absoluto. El escribi6: «El espacio absoluto por
su esencia misma, sinrelacionarlo con nada exterior, siempre perma-
nece igual e inmdévil... E]l movimiento absoluto es el desplazamien-
to de un cuerpo de un lugar absoluto a otro»*). Este punto de vista
es metafisico y no corresponde a la realidad. Las propiedades del
espacio real existente las determina la misma materia. La posicién
de unos cuerpos y sus movimientos, como ya lo hemos subrayado,
no se pueden determinar mdas que en relacién con otros cuerpos mate-
riales; respecto a diferentes cuerpos, un mismo cuerpo puede des-
plazarse de distintas maneras.

Las observaciones demuestran que el principio de la inercia no
es justo para cualquier sistema de referencia. Veamos unos cuantos
ejemplos. Supongamos que el sistema de referencia es un vagén con
movimiento rectilineo uniforme. Entonces, abstrayéndonos de las
trepidaciones, se cumple la primera ley de Newton: un cuerpo que
esté en repogo con respecto al vagdn, no se mueve si no actian sobre
él otros cuerpos, ete. Pero en cuanto el vagén empiece a girar, a fre-
nar o a acelerar la marcha, aparecen claras infracciones del principio
de la inercia: el cuerpo, hasta entonces en repose, puede inclinarse
o caer sin que actden, al parecer, sobre é1 los cuerpos que le rodean.
Tomemos como sistema de referencia la esfera terrestre; en este caso
el principio de la inercia se cumple con mucha més exactitud que
en el caso del vagén en marcha, donde, incluso con movimiento uni-
forme, se deja sentir la trepidacién; pero hasta en el caso de la esfera
terrestre, las dhservaciones minuciosas sobre ciértos procesos (oscila-
cién del péndulo, difusién de las corrientes adreas y ocednicas, ete.)
revelan cierto incumplimiento del principio de la inercia, mejor
dicho, de las consecuencias que se desprenden del mismo. Pero si
elegimos como sistema de referencia el sistema heliocéntrico con el
origen de coordenadas en el Sol y los ejes dirigidos a determinadas
estrellas, en este sistema el principio de la inercia so cumple pric-
ticamente con mucha exactitud. El sistema de referencia respecto
a cual se cumple el principio de la inercia se denomina sistema
inercial. "

Como ya se ha indicado, el sistema heliocéntrico précticamente
es, con mucha exactitud, un sistema inercial; serd inercial también
cualquier otro sistema de referencia que se mueve con respecto al
primero con movimiento rectilineo uniforme. Cualquier sistema que

*) Esta cita estd traducida del ruso (N. del 7.).
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tenga cierta aceleracién con respecto a un sistema inercial, no puede
ser inercial. Mds abajo hablaremos con mas detalle sobre los siste-
mas acelerados,

§ 15. Ley de la aceleracién (segunda ley de Newton), Fuerza y
masa. La ley de la aceleracién, segin definicién del mismo Newton,
dice: la variacidn del movimiento es proporcional a la fuerza aplicada,
y su direccion es la misma que la de la fuerza que actiia*).

De esta manera, la lqy de la aceleracién introduce el concepio
de una nueva magnitud fisica: la fuerza.

Del principio de la inercia, como hemos visto, se deduce que sélo
la accion de unos cuerpos sobre otros es capaz de variar el estado de
sus movimientos. Esta accién de unos cuerpos sobre otros que acarrea
¢l cambio del estado de sus movimientos, la caracteriza la magnitud
fisica denominada fucrza. El cambio de cstado del movimiento
significa que el cuerpo deja el estado de reposo o de movimiento
rectilineo uniforme, es decir, que varia su velocidad, que el cuerpo
adguiere una aceleracidn. De esto se deduce que la magnitud ifsica
denominada fuerza caracteriza la accién de unos cuerpos sobre otros,
de cuyo rosultado los cuerpos adquieren aceleracion.

Tomemos un cuerpo determinado cualquicra y hagamos ejercer
sobre él la accion de otro cuerpo cualguiera (u otros cuerpos) de mane-
ra que el primero adquiera diferentes aceleraciones w. Esté claro
que cuanto mayor sea la accién mayor serd la aceleracién w adqui-
rida por el cuerpo. De esto se deduce naturalmente que la fuerza con
que otros cuerpos actlian sobre cl que se examina, es la magnitud
{isica f, proporcional a la acoleracién que adquiere el cuerpo dado:

f=kw, (1)
donde %' es un coeficiente de proporcionalidad.

La ecuacién (1) nos permite comparar enire si las fuerzas que
actiian sobre un cuerpo dado, por las accleraciones gue le comuni-
can. Como la aceleracion tiene direccién y sentido, la fuerza también
-gerda una magnitud dirigida. La oxperiencia domuestra que al actuar
varias fuerzas sobre un cuerpo, éste adguiere la misma aceleracion
que la adquirida bajo la accion de una fuerza igual a la suma vecto-
rial de las dadas. De esto se deduce que la fuerza es un vector; v este
vector fuerza va dirigido en el mismo sentido que el vector acele-
racién que aqueél origina.

De esta mancra, la ecuacion (1) se puede escribir en forma vecto-
rial:

f=F'w, (1a)

La accion do un cuerpo sobre otro no se limita sélo a comunicarse
mutuamente una aceleracion. La fuerza también caracteriza a otras

*) Esta definicién es Lraduccién de la versibn rusa (¥, del 7.).
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acciones que, a su vez, pueden utilizarse para puntualizar el con-
cepto defuerza. Hablando con exactitud, los cuerpos, actuando unes
sobre otros, originan cambios de forma o, como se dice, se deforman
mutuamente, Estas deformaciones so pueden utilizar para comparar
las fuerzas. Supongamos que el cuerpo A (fig. 31, a), actuando direc-
tamente sobre el cuerpo B le comunica una aceleracién w (lo empuja).
Si colocamos entre los cuerpos 4 y B un cuerpo elastico cualquiera,
por ejemplo, un resorte p {fig. 31, 5), cuando el cuerpo 4 empuje al
B, el resorte se comprimiri, y tanto mds cuanto mayor sea la acelera-
cién que el cuerpo 4 le comunique al B, es decir, cuanto mayor sea la

By )

Fig. 31. El cuerpo 4, empujando al B, le comunica la aceleracién w. En este
caso, ¢l resorto colocado entre los cuerpos, se comprime,

fuerza con que el cuerpo A actia sobre el B. Midiendo esta fuerza
mediante la aceleracién que origina segiin la ecuacién (1), podemos
graduar el resorte y en adelante utilizarlo para medir fuerzas. E!
resorte se convertird en un instrumento para medir las fuerzas; este
instrumento se denomina dinamdmetro.

Utilizando este método de medicién de fuerzas con el dinamé-
metro de resorte, podemos hacer el siguiente experimento: aplicar
una misma fuerza a distintes cuerpos y comparar las aceleraciones
que éstos adquieren. Resulta que, bajo la accién de una misma fuer-
za, diferentes cuerpos adquieren distintas aceleraciones. Dec esta
manera tenemos que la aceleracién adquirida por distintos cuerpos
se determina no sélo por la fuerza o fuerzas que actitan sobre ellos,
sino también por cierta propiedad de los mismos cuerpos. Esta propie-
dad de los cuerpos viene caracterizada por la magnitud fisica deno-
minada masa.

Cuanto menor sea la aceleracion que adquiere el cuerpo bajo la
accion de una fuerza, tanto mayor serd su masa. Por lo tanto, pode-
mos suponer gque las masas de diferentes cuerpos son inversamente
proporeionales a las aceleraciones adquiridas bajo la accién de fuer-
zas jpuales:

m_

my

'y
Uy

. (2)

La masa de los cuerpos depende de sus dimensiones y de la natu-
raleza de la substancia,
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La masa es una de las caracteristicas mas fundamentales de los
cuerpos. Newton consideraba que la masa es una medida de la canti-
dad de materia en el cuerpo. Esta definicién, que reiné durante
mucho tiempo en los circulos cientificos, tenia cardcter metafisico.
También era falso el parecer de los fisicos idealistas que le atribuian
a la masa el cardcter meramente formal de «coeficiente» en las ecua-
ciones de la mecdnica.

El materialismo dialéctico nos enseiia que las propiedades de la
materia son inagotables, y por eso ninguna de las caracteristicas
fisicas de la materia en movimiento puede servir de medida absoluta.
Hablando de la materia como categoria filoséfica, gnoseolégica,
Lenin indicaba que no hay que confundir el concepto filos6fico de la
materia con unas u otras caracteristicas de sus diferentes variedades,
y decia: «Pero no puede permitirse de ningiin modo confundir, como
hacen los adeptos de Mach, la doctrina sobre esta o la otra estructura
de la materia con la categoria gnoseolégica, confundir la cuestién
de las nuevas propiedades de las nuevas variedades de la materia
(de los electrones, por ejemplo) con la vieja cuestién de la teoria del
conocimiento, con lacuestiondelos origenes de nuestro conocimiento,
de la existencia de la verdad objetiva, etc.»*).

El concepto de masa, comoel de cualquier otra magnitud fisica,
puede establecerse sélo estudiando el complejo de las leyes generales
objetivas de las relaciones mutuas de esta magnitud con otras magni-
tudes fisicas. Con respecto a la masa, una de estas relaciones mutuas
la expresa la ley de la aceleracién, la cual comprende el concepto
de la inercia de los cuerpos. Aqui hay que tener en cuenta, al hablar
de la inercia de los cuerpos, que éstos se diferencian por cierta propie-
dad objetiva que se revela en que adguieren diferentes aceleraciones
siendo iguales las acciones exteriores a que se someten. Esta propie-
dad, inherente a todos los cuerpos, la caracteriza una determinada
magnitud fisica, que es la masa. La ecuacién (2) nos permite compa-
rar cuantitativamentae las masas de diferentes cuerpos. La masa medi-
da.de esta manera se puede denominar «masa inerter, yn que se mide
basindose en fenémenos de inercia.

Un contenido m#s completo del concepto de masa se revela al
examinar un amplio conjunto de hechos. Uno de los mds fundamen-
tales es la ley de la conservacién de las masas, establecida por
M. V. Lomonésov: la masa de un sistema aislade de cuerpos perma-
nece constante sean cuales fueran los cambios que se produzcan en
él. En el § 17 indicaremos la relacién existente entre la masa y la
magnitud fisica denominada cantidad de movimiento; esta magnitud,
que ticne cardcter vectorial, también se subordina a la ley de la
conservacién (ley de conservacién de la cantidad de movimiento).

*) V. I. Lenin, Obras completas, t. X1V, Materialismo y empiriocriticismo,
cap. [1, 4; Editorial Cartago, S. A., Buenos Aires, 1960.
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Ademads, la masa también se revela en los fenémenos gravitatorios
(ley de la gravitacién, §§ 32 y 33). Por fin, la teoria de la relatividad
lleva a la conclusion de la existencia de una profunda relacién mutua
entre la masa y la energia. A velocidades préximas a la de la luz
en el vacio, la masa del cuerpo no permancce constante, sino que
aumenta con la velocidad. Lo que permanece constante es la masa
del sistema completamente aislado, es decir, del sistema con el cual
no hay ninguna clase de intercambio (ni de materia: ftomos, molé-
culas, etc.; ni de energia).

Comparando las ecuaciones (1) y (2), llegamos a la conclusién
de que: la aceleracién w adguirida por un cuerpo, es directamente pro-
porcional a la fuerza T que actia sobre él, e inversamente proporcional
a su masa m:

w=ko, . 3

donde % es un coeficiente de proporcionalidad.

La ecuacién (3) tiene cardcter vectorial y expresa el contenido
exacto de la segunda ley de Newton.

Al resolver muchos problemas fisicos, frecuentemente se conocen
la magnitud y direccién de las fuerzas que actiian, como por ejemplo,
en el caso de las fuerzas de gravitacién (§ 32) o de fuerzas elasticas
que se subordinan a la ley de Hooke (§ 89). Entonces la ecuacién (3)
permite hallar la aceleracién y, por lo tanto, determinar el cardc-
ter del movimiento.

La igualdad (3) es la ecuacién o ley fundamental de la dindmica.

§ 16. Fuerzas de rozamicnto. Junto con las fuerzas que surgen
al deformarse los cucrpos (fuerzas eldsticas) y las fuerzas de gravita-
cién, existen otras fuerzas originadas por las interacciones molecu-
lares de contacto entre dos cuerpos o entre diferentes partes de un
mismo cuerpo. Estas fuerzas que sc revelan al desplazarse estos cuer-
pos o estas partes de un cuerpo respecto a otros o a otras, se denomi-
nan fuerzas de rozamiento.

Las fuerzas de rozamiento que surgen al contacto de diferentes
cuerpos, se denominan fuerzas de rozamienio exterior. Estas fuerzas
no desaparecen incluso cuando los cuerpos en contacto estin inmé-
viles uno con respecto al otro (rozamienio en reposo o rozamiento de
adherencia). Las fuerzas originadas por ¢l desplazamiento de unas
partes del cuerpo respecto a otras, se denominan fuerzas de rozamiento
inferno (estas fuerzas aparecen con mas frecuencia en el movimiento
de los liquidos y de los gases, en cuyo caso este rozamiento interno
se denomina viscosidad).

Las fuerzas de rozamiento tienen una importancia muy grande
en nuestra prictica cotidiana y en la técnica, por eso, el saberlas
calcular es esencial para la justa aplicacién de la ley de la aceleracion
en muchos importantes casos pricticos.
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La direccién de las fuerzas de rozamiento es tangencial a las
superficies de contacto de los cuerpos y depende de sus velocidades
relativas. Esto (ltimo las diferencia notablemente de las fuerzas
de elasticidad y de las de gravitacién. Las fuerzas de rozamiento
pueden surgir no solamente entre los cuerpos sélidos en contacto,
sino también entre un cuerpo sélido y un liguido, o entre un sélido
¥ un gas.

Como, en las condiciones terrestres, en todo movimiento real
surgen unas u otras fuerzas de rozamiento, para determinar la acole-
racidén del cuerpo hay que tener en cuenta, ademéas de la fuerza dada
f que actfia sobre él, 1a de rozamiento f., que surge si hay una veloci-
dad relativa v.

Supongamos que un cuerpo A se desplaza respecto a otro, en con-
tacto con él, a la velocidad relativa v. La experiencia demuestra que
la fuerza de rozamiento f, que actiia en el cuerpo A4, siempre va diri-
gida en sentido contrario a la velocidad v. Supongamos que sobre
el cuerpo 4, ademds de la fuerza de rozamiento f,, actila otra fuerza
cualquiera f. Entonces, la aceleracién w adquirida por el cuerpo A4,
se determina por la suma de las fuerzas f 4+ f,.

Segiin la segunda ley de Newton:

wes -k (f 4 5,), ' 1)

donde m esla masa del cuerpo, y & un coeficiente de proporcionalidad.

Para que en las condiciones reales el cuerpo se mueva a velocidad
constante v, hay que aplicarle un fuerza f que equilibre la fuerza
de rozamiento f.. S6lo en este caso, segiin la ecuacién (1), la fuerza
resultante f - f. es igual a cero y, por consigniente, es igual a cero
la aceleracién w, es decir, el cuerpo se mueve uniformemente.

El cuerpo se desplaza con movimiento rectilineo uniforme cuando
la fuerza de rozamiento debida al movimiento mismo equilibra a la
fuerza exierior.

Veamos, por ejemplo, un barco con movimiento rectilineo empu-
jado por la fuerza constante f de la hélice, que consideramos positiva.
En cuanto el barco arranca, surge la fuerza de rozamiento, que depen-
de do la volocidad v del barco. Como la fuerza de rozamiento va en
sentido contrario a la propulsora f de la hélice, la designaremos por
—f;. Bl barco se mueve debido a la fuerza resultante f — f,. Al prin-
cipio del movimiento, cuando la velocidad v es pequeiia, la fuerza
resultante es positiva y el barco se desplaza con movimiento acelera-
do. A medida que aumenta la velocidad v, aumenta la magnitud de la
fuerza de rozamiento, y la aceleracién disminuye. Por fin, la diferen-
cia f — f, se haco igual a cero, y entonces el barco se mueve unifor-
memente. Si la fuerza propulsora de la hélice, por cualquier causa,
disminuye, la diferencia f — f, puede resultar negativa, entonces el
barco empieza a desplazarse con movimiento retardado.
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Como segundo ejomple veamos la caida de un sélido en el aire
teniendo en cuenta la resistencia de éste. Si el cuerpo empieza a caer
con velocidad inicial igual a cero, sobre el cuerpo actuari solamente
la fuerza de la gravedad P, y adquirird la aceleracién w, que es igual
ala de la caida libre g. A medida que aumenta la velocidad de caida
aparece y aumenta la fuerza de rozamiento con el aire; la fuerza
resultante 2 — f. sera menor que la de la gravedad, y la aceleracién
w, menor que la de la caida libre g. Con el aumento ulterior de la
velocidad de caida, la fuerza de rozamiento, por fin, equilibrara
a la de la gravedad P, y el cuerpo caerd con movimiento uniforme,
a velocidad constante. La magnitud de esta velocidad de caida unifor-
me depende de la forma y dimensiones del cuerpo que cae. Por ejem-
plo, 1a experiencia demuestra que para un hombre que cae, esta velo-
cidad aproximadamente es igual a 60 m/s. Esta es la velocidad
que adquieren los paracaidistas en el «salto retardados. Después de
abrir el paracaidasla fuerza de resistencia del aire aumenta de sibi-
to, y la velocidad de caida (¢«descenso») disminuye aproximadamente
hasta 5-6 m/s.

La fuerza de rozamiento que surge al deslizarse unas superficies secas con
respocto a otras, depende en alto grado del estado de estas superficies (de su
rogosidad). La magnitud de la fucrza de rozamiento depende también de la com-
ponente normal F, de la fuerza que actiia sobre la superficie. Al aumontar la
componente normal F,, la fuerza de rozamiento aumenta poco mds o menos
proporcionalmente a la F:

fp = %y (V)

Ll coeficiente » de la férmula {2) se denomina cne{icicntc de rozamientos
El valor del cocficiento de rozamiento % depende no sélo del cardcter de las
superficies de contacto, sino también de su velocidad relativa v,

La magnitud de la fuerza de rozamiento (siendo constante la componente
normal F, de la fuerza), para superficies s6lidas que se tocan, en unos limites
hastante amplios, no depende de Ia magni.tud de las superficies de contacto.

3i, por ejemplo, un paralelepipedo de superficies igualmente elaboradas,
que resbala por una superficie sélida, lo colocamos sobre otra cara de dimensio-
nes diferentes, la fuerza de rozamiento f,, siendo la velocidad relativa vla misma,
permanece invariable.

Ll rozamicnto entro dos superficies socas de contacte, como ya se ha indica-
do, no desaparece cuando la velocidad relativa v es igual a cero. Para que el
cuerpe empiece a deslizarse por una superficic cualguiera, hay que aplicarle
una fuerza exterior f, paralela a la superficie de contacto, mayor que cierta
magnitud f; determinada para el caso dado. Mientras la fuerza exterior f << fi,
el cuerpo permanecerd inmévil, lo cual significa que entre el cuerpo y la super-
ficie con la cual cstd en contacto, surge una fuerza f,, donominnda fuerza de roza-
miento estdtico, que équilibra la fuerza exterior. ,

fuerza de rozamiento estitico puede adquirir cualguier valor ontre 0 ¥ £,
sogln sea la magnitud de la fuerza exterior aplicada. El valor méximo de la
fuerza do rozamiento estitico es igual a la magnitud de la fuerza f,
bajo cuya accién empieza a deslizarse el cuerpo. Este valor satisface la ecuacién
(2); en este caso, ¢l coeficiente % so denomina coeficiente de rozamiento estdtico.
El valor de este coeficientc depende solamente do la naturaleza de las super-
fic[es do contacto. Si éstas son de madera y estdn secas, el coeficiente aproxima-
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damente es igual a 0,68; si el contacto es entre el acero ¥ el hielo, el coeficiente
de rozamionto estitico es aproximadamente de 0,03,

Cuando la fuecrza exterior f supera a la fuerza méxima do rozamiento estd-
tico, el cuerpo empieza a deslizarse y aparece la fuerza de rozamiento al (de)
deslizamiento (o fuerza de rozamiento cinético). Esta fuerza de rozamicnto al
deslizamiento, al principio es menor que la fuerza de rozamiento estitico, y con
el aumento de la velocidad relativa v, primeramente continia disminuyendo,
y después, al seguir aumentando esta velocidad relativa v, aumenta, Grafica-
mente la dopendencia de la fuerza do rozamiento respecto a la velocidad rela-
tiva se representa en el diagrama de la fig. 32, 8i v = 0, la fuerza de rozamiento

Fig. 32. Dopendencia de la fucrza de ro-
zamiento f respecto a la velocidad relati-
va v,

a v

pucde tener cualquier valer cntre cero y £, (segmento OA en el eje de ordenadas),
sogiin sea ol valor do la fuerza exterior aplicada, La dependencia ulterior de la
ﬂ.tgrg_a de rozamiento respecto a la velocidad relativa v, la representa la curva

En la técnica, entre las superficies de contacto se introduce un lubricante,
o3 decir, un l:_qu.iao viscoso que forma una delgada capa ontre las superficies
s6lidas. El primero c{ua desarrollé la teoria de %a Inbricacion fue el inpeniero
ruso N. P. Petrov, el cual demostré que, con lubricante, la cuestién se Teduce
al rozamiento interno. La capa del lubricante liquido més cercana al cuerpo,
se adhiere a éste; el deslizamiento se produce solamente entre lascapas ﬁgl’
liguido. En el coso de un drbol eoaxial con un cojinete, }a fuerza de rozamiento
es proporcional a la viscosidad del liquido lubricante y al niimero de revolucio-

nes del drbol por unidad de tiempo, e inversamente proporcional a la holgura
entre la suparfli!cie del 4rbel y ¢l cojinete. el o

§ 17. Cantidad de movimiento. Impulsién (impulso) de una fuer-
za, Veamos primeramente el movimiento producido por una fuerza
constante f, es decir, un movimiento que se caraeteriza por una magni-
tud constantedel vector aceleracién w. Supongamos que en el interva-
lo de tiempo A¢, la velocidad del cuerpo varia en la magnitud Av =
= v, — v;; entonces

_Av _ va—wy |
W =y %
colocando este valor de la aceleracion w en la ecuacién de la segunda
ley de Newton:

w==Fk i 5
m
obtenemos
Vz— ¥y £ Vg — mVy
Tgk;‘ o _.._..3‘_=kf. (1}
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Hay que tener en cuenta que mv, — mv, es la diferencia vectorial
de las magnitudes mv, y mv,. La magnitud mv, ignal al producto del
vector velocidad v del cuerpo por su masa, se denomina cantidad de
movimiento K. La cantidad de movimiento

K=mv (2)

es una magnitud vectorial y tiene la misma direccién que el vector
velocidad v.

Introduciendo en la ecuacién (1) la cantidad do movimiento,
tenemos
Kg-—-Kl AK
Sot=kf o Sk, (3)
donde AK es la variacién del vector cantidad de movimiento. La
ecuacion {3) significa que en el movimiento uniforme la variacién de
la cantidad de movimiento por unidad de tiempo es proporcional a la
fuerza aplicada y se produce en la misma direccion en que actia el vector

Leraa.

d De la ecuacién (3) se puede dar también la siguiente definicién
de fuerza: la fuerza es una magnitud vectorial proporcional a la varia-
cion de la cantidad de movimiento causada por ella en la unidad
de tiempo y dirigida en el mismo sentido que la variacién de la canti-
dad de movimiento.

Goneralicemos la ecuacion (3) para el caso de.movimientos varia-
dos cualesquiera, cuando la fuerza f varia con el tiempo. Entonces,
en la ecnacién (3) por At debemos sobreentender un instante infini-
tamente pequeio, es decir, tenemos que escribir:

. AK
lim —~ =kf, 3Ja
a0 A ¥ ()
donde el vector f es la magnitud de la fuerza en el instante dado.

La ecuacién (3a), lo mismo que la (3) del § 15, expresa la segunda
ley de Newton.

Desde el punto de vista de los razonamientos aducidos, la ecua-
¢i6n (3) del § 15 y la (3a) del presente, son completamente equivalen-
tes, ya que la segunda se ha deducido directamente de la primera;
ambas expresan exactamente la segunda ley de Newton. No obstante,
la equivalencia indicada tiene lugar suponiendo gue la masa m del
cuerpo es una magnitud constante, independiente de su velocidad.
Esto es justo mientras la velocidad del euerpo sea pequefia en compa-
racién con la velocidad de la luz. En los movimientos verificados
a velocidades comparables con la de la Iuz, la masa m no permanece
constante: depende de la velocidad ». Los movimientos a tales velo-
cidades se rigen por la mecédnica de la teoria de la relatividad. En
este caso, no obstante, la ecuacién (3a) conserva su valor, por lo
tanto cs una f6rmula mas general de la ley de la aceleracién que la
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ccuacién (2) del § 15. Junto con el valor de la fuerza en el instante
dado de tiempo, podemos examinar también el valor medio de la
fuerza f en un intervalo finito de tiempo A¢; entonces, en lugar dela
{(3a) obtenemos

AB <k, o TAt=KAK=F (mvy,—mv,), (4)

donde k" = %

La magnitud 5 A¢, igual al producto del valor medio de Ia fuerza
1 por el intervalo de tiempo A en que examinamos su accibn, se
denomina impulsién o impulse de la fuerza. La impusién de la fuer-
za es una magnitud vectorial. La ecuacién (4) establece que el vector
impulso de la fuerza es proporcional a la variacién vectorial de la
cantidad de movimiento que se verifica en el intervalo de tiempo en
que se considera la impulsién de la fuerza, y va dirigido en el mismo
sentido gue la variacion de la cantidad de movimiento.

§ 18, Unidades de fuerza y de masa. Ejemplos. Suponiendo que
en la ecuacién (3) del § 15, el coeficiente de proporcionalidad k = 1,
obtenemos

w=1. ().

Esta relacion se puede utilizar para establecer las unidades de medi-
cién de la fuerza f y de la masa m.

En el sistema CGS, por unidad de masa se ha tomado el gramo
(véase el § 3), y por unidad de aceleracién 1 cm/s?; de donde, segdn
la ecuacion (1), dehemos elegir, en el sistema CGS, por unidad de
fuerza una fuerza que comunique al cuerpo de 1 g de masa una ace-
leracidn de 1 emls®. Esta unidad de fuerza se denomina dina.

Suponiendo en la formula (véase el § 17).

TAL= ' (mv, —mv,)
el coeficiente &’ = 1, obtenemos
T_ MV — mvy
=—nt,

de donde se deduce que la dina es igual a la fuerza que produce una
variacién de la cantidad de movimiento de 1 g-em/s por scgundo.

En cl sistema M KS, por unidad de fuerza debe elegirse una fuerza
tal que comunique a un cuerpo de 1 kg de masa una aceleracién de

1 m/s® Esta unidad de fuerza de denomina newton. Como se puecde
calcular ficilmente, tenemos:

1 newton = 0,001 estenio=10° dinas.

En el sistema téenico de unidades, la unidad de fuerza se eligo
como una de las fundamentales, independientemente de la segunda
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loy de Newton. Est4 claro que cualquier fuerza establecida de modo
determinado, puede servir de unidad. En el sistema técnico se ha
elegido como tal, una determinada fuerza de gravedad. Sobre todos
los cuerpos que se hallan en la superficie de la Tierra actia una fuer-
za de atraccién de la Tierra (fuerza de gravedad, o peso, como se
denomina habitualmente). La fuerza de gravedad es distinta para
diferentes cuerpos, y, para un mismo cuerpo, depende del lugar de
la esfera terrestre y de la altura sobre la superficie de la Tierra a que
se encuentre el cuerpo. No obstante, si se elige un cuerpo completa-
mente determinado y se fija su posi¢ién sobre la esfera terrestre,
estard completamente deferminada la fuerza de gravedad que actiia
sobre 61 (su peso), y que puede ser elegida como unidad. Asi se ha
hecho: en el sistema técnico, por unidad de fuerza se ha elegido la fuerza
con que es atraida una pesa patron de I kg masa, a la latitud de 45°
y al nivel del mar (con méis exactitud, en el sistema técnico se toma
por unidad de fuerza la que comunica a 1 kg masa una aceleracion
go = 9,80665 m/s?). Esta unidad de fuerza se denomina kilogramo,
es decir, 1o mismo que la unidad de masa. Para evitar confusiones,
designaremos estas dos unidades de magnitudes fisicas completa-
mente diferentes, con distinas siglas: la unidad de masa de un kilo-
gramo la designaremos kg, y Ia unidad de fuerza de un kilogramo,

kgf. La fuerza igual a %ﬂ-ﬁ kgf, se denomina gramo-fuerza y la desig-

naremos con la sigla gf (a diferencia del gramo masa designado por g
o gr.). La fuerza de 1 000 kgf se denomina toneloda-fuerza {se designa
por tf.). Como la fuerza de 1 kgf comunica a un cuerpo de 1 kg de
masa una aceleracién de 981 cm/s® (aceleracién de la gravedad),
tendremos que

1 kgf=981000 dinas, 1 gi=981 dinas.

Como las variaciones del peso de los cuerpos para los distintos
untos de la superficie de la Tierra no son muy grandes, al resolver
os problemas, generalmente se puede considerar que en la Tierra,
el cuerpo de 1 kg de masa pesa 1 kgf. Para la latitud de 45° y al nivel

del mar, esta correlacién, por definicién, se cumple exactamente.

Habiendo elegido en ‘el sistema técnico la unidad de fuerza de la

manera indicada y midiendo la aceleracién en m/s® con la formula
(1) del presente pérrafo ya no podemos establecer arbitrariamente
la unidad de masa. Por unidad de masa, en el sistema técnice, debe
elegirse la masa de un cuerpo que bajo la accicn de una fuerza de 1 kgf
adgquiere la aceleracién le 1 m/s®. Esta unidad de masa no tiene una
denominacién especial.

Como la masa de 1 kg, si se le aplica la fuerza de 1 kgf, es decir,

su propio peso, adquiere la aceleracién de la caida libre que es igual
a 9,81 m/seg?, la unidad técnica de masa que impulsada por una
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uerza de 1 kef adquiere una aceleracién de 1 m/s%, debe ser 9,81
reces mayor que un kg, De esta manera:

1 unidad téen. de masa=:9,81 kg.

Detengimonos con més detalle en la corrolacién enire peso y ma-
sa de los cuerpos. El peso de un cuerpo P es la fuerza con que lo atrae
la esfera terrestre, por lo tanto, la aceleracion w = g que el cuerpo
le masa m adquiere por su propio peso, segin la formula (3) del
§ 15, sera

g=fs—g_—, de donde P =Kk'mg, (2)

donde %’ os un coeficiente de proporcionalidad.

La férmula (2) da Ja relacién gencral entre el peso P del cuerpo
¥ su masa m, independicntemente de la eleccién de unidades de medi-
cién del peso P del cuerpo, de su masa m y de la aceleracion de la
gravedad g. El valor del coeficiente de proporcionalidad %' depende
de la cleccion de estas unidades. Si suponemos que &’ = 1, tendremos

P=mg, (2a)

pero en este caso ya no tenemos derecho a medir P, m v g con unida-
des cualesquiera, sino que deberemos utilizar las unidades determi-
nadas de un sistema cualquiera. Por ejemplo, en el sistema CGS,
m se mide en gramos, g en cmfs® y P en dinas; en el sistema téeni-
co: m en unidades téenicas de masa, g en m/s®, y P en kgf. En cada
uno do cstos sistemas se enmple la ecuacién (2a). Pero si nosotros
utilizamos un sistema mixto de unidades, por ejemplo, medimos m
en kilogramos masa (kg), g en m/s® v P en kilogramos peso (kgi),
el coeficiente de proporcionalidad %" ya no se puede suponer igual
a la unidad; cn este caso adquiriré el valor de:

K =8r-
Entonces

P (kgf) =gy -m (kg)- g (m/s?).

Colocando en esta ecuacién los valores m = 1 kg y g = 9,81 m/s?
obtenemos: P = 1 kgf, como era de esperar.

Dobido a !a importancia de las relaciones deducidas en los §§ 15y 17, ya la
nccesidad de saber utilizar bien los sistemas de unidades, daremos ‘unos cuan-
tos ecjemplos.

Ejomple 1. Un vagbn de 16 tf de peso se desliza con una veloeidad
inicial de 5 m/s. Determinar el valor medio de la fuerza que impulsa al vagén,
}'Nu'a los siguientes tres casos: a) el vagdn ze deticne al cabo de 1 min frenado por
a fuerza de rozamiento; b) el vagon sb frena en 15 s; ¢) el vagén so para, al
chocar con un obstdculo, en 0,5 s,

b-0705
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Solucib6n. Hallamos el valor medio de la fuerza que actiia sobro el
vagdn de la relacién entre ia imgulsi(m de la fuerza y la variacién de la cantidad
de movimients, segin la ecuacion (4) del § 17:

TAt=mvy—mvy, de donde _f-=ﬂ3a_‘—-mv’-.

En nuestros casos, el vagén se detiene, por lo tanto su velocidad final v, = 0,
de donde
= vy

=T A -

El signo menos significa quo la fuerza que actia sobre el vagén va en sentido
contrario al de la velocidad del vagén vy. Utilizando ¢l sistema técnico de uni-
dades, tenomos que la masa del vagén m = 0 unid, téen. de masa ==

e 1632 unid. técn. de masa, de donde, en el caso'a). el valor medio de la fuer-
za T serd

=122 ppiem 136 gf;

en el caso b):
~ 1632.5

== kgf=>544 kgi;

y ¢n el caso ¢):
: ~_ 16325
- 0"5

Asi tenemos que, a una misma variacién de cantidad do movimiento, la
fuerza depende del tiempo en que csta cantidad de movimiento varia: al dele-
nerse despacio debide ag rozamicnto, esta fuerza reésalté igual a £36 Lgf sola-
mento, al chocar contra un obsticulo, cuando la cantidad de movimiento ha

kef =16 320 kgt.

F Ny i E“"z i
\
. \\ AV Fig. 33. Choque elistico de la pelota
% contra la pared.
= a) b)

descendido fasta cero en el pequefio intervalo de tiempo de 0,5 s, la fuerza ya
os mayor de 16 tf.

Ejemplo 2. Una pelota de 200 gf de peso choca contra una pared y rebo-
ta, sin pérdida de velocidad, de manera que su trayectoria de antes del golpe
forma con la normal a la pared (fig. 33, o), el mismo fingulo que después del
golpe. La velocidad do la polota es de 5 m/s y la_duracion del golpe sobre la
pared es At = 0,05 s. Determinar la fuerza del golpe para o — EO".

Soluctién, Dels férmula (4) del § 17 tenemos:

fAt=rm {(va — vy) = mlv, )]
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donde v, — v; es una diferencia vectorial, Considerando positivo el sentido de
la normal hacia el exterior de la pared (fig. 33, b), tenemos

Av = w3 cos & — (—v; €08 @) = vy cos @~ v, COS o

Sogdlin‘la condicién del problema, la pelota rebota sin pérdida de velocidad,
es decir:

vy = vy =v, de donde Av= 2Zvcos a;

el vector Av va dirigido scgin Ia normal a la pared. Sustituyendo oste valor do

Av en la (3), encontramos que el valer medio de la fuerza 7 que actiia sobre la
pelota durante el golpe, es

o 2muy.cos o
At !
donde At es la duracién del golpe. Para lo valores dados en ¢l cjemplo, tenemos:
_ 20281
]me kgi =2 kgf.
Ejomplo 3. Por una ?Ulea {ija_pasa arrcllada una cuerda (fig. 34

en cuyos extremos van colgadas las pesas Py v P». Suponiendo que el movimiento
se efectiia sin rozamiento, | elerminar la acoleracién con que se mueven las pesas,

4

B

v la fuerza do tensién de la
bajo es positiva, Entonces:

muw = Pz — fy, —mw= Py — fia

donde my y my son las masas de las pesas, y w el valor do su aceleracién. Restan-
do vuna ecuacién de otra tenemos:

(my -+ mg) w = Py — Py;
pero los gesos Py ¥y Py son iguales res

Fig. 34. Movimiento de las pesas fijas en una cuerda que pasa By
por una polea. -

Solucién. En cada pesa actia su peso
cuerda f;. Consideremos que la direccién hacia a

pectivamente a mag y myg, donde g es la
accleracion de la gravedad, de donde e 8
Wemg 2
g matimy " (4)

Esta clase de polea con una cuerda arrollada y dos pesas representa un
aparato demostrativo (eméquina de Atwoods), gue se utiliza para ilustrar la
segunda ley de Newton,

5=
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Si ambas pesas son jguales, ma = my, ¥, seghn la (4), la aceleracién do las
pesas w = 0. En cste caso, impulsando a lag pesas, es deeir, comunicdndoles
cierta velocidad v, es facil observar que, siendo pequefio el rozamicnto de la
polea, las pesas se desplazarin con movimicnto uniforme. Si tomamos una
pesa un poco mas pesada que la otra, obtenemos que mz — my 08 mucho menor
que ms my, de donde, segln la (4), la aceleracion de las pesas w no seréd muy
grande. En este caso es fdcil registrar los trayectos recorri Eos por las pesas en
distintos intervalos de tiempo, ¥ convencerse de gue corresponden alcasodel
movimiento uniformemente acelerado.

§ 19. Principio cldsico de la relatividad. En el § 14 hemos visto
que la primera ley de Newton se cumple en un sistema inercial de
referencia; lo mismo ocurre con la segunda ley. El principio de la
inercia, puede, en general, congiderarse como un caso particular
de la ley de la aceleracién; efectivamente, haciendo § = 0 en la ecua-
ci6n de la ley de la aceleracién §f = mw, obtenemos que w = 0, lo
cual indica que en el cuerpo sebre el cual no actiia ninguna fuerza
(es decir, no actia ningdn otro cuerpo), 1a aceleracién es igual acero,
es decir, el cuerpo permanece en reposo o se desplaza con movimiento
rectilinco y uniforme.

Hemos indicado también que cualguier sistema que se desplace
con movimiento rectilineo uniforme respecto a un sistema inercial,
es también un sistema inercial.

Veamos el movimiento de un mismo cuerpo respecto a dos siste-
mas inerciales diferentes. I2sta claro que este movimientoe se distingui-
14 solamente en cierta diferencia constante de velocidades: la acele-
racién de un mismo cuerpo en diferentes sistemas inerciales es la misma.
De aqui que, seglin la ley de la aceleracién, las fuerzas que actian
sobre un mismo cuerpo en ambos sistemas inerciales, también serdn
iguales. Si nosotros nos encontramos en el interior de un vagdén que
se desplaza con movimiento rectilineo uniforme, para comunicar una
determinada aceleraci6én a un cuerpo cualguiera hay que aplicarle
las mismas fuerzas que se le aplicarian de estar el vagén parado. En
otras palabras, en el interior del vagém con movimiento rectilineo
uniforme, todos los procesos mecanicos transcurren exactamente
igual gque en el vagén inmévil. Esto quiere decir (abstrayéndonos,
claro esta, de las trepidaciones y de la posibilidad de mirar por la
ventanilla) que, hallindonos en el interior de un vagén con movimien-
to rectilineo uniforme, no se puede, con mediciones o experimentos
mecanicos doterminar la velocidad del vagdén; ni siquiera estable-
cer si se desplaza con movimiento rectilineo uniforme o estd en repo-
so. Galilei fue el primero que demostré esta imposibilidad. En 1623,
examinando los fendmenos que transcurrian en el intorior de un
camarote cerrado de un barco, eseribié: «Y (s6lo si el movimiento
del harco es uniforme), usted no notard el menor cambio en los fend-
menos, y por ninguno de ellos serd capaz de juzgar si cl bareo se
nueve ¢ estd parado: usted, saltando, recorrerd respecto al suelo
las mismas distancias gque estando el barco parado, es decir, porque
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el barco se mueva con mucha rapidez, usted no realizari mayores
saltos hacia la popa que hacia la proa, aunque, al tiempo de hallarse
en el aire, el suelo que se encuentra debajo de usted, corre en sentido
contrario a su salto, y al lanzarle cualquier cosa a su amigo, no nece-
sitard lanzarla con mas fuerza, si él estid cerca de la proa y usted
cerca de la popa, que si so encontrasen cambiados sus lugares; las
gotas de agua de un jarro suspendido del techo caerdin verticalmente
al suelo, y ni una de ellas caerd inclindndose hacia la popa, aunque,
mientras la gota se halla en el aire, el barco se desplaza hacia delan-
te. Las moscas continuarin su vuelo indiferentemente en todas direc-
ciones, y de ninguna manera ocurrird que {al parecer, cansadas de
seguir la rdpida carrera del barco) se rednan en la parte mas cercana
a la popar®).

Resumiendo podemos decir: con ningiin experimento mecdnico reali-
zado en el interior de un sistema, $e puede delerminar si el sistema
inercial se halla en reposo o se desplaza con movimiento rectilineo uni-
forme. Desde el punto de vista mecanico, todos los sistemas inercia-
les son equivalentes. Cualquiera de ellos se puede suponer fijo (en
reposo) y determinar la velocidad de los demds sistemas inerciales,
respecto a este sistema,

Este postulado se denomina principio cldsico de la relatividad
o principio de la reletividad de Galilei.

La teoria de la relatividad de Einstein generaliza este resultado
estableciendo que, en general, con ninguna clase de experimentos
realizados en el interior del sistema, sean eléctricos, luminosos, etc.,
se puede determinar el movimiento rectilineo uniforme del sistema.

§ 20. Principio de la ignaldad de la accién y de la reaccion (terce-
ra ley de Newton). Ley (principio) de la conservacién de la cantidad
de movimiento. £l principio de la igualdad de la accidn y de la reac-
cién complementa a la ley de Ia aceleracion: subraya la circunstancia
de que la accién de los cuerpos que lleve a un cambio de estado de
sus movimientos, tiene cardcter de accidn mutua. Este principio
dice: si el cuerpo B (fig. 35) actiia sobre el cuerpo A con una fuerza ki,
el cuerpo A, a su vez, actiia sobre el B con una fuerza §, igual a la fuerza
1., y dirigida en sentido conirario:

fy= 1, (1)

Es esencial subrayar que las fuerzas i; y f, de que se trata en este
principio («acciéns y «reaccidns), estdn aplicadas a diferentes cuerpos.
Aduzcamos unos cuantos ejemplos: a) un hombre empuja una
vagoneta (fig. 36): la fuerza f, dirigida hacia delante estard aplicada
a la vagoneta, la fuorza f,, igual a la anterior, pero de sentido con-
trario, estard aplicada a las manos del hombre; b) un martillo golpea

*) Traduccién de la versién rusa (N. del T.)
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un elavo: la fuerza f, actiia sobre el clavo del lado del martillo, una

fuerza f,, igual a la anterior, pero de sentido opuesto, actuara sobre

el martillo; ¢) de un pozo se eleva atade a una cuerda un cubo: Ia

fuerza f, esta aplicada al cubo y dirigida hacia arriba, la fuerza f,,

ilgual a la anterior, pero dirigida hacia abajo, estd aplicada a la cuer-
a*).

Fig. 35. El cuerpo B acliia sobre €l 4
con una fuerza f;; a su vez, el cuerpo
A actiia sobre ¢l B con uua fuerza f,
f, de igual intensidad que la I, pero de

73 sentido contrario.

Los dos cuerpos solicitados mutuamente adquieren aceleracién.
Si las masas de los cuerpos son my y ms, y las aceleraciones adquiri-

Fig. 36, El hombre empuja a la vagone-

ta con una fuerza fy; la fuerza f; de la

misma intensidad que la f,, pero de sen-

tido contrario, estd aplicada a las manos
del hombre.

das por ellos son respectivamente w, y wa., segin la segunda ley
de Newton tendremos:

H i

wl:TnL’ Wy = —2-,

de donde, segin (1)~

Wi= — Wy, (2

es decir, los cuerpos solicitados mutuamente adquieren una acele-
racién de sentidos opuestos e inversamente proporcional a sus masas.

Del principio de la igualdad de la accién y de la reaccién se
deduce una consecuencia muy importante. En el caso de la accién

*) La fuerza f; que, segiin la tercera ley de Newton, cstd aplicada al cuer-
po B, que os solicitado por el cuerpo A, a veces so llama fuerza de tnercia. Sin
embargo, ¢std claro que esta divisién de fuerzas [, y f: en ¢motrizs, fuerza fy,
¥ ofuerza do inercia», {2, so puede hacer sélo en ol caso de que los mismos clier-
pos A y B, por cualquier caracteristica, se puedan dividir on ¢movido» y emotors,
como tiene lugar en ¢l caso del hombre que, apoyéndose en el suelo, mueve la
vagoneta, En cuanto nos representemos rﬂ caso del chogue de dos bolas iguales,
estard claro que ambos cuerpos A y B y las dos fuerzas f; y f;, que figuran en
este principio, etienen iguales dercchoss, Por eso el término de efuerza de iner-
cias eni el sentido indicado ﬁen el do accién y reaccidén) no tiene razén de ser,
¥ nosolros no lo vamos a utilizar,

Sobre la otra acepcién del término «fuerza do inercias, véase ol § 22,
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mutua de dos cuerpos A y B, la variacién de la cantidad de movi-
miento del cuerpo A segin la féormula (3) del § 17 sera:

AK = fy-Aty, (3)

donde f, es la fuerza gque actda sobre el cuerpo 4 de parte del cuerpo
B, y Aty, el tiempo durante el cual actia la fuerza f,. Hay que tener
en cuenta que en este caso se suponia que la fuerza f; era constante
durante el intervalo de tiempo Af,. La variacién de la cantidad
.de movimiento del cuerpo B seré:

AKz=1,-Alg,

donde f; es la fuorza que acta sobre el cuerpo B de parte del 4,
y Aty el tiempo durante el cual actia la fuerza f,. Segin el principio
do la igualdad de la accién y de la reaccién:

fo=—1y,

ademds, estd claro que el tiempo At durante el cual el cuerpo B
actiia sobre el 4, seré igual al tiempo Af; durante el cual el cuerpo 4
actiia sobre el B, de donde F;At, = — [,A#; ¥, por lo tanto:

AB 4= —AKy,. (4)

Esta igualdad que hemios obtenido para el caso de una fuerza
constante de accion mutua entre los cuerpos, se puede generalizar
facilmente para el caso cuando Ja fuerza f; varia, Para ello, el tiempo
de accién mutua entre los cuerpos se ha de dividir en intervalos
tan pequefios At;, que durante el transcurso de cada uno de ellos,
se pueda considerar constante la fuerza. ’ara cada uno de los inter-
valos de tiempo A¢; infinitamente pequefios se cumplird la igualdad
(4), por lo tanto, so cumplird para todo el tiempo de accién mutua.
Resulta, pues, que la ecuacién (4) tiene caracter general. Esto signi-
fica que como consecuencia de la accién mutua de los cuerpos, la
cantidad de movimiento de uno ha eumentado tanto, como ha dismi-
nuido le del otro, es decir, se ha producide una transmisién de
cantidad de- movimiento.

La férmula (4) se puede escribir asi:

AK 4 +AKp =0, (5)

es decir, al solicitarse mutuamente dos cucrpos, la variacién total
de sus cantidades de movimiento es igual a cero, de lo cual se deduce
.que la cantidad de movimiento total, K = K + Ky, permanece
constante. Este resultado se puedc generalizar para cualquier cantidad
de cuerpos que formen un sistema cerrado, cs decir, de cuerpos
que se soliciten mutuamente, pero que no lo hagan con ningdin
<uerpo exterior respecto al sistema de los mismos. Suponiendo
que el sistema consta de n cuerpos y designando sus respectivas
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cantidades de movimiento por K,, K, Ka.. ..., K, obtenemos
K=K +K;+K;+ ... 4K, —const, (6

es decir, el vector total de la cantidad de movimiento de un sistema
cerrado, que es la suma vectorial de las cantidades de movimiento de
los cuerpos que forman el sistema cerrado, permanece constante durante
todo el tlempo del mavimiento.

Lsta ley que lleva el nombre de ley (principio) de la conservacion
de la cantidad de movimienio, es una de las leyes fundamentales
de la [isica. s justa no sélo en el caso de la aceién mutua de los

V2 Fig. 37, EL hombre corre por la carretilla
—_—— Ea velocidad vy; la carretilla se despla-

- zacn sentido conlrario a la velocidad va.

cuerpos macroscopicos, sino también en el de las particulas micros-
copicas, es decir, de A4tomos, ndcleos atomicos, electrones, ete.
independientes.

Para ilustrar la ley de la conservacién de Ia cantidad de movi-
miento veamos el siguiente ejemplo: un hombre de masa m, esta
inmévil en una carretilla, que a su vez estd en reposo respecto a la
Tierra. La masa de la carretilla es m,. Su cantidad de movimicnto
total es igual a cevo. 8i el hombre empieza a correr por la carretilla
a la velocidad v, respecto a la Tierra (fig. 37), adquiere una cantidad
de movimiento mv,, en cuyo caso, la carretilla, si no actGan las
fuorzas de rozamiento, también adquirird la cantidad de movimien-
to mayvs = — myv, ya que la cantidad do movimiento total m,p, -
-+ mavy debe pormanecer igual a cero. De esta manera tenemos que
la carretilla adquiere, respecto a la Tierra, una velocidad igual a

i my
Vg == "E”"

donde el signo menos indica que la velocidad ve va dirigida en sentido
conirario al del hombre. La carretilla se desplazard mientras corra
el hombre. Cuando el hombre se detenga en la carretilla, su cantidad
de movimiento de nuevo seré igual a cero, y la cantidad de movimien-
to de la carretilla también serd igual a cero, es decir, se detiene.

Jixaminemos el choque do dos bolas ineldstico. La ley de la
conservacién de la cantidad de mevimiento nos permite determinar
la velocidad v que adquieren las dos bolas de masas m, ¥y my después
do un golpe ineldstico y central (las velocidades de las bolas estin

dirididas segin la recta que une sus centros), siendo las respectivas
velocidades de antes del choque v; ¥ v,
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Después del golpe inelastico las dos bolas se mueven a la misma
velocidad v. Ademéas, como ol golpe es central, las tres velocidades
Uy, Vs ¥ U estardn en una recta. Por lo tanto, debido a la conservacion
de la cantidad de movimiento, tendremos

mypy - Mmatts
my+my

Examinemos el caso cuando en los dos cuerpos A yv B, ademds
de lag fuerzas de accién mutua f, y {3, actian las fnerzas exteriores
F, v F,; entonces, para cada uno de los cuerpos, tenemos:

Sumando estas ecuaciones y observando que, segin el principie
de la igualdad de la accién y de la reaccién, f; + f; = 0, tenemos:

A (Ka+Kp)= (Fy +-T) At

Haciendo K4 + Kz = K, cantidad de movimiento total, y
F, + F, = F, fuerza resultante, podemos escribir:

AK =T At.

Esta misma igualdad tendra lugar sea cual quierc ol niimero de
cuerpos del sistema. Luego, la variacién de la cantidad de movimienio
total de un sistema de cuerpos la determina la impulsién de la resultante
de las fuerzas exteriores. Si la resultante de las fuerzas exteriores
es igual a cero, también lo serd la variacién de la cantidad de movi-
miento total, y, por lo tanto, el vector total de la cantidad de movi-
miento del sistema permaneceri constante; por consiguiente, la
ecuacién (7) nos lleva otra vez a la (6)

Denominando las fuerzas de accién mutua de los cuerpos que
forman un sistema, fuerzas internas, podemos decir: bajo la accién
de las fuerzas internas, el sistema no puede variar su cantidad de
movimiento fotal. Bajo la accidén de estas fuerzas, solamente pue-
den ponerse en movimiento distintas parles del sistcma respecto
a otras. Por ejemplo, una locomotora, bajo la accién de las fuerzas.
que solamente actian sobre el émbolo de parte del vapor, no puede
ponerse en movimiento; sc pone en movimiento por la aparicién
de una fuerza exterior que es la fuerza de rozamiento entre las ruedas
v los carriles. La fuerza que se origina debido al rozamiento, aplicada
2 las ruedas, mueve a la locomotora. La fuerza que, segin la tercera
ley de Newton es igual y opuesta y estd aplicada a los carriles,
empuja a éstos en sentido contrario. Como los carriles estdn fijos.
a la Tierra, su desplazamiento no tiene importancia. La cantidad
de movimiento adquirida per la locomotora e¢s igual a Ja que se
transmite a la esfera terrestre. Como la masa de la esfera terrestre
es extremadamente grande en comparacién con la de la locomotora,
la velocidad adquirida por ella es insignificante.

Mty - Mt = (my -+ mo) v, do donde v=
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Como la proyeccién del vector resultante sobre cualquier direceién (eje)
{fig. 38) o= igual a 1o suma de las. proyecciones de los vectores componentes
sobre esta misma direccién, de la ecuacién (7) se deduce que la variacién de la
suma de proyecciones de las cantidades de movimiento do los cuerpos que for-
man el sistema, cn cualquier direccién, también se determina por la suma de

Fig. 38. La proyeccién K, dol vector

resultante K es igual a la suma de

las proyecciones de los vectores coms=
- X pencntes,

las proyecciones de las impulsiones de las fuerzas exteriores on la misma direc-
¢idn. Sicomo tales direcciones tomamos las de los ejes 0X, OY y OZ del sistema
de coordenadas rectilineas rectangulares, obtenemos, para el sistema do n cuer-
pos:

n n " n
;‘, AKgi= ) Fribt, 3| AKy= Xx Fyilt,
=i =1 i=1 i=
n g
E AKy= D) Fr At {8)
fmai i=1
Pasando a los intervalos de tiempo infinitamente pequefios y, ¢n correspon-
dencia con ello, a las variaciones inlinitamente pequedas de las componentes
de las cantidades de movimiento, obtenemos:

n iR n n AK n
i

D=2 e D=2
=1 Jemi femi i=1

n iK n

i
Z _E:_: Z Fziy (8a)
fe=a] i=1

s decir, la swma de las derivadas respecto al tiempo de las proyecciones de las
cantidades de movimiento sobre cada uno de log ejes coordenados, es igual a la
suma de las proyecciones do las fuerzas exteriores sobre el mismo cje.

Si la suma de las proycceiones de las fuerzas exteriores sobre uno de los
cjes os igual a cero, segln la ccuacién (8), la suma de las proyecciones de las
cantidades do movimiento de los ¢cuerpos que forman ol sistema, sobre ¢l mismo
eje, permanece constante, Si la suma de las fuerzas extoriores s igual a.cero,
serd constante la suma de las proyecciones de las cantidades de movimiento
de los cuerpos en cada uno de los ejes:

n "
Ke= E kyp-=const, K,= 2 Kyi=const,
i=1 =1

n
K;= K ;i = const. (Ba)

i=
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§ 21. Fuerzas que achian en el movimiento curvilineo. La re-
lacién entre el vector fuerza f y la aceleracion w originada por él,
expresada por la segunda ley de Newton:

f=mw, (€5}

es general y justa para cualquier movimiento, tanto rectilineo como
curvilineo. Sin embargo, en vista de la importancia de diferentes
tipos de movimientos curvilineos, veamos con mas detalle las fuerzas
que actiian en este caso. La ecuacién (1) indica que la fuerza y la
aceleracién en cada instante dado tienon la misma direccién. En el
movimiento curvilineo, como ya hemos visto enel § 11, la aceleracion
w no va dirigida segiin la tangente a la trayectoria, sino que forma

Fig. 39, Doscomposicién de una fuerza en sus com-
ponentes tangencial y normal.

con ella eierto 4ngulo y puede ser descompuesta en dos componentes:
tangencial w; y normal w,. De esto se deduce que la fuerza f que
actiia sobre el cuerpo que se desplaza con movimiento curvilineo,
en cada instante dado va dirigida formando cierto sngulo con la
direccién del movimiento y puede descomponerse en dos componen-
tes: tangencial f, y normal f,.

La primera componente f; va dirigida segin la tangente a la
trayectoria, la segunda, f,, segin la normal a la misma, es decir,
segiin el radio de curvatura hacia el centro de curvatura (fig. 39);
por eso, la componente normal f, se denomina también componente
centripeta de la fuerza.

De la fig. 39 se ve que el valor de la fuerza total § es:
I=VRTh 2)
Las componentes tangencial f; y normal f, est4n relacionadas respec-
tivamente con las componentes tangencial w; y normal w, de la
aceleracién mediante las ecuaciones:
fi=mwy,  fo=mwn. (3)

Como, segin la e’cuaciéns (o) del § 11, la componente normal
de la aceleracién es w, = ”ﬁ , donde v es la velocidad lineal del
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cuerpo, y R el radio de curvatura de la trayectoria en el punto dado,
tenemos gue

fa=m . (4

Ln el movimiento curvilineo unmiforme, donde la velocidad
es constante por su magnitud, y la componente tangencial de la
aceleracién igual a cero. la componente tangencial de la fuerza
es también igual a cero, y toda la fuerza es centripeta. Lsta fuerza,
actuando segin la normal a la trayectoria, obliga al cuerpo a girar
continuamente sin variar de magnitud la velocidad. Si esta fuérza
no existiese, el cuerpo se desplazarfa en movimiento rectilineo.

En el caso del movimiento circular, en la ecuacién (4) se puede
sustituir la velocidad lineal v por la angular ® o expresarla en
funcién del periodo T, o del niimero de revoluciones (vueltas) n.

Entonces, segin las ecnaciones v = oR = 2n »-_,? = 2nnll (véase
el § 12), obtenemos para la fuerza centripeta:

fn = m&?2R = 4’ o= 4emn®R. (4a)
T

Seglin la tercera ley de Newton, junto a la fuerza centripeta
aplicada al cuerpo que se mueve segin una curva, existe otra fuerza
igual a la primera y de sentido contrario aplicada al mismo cuerpo
(a las ¢ligadurass o «enlacesy), y que le obliga a girar. Esta fuerza
se denomina cenirifuga. De esta manera, las fuerzas centripeta y
centrifuga son las dos fuerzas cuya existencia viene determinada
por el principio de la igualdad de la accién y de la reaccién, aplica-~
das a diferentes cuerpos. Por ejemplo, en el caso de hacer girar
una piedra atada de una cuerda, la fuerza centripeta estd aplicada
a la piedra, y la centrifuga, a la cuerda; en el caso del tranvia que
toma una curva, la fuerza centripeta estd aplicada al tranvia, y la
centrifuga, a los carriles; en el caso de la Luna girando alrededor
de la Tierra, la fuerza centripeta esta aplicada a la Luna, la centrifuga
a la Tierra.

De la denominada fuerza centrifuga de inercla se hablard mis
abajo (§ 22).

Lxaminemos unos cuantos ejemplos,

Para digminuir Ja presién lateral de las ruedas de los trenes sobre los carri-
los en las curvas, la via se hace un poco inclinada (peralte). Caleulemos en qué
angulo o hay que inelinar la via respecto al horizonte ¢n una curva de radio A

sara que el vagén que vaya o la velocidad v al tomar la curva no cause presién
{uteral sobre los carriles.

El vagoén no originard ninguna presién laleral sobre los carrilos en el caso
de que'la componente f, de la fuerza de la gravedad P, no vquilibrada por la reac-
¢i6n de la via, dirigida hacia el centro dé curvatura {fig. 40), sea la {uerza cen-
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iripeta que hace inclinar al vagén. Por lo tanto, se debo cumplir la condicifn:

me?

h=Ptga=—p—, 6]

donde m os la masa del vagon. Como ¢l peso del vagén es P = myg, segin la (5),
Ya inclinacién buscada do Ya via la determinaré el dngulo « que cumpla la ecua-
cidn:
2
= 6
tga T (6)

En la férmula (6), como se ve, no entra la masa del vagén, sino solamente
el radio de eurvatura R y la velocidad ». En las vias ferroviarias cl peralte se

Fig. 40. La componcnte f; de la [uerza de
la gravedad inclina al vagén,

defermina segiin la ve]oc-id.m:l media con que los trenes toman la curva; on oste
<aso, los tremes gue van mas despacio, ejercen mayor presifn sobre el carril
interior, ¥ Jos que van a mayor velocidad, sobre ol exterior,

Fig. 41, Repulador centrifugo,

Como segundo ejemplo veamos la aceién del regulador centrifugo de péndulo
de la méquina de vapor, cuyo esquema se represesta en la fig. 41. En el extremo
superior A del drbol vertical AR del regulador, van articulados dos brazos
de igual ionglmd !, en cuyos extremos hay dos bolas pesadas €y y Ca. Con
los brazos AC; y AC, van unidos con articulacién otros dos brazos cuyos extre-
mos inferiores llevan el manguito S. El regulador gira alrededor dek eje vorti-
cal 48. Al variar la velocidad de givo, varia el dngulo de desviacién (do diver-
gencia) de los brazos A€, y ACy, o cual produce un desplazamiento del mangui-
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to §. El manguito estd vnido al mecanizmo do regulacién do la admisién del
vapor ¢n el cilindro de la maquina de vapor.

Determinemos cl dngulo de divergencia o de los brazos A€y y AC; a la volo-
cidad angular dada @ del regulador.

En la posicién inclinada del brazo AC;, la fuerza de la gravedad del con-
trapeso Cy, que es P = mg y va dirigida verticalmente hacia abajo, no la equi-
libra la reaccién del brazo. Descompongames la fuerza P en dos: N en direccién
del brazo, y f; horizontalmente. La componente N' la equilibra la reaccién
del hrazo; la componente I, es la fuerza centripeta que haco girar la bola obli-
ﬁéndolu a moverse seglin upa circunferencia alrededor del arbol AB. De esto se

educe que se debs cumplir la condici6n,

fr='molR (M
Pero de la fig. 41 tenemos que
fi=Pilga=mgiga, B =Isena,
de donde, segin la (7)

lw2sen o ‘ 1 fi?
.—_-.-—-g—. oaon,a( __)=0_

tga
g cos o’ g

Do donde obtenemos dos soluciones; primera:
i
cosa == 8y

vy segunda: sen o= 0, es deeir, o= 0. Esta segunda solucién no representa
ningdn intevés, ya que la construccién del regulador no permite el valor de
o= 0; la primera soluciéon determina ¢l valor buscado de @: con el aumento
de o sumenta el dngulo o.

§ 22, Sistemas acelerados. Fuerzas de inercia. Como hemos
visto basindonos en los razonamientos aducidos en el § 19, con
ninguna clase de experimentos mecédnicos llevados a cabo en el

——
——

o’
f~Ea r Fig. 42. La bola A queda rezagada respecto al
vagdn quo so desplaza Son movimiento acelera-
0.

LD

interior de un sistema de referencia se puede establecer si el sistema
se desplaza o no con movimiento rectilineo uniforme. Sin embargo,
una aceleracién cualquiera del sistema se refleja en los fendmenos
mecénicos que se producen en él.

Examinemos ahora mis detenidamente la influencia de la acele-
racién del sistema en los procesos gue pasan en é1. Para ello, volvamos
de nuevo al ejemplo del vagén en marcha. Supongamos que, al
principio, el vagén lleva un movimiento rectilineo a velocidad
constante v en la direccién indicada por la flecha (fig. 42). En un
tablero horizontal de la pared delantera del vagén hay una bola A
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de masa m. Consideremos que el tablero es ahsolutamente liso,
de modo que entre el tablero y la bola no haya rozamiento. Veamos
lo que ocurre dentro del vagén respecto a uno de los sistemas de
referencia siguientes: 1) respecto al relacionado con la via del ferro-
carril y 2) respecto al relacionado con el vagén. En el movimiento
rectilineo uniforme, ninguna fucrza actiia sobre la bola en ninguno
de los dos sistemas (excepto la gravedad y la reaccién en el punto
de apoyo, que se equilibran mutuamente). Supongamos ahora que
el vagdn adquiere una aceleracion w constante dirigida en el mismo
sentido que la velocidad v del vagdn: el vagén empieza a desplazarse
cada vez mds de prisa.

¢Qué ocurro con el movimiento de la bola respecto a los dos
sistemas de referencia indicados? .

Aclaremos primeramente el caricter del movimiento de la bola
respecto al sistema de referencia relacionado con la via del ferrocarril.
Respecto a la via, la bola contintia moviéndose a la velocidad primi- *
tiva v, ya que ninguna clase de fuerza horizontal actia sobre ella;
pero como el vagén empieza a ir cada vez mdés de prisa, la bola
quedard rezagada del vagén. .

De esta manera tenemos que la bola que antes estaba en reposo
respecto al tablero del vagén, ahora empieza a reshalar en direccidn
contraria al movimiento del mismo. De esto se deduce que respecto
al sistema de referencia relacionado con el vagén, la bola ha adquiri-
do una aceleracién — w.

Si admitimos que en el sistema de referencia relacionado con
el vagén (que es inercial), es aplicable la segunda ley de Newton,
la aparici6n, en este sistema, de la aceleracién se puede explicar
formalmente por la accién de una fuerza que actGia sobre la bola:

U =m(—w),

donde m es la masa de la bola (contrapeso), y — w, su aceleracién
respecto al vagdém, de magnitud igual a la aceleraciéon del mismo.
Esta fuerza ficticia que tenemos que introducir en €l sistema de
referencia acelerado para que se cumpla la segunda ley de Newton
se denomina fuerza de inercia.

Supongamos ahora que la hola del tablero se fija a la pared
del vagén con un resorte € (fig. 43). En este caso, al acelerar el
vagbn, la bola empezarid a rezagarse respecto al mismo y lo hard
solamente hasta que el resorte se extienda lo suficiente para que
la fuerza surgida en él le comunigue a la bola la aceleracién w igual
a la del vagén. En otras palabras: el resorte tira de la bola con una
fuerza f; esta fuerza esta aplicada a la bola, va dirigida en el sentido
de la aceleracion del vagén wy es de magnitud igual a mw, donde m
es la masa de la bola. Segiin la tercera ley de Newton hay una segunda
fuerza f;, = — f, aplicada al resorte y dirigida en sentido contrarie
de la aceleracion del vagon.
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Respecto al sistema de referencia relacionado con el vagon,
la bola, después que el resorte se ha extendido, permaneccri en
estado de reposo respecto al vagén. Por consiguiente, en este sistema
de referoncia, segin la segunda ley de Newton, la suma de las fuerzas
aplicadasa la bola debe ser igual a cero. Esto se cumplird, si apli-
camos a la bola la fuerza de inercia £’ y consideramos que equilibra

A T

£ I

Fig. 43. El resorte tira de In bola con la fuerza

G § en Ja direccidn del vagén en movimicnto acele-

rado, Con una fuerza de la misma intensidad 1°,
la bhola hace extenderse al resorte,

a la fuerza f con que el resorte extendido tira de ella. Esta es la
fuerza de inercia §’ = f;. De csta manera, la fuorza f; debida a la
tercera ley de Newton, y que se apliéa al resorte («enlaces» o «ligadu-
ras») en el sistema de referencia acelerado, Ia aplicamos al mismo
euerpo (bola A4). Utilizando el sistema acelerado, relacionado con
el vagbn, nosotros transformamos en estitico el problema dindmico
de equilibrio de la bola. Para ello, como sc ha indicado, consideramos
aplicada a la bola 4, no sélo la fuerza £ que actia sobre ella, sino
también la fuerza [; que actiia sobre el enlace. Esta sustitucion
del problema dindimico por el estitico se puede hacer en cualquier
caso de movimiento acelerado.

Supongamos que sobre un punto material de masa m actiia una
fuerza 1. La ecuacién del movimiento de este punto material viene
expresada por la segunda ley de Newton:

f = mw,

donde w es la aceleracién adquirida por el punto material. Esta
ecuacién se puede eseribir asi:

La magnitud f; = — mw, segin la tercera ley de Newton, repre-
senta la fuerza aplicada a los cuerpos que, al actuar sobre el punto
material que examinamos, le comunican a éste una aceleracion.
Aplicando mentalmente la fuerza I = f, al mismo punto material
vy lamdndola fuerza de inercia, obtenemos que:

f4-1'=0,

es decir, en todo instante dado, la fuerza de inercia y la fuerza aplicada

al punto material se equilibran. Este postulado se denomina principio
de D' Alembert.



§ 22. Sistemas acelerados. Fuerzas de fnercla 81

Veamos unos cuentos ejemplos mis en los que surgen fuerzas de
inercia. Supongamos que en el suelo de un ascensor hay una carga
de masa m. Siel ascensor se eleva con una aceleracién w, esta misma
aceleracién la adquiere también la earga como resultado de la presion
que ol suelo ejerce sobre ella, y que se suma al esfuerzo reactivo
que equilibra el peso de la carga. La fuerza de esta presién § = ww.
Segin la tercera ley de Newton la carga, a su vez, presionara sobre
¢l suelo con una fuerza complementaria de f, = — f, Si la carga
no reposa directamente sobre el suelo, sino en el platillo de una

I

Fig. 44. El ascensor que se desplaza hacia arriba con mo-

vimiento acelerado, comunica la aceleracién a la carga.

Sobro la carga actiua una fuerza f; con la fuerza f, de igual

intensidad que la unterior actia la carga sobre el plati-
llo de la balanza.

balanza de resorte (fig. 44), esta fuerza f, presionara sobre el resorte;
este se comprimird més y, si la aguja de la balanza, cuando no
habia aceleracién, indicaba el peso de la carga P, ahora indicari
el peso P’ = P + [’, donde " == f,.

En el caso de que ol ascensor descienda con la aceleracién w,
con la misma aceleracién descenderd junto con &l la carga. Parte
de la fuerza de la gravedad que actiia sobre la carga, le comunicard
a ésta una aceleracién. Esta parte de la fuerza de la gravedad sera
f = mw, de donde la presién de la carga sobre la balanza serd P’ —
=P-—1

En ambos casos, las indicaciones de la balanza se diferenciaran
de lo que indicaba la misma (P) cuando no habia aceleracién en
el ascensor, debido a que se trata de wn problema dinimico: movi-
miento de una cargacon aceleracién w. Respecto al sistema de referen-
cia relacionado con el ascensor, la carga continia, en ambos casos,
en reposo, y la variaci6n de las indicaciones en la balanza se puede
considerar como un cambio de peso de la carga, cambio debido
a que a su verdadero peso P se le ha afiadido la fuerza de inercia '
{dirigida en el mismo sentido que P, si la aceloracidn del ascensor w
va hacia arriba, y en sentido contrario a P, si la aceleracién w va
dirigida hacia abajo).

De manera completamente andloga se explica Ia aparicién de las
fuerzas de inercia en un sistema de movimiento circular, Sea un hombre

8=0708
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sentado en una plataforma giratoria con una piedra de masa m en las
manos (fig. 45). Para que la piedra se desplace junto con la plataforma,
es decir, describiendo una circunferencia de radio R (donde R es la
distancia desde la piedra hasta el eje de la plataforma), es necesario
comunicar a la piedra una aceleracidn centripeta w, = w*R, donde
« es la velocidad angular de la plataforma. Para ello, a la picdra
deberd estar aplicada una fuerza centripeta f = mo®R. El hombre

f’
Fig. 45. E1 hombre sentado
en una plataforma giratoria
tiru de unn pesa con la fuer-
za f para hacerla girar,

debe tirar continuamente de la piedra para obligarla a girar. Sin
la fuerza f, la piedra empezaria a desplazarse por la tangente ¢. Segiin
la tercera ley de Newton, la piedra actila sobre las manos del hombre
con una fuerza f; = — f; esta fuerza f; estd aplicada a las manos del
hombre y dirigida desde el centro de la plataforma hacia el exterior.
En el § 21 hemos denominado a esta fuerza fuerza centrifuga.

Sin embargo, si examinamos todo el proceso con respecto al
sistema de referencia que gira junto con la plataforma, la piedra,
al girar, permanece inmé6vil en este sistema, y la necesidad de apli-
carlo la fuerza £ se puede considerar como resultado de que la misma
piedra tenia aplicada la fuerza f = f,, dirigida desde el centro
de la plataforma hacia el exterior. Esta es una fuerza de inercia
anéAloga a las fuerzas de inercia estudiadas en los ejemplos del vagin
y del ascensor con aceleracion. )

La fuerza de inercia que actda en un sistema que gira, a veces
se denomina fuerza centrifuga de inercia. Y no se debe confundir
con la fuerza realmente centrifuga de que hablamos en el § 21.

En la vida cotidiana frecuentemente nos encontramos con fuerzas
de inercia. Por ejemplo, cuando el tranvia empieza a frenar brusca-
mente, o a tomar una curva a bhastante velocidad, nos lanza, respecto
al tranvia, hacia delante o hacia un lado (a Ja parte exterior de
la curva). Esto es debido a que nosotros conservamos la velocidad
que teniamos antes de que el vagén adquiriese aceleracién. Con
respecto al sistema de referencia relacionado con el vagén, estos
desplazamientos rclativos se explican por la accién de las” fuerzas
de inereia. Estas fuerzas de inercia hay que considerarlas, en cual-
quier sistema acelerado, como complementarias a las fuerzas que
acthian en el sistema inercial.



§ 23. Dependencia entre la gravedad y la latitud del lugar 83

Einstein, en la teoria general de la relatividad, intenté poner en
claro la naturaleza de las fuerzas de inercia. Segin Einstein las
fuerzas de inercia son equivalentes a las fuerzas de la gravitacién.
Nosotros ya hemos visto que la aceleracién del ascensor nos lleva
al mismo resultado que si la carga se hiciese mas o menos pesada
(seglin la direcciéon de la aceleracién w), es decir, las fuerzas de
inercia resultan equivalentes a las de la gravedad.

De esta manera resulta que la aceleraciéon de cualquier sistema
es equivalente a la aparicién en el mismo de fuerzas de gravitacién.
Sin embargo, como demostré V. A. Fok, esta equivalencia ne es
justa en los limites de grandes escalas espaciales y temporales.
El sistema inercial de referencia, es decir, el relacionado con el
conjunto de estrellas fijas, es el privilegiado, v la aceleracién en este
sistema no tiene el cardcter relativo que tiene la velocidad.

§ 23, Dependencia entre ln gravedad y la latitud del lugar. Es muy c6modo
utilizar las fuerzas de inercia para resolver diferentes problemas mecénicos de
sistemas acelerados, en particular, sistemas de movimiento circular. Un sistema

R

Fig. 46. Influencia de la rotacién do la
'.gier‘ra sobre la fucrza de la gravedad.

de movimiento circular de esta clase es, entre otros, el de la csfera terrestre,
que da una vuelta al dia. Por eso, para analizar con exactitud los diforentes
procesos mecdnicos que transcurren en la superficio de la Tierra, hay que tener
en cuenta las fuerzas de inercia debidas a su rotaci6n. Estas fuerzas son poque-
iias, por eso, en muchos casos, las podemaos despreciar y iderar aproximada-
mente, como ya se ha indicado, que la Tierra es un sistema inercial de reforencia,
No obstante, en una serivc de casos no se puede despreciar la rotacién do la
Tierra.
Examinemos la influencia de la rotacién de la Tierra cn la fuerza de la

dad. Sea un cuerpo s6lido A de masu m sitvado en la latitud @ (fig. 46). s
Resolviendo el problema respecto a un sistema de coordenadas que gire junto
con la Tierra, debemos tener en cuenta la fucrza de inorcia:

I = muwllt, (1)

donde © es la velocidad angular de la Tierra, v R; la distancia desde el cuerpo
hasta el eje terrestre. La fuerza § va dirigida perpendicularmente al eje de la
Tierra. Esta fuerza f se suma a la fuerza de la gravedad del cuerpo P, dirigida
hacia ¢l centro de la Ticrra.

G
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De aqui que el peso aparente Py, del cuerpo a la latitud ¢ sea:
P, = Py L. @)

En esta ecuaci6n, ol miembro de la derecha es una suma vectorial.
En la fig. 46, tenemos que: Ry = R cos @, donde R es ol radio de la Tierra,
de donde, segin la (1):
f = ma®R cos ¢. (3)

Esta fuerza es muy pequefia en comparacién con la de la gravedad. Efectiva-
mente, Py = mg,, de donde: -
f wiR 3
P
sustituyendo ®, R ¥ go (aceleracién verdadera do la fuorza de la gravedad) por
555 v ¥ como el coseno del dngulo ¢ siempre
< 1, tonomos que la fuerza f es mucho menor que la de la
gravedad P, Por eso, Eara determinar el peso aparente P,
segin la ecuacién (2), hacemos ol siguiente cileulo aproxima-
do: descomponomos la fuerza f en dos: f; dirigida vertical-
mente hacia arriba (para el punto dado de ’la esfern terrestre),
y 2 dirigida horizontalmente. Entonces, aproximadamente se
uede considerar que la componente f; solamente desvia la
uerza de la gravedad, y la componente iy, la hace variar sola-
mente de magnitud. De aqui gue aproximadamente tengamos:

P, = Py —fy.
Pero de la fig. 47 tenemos que f, = f cos ¢, de donde
Pyo= Py~ fcosg,

sus valores resulta quemg— =

o0, segtin la (3}
P, = Py — mw’R cos® q.

"'":"'?? Fig. 47. Determinacién del peso del cuerpo Pg a la latitud ¢.
o

Sustituyendo mg, = Py, y sacando P, fuera del paréntesis, tensmos:
cost q:r) : %)

La férmula (4) nos da la dopendencia que hay entro ol peso aparente P,y la

Py=Py (l—- ok

3
latitud del lugar ¢. La magnitud i es gonstante o igual a »il- , de modo que
(] 8
1
- -—— cps®
Py=P, (1 555 C08 tp) ; (4a)

En realidad, hay que tener en cuenta, ademds, que la Tierra no es una esfera
perfecta, sino que est4 achatada Eor los polos, lo cual acarrea un aumento de la
uerza de la irlavedad en éstos. La dependencia verdadera del peso del cuerpo
respecto a la latitud ¢ es: :

Py=P, (1—1‘?@&*«;:) :
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En el pelo, Py coincide con Py; en el ecvador, la diferencia entre P, y P, es
Ja méxima.

El dngule o que forma la direccién del peso aparente P, con el radio
terrestre, comho se ve de la fig. 47, se determina de la ecuacidn:

fu )
Py

Haciendo la sustitucién aproximada de P, por P, y teniendo en cuenta
que-fo = f sen g, obtenemos que

56N g =

i fseng =mm’R €08 p sen qo.
Py mgy

2
sen g = %{'- €0S @ Sen . )

De esta manera, la fuerza aparente de la gravedadP, va dirigida hacia el
centro de la Tierra, tanto en el polo como en el ecunador. La mayor desviacién
la tiene en la latitud

@ = 45°,

Si el cuerpo se mueve segin el ecuador a la velocidad lineal de v (calculada
segin un sistema incrcial de coordenadas, relacionado con el centro de la esfera
terrestre), sobre €l actvard vna fuefza de inercia f dirigida en sentido opuesto
a la de la gravedad, ¢ jgual a:

my”
f=—7

El valor de esta fuerza serd igual al de la gravedad Py, si
L -
R = mgp,

de donde, para v tendremos el valor de:

v= Vg_oﬁ
Como go = 981 cm/s® y R = 6370 km = 6,37.10% cm, tenemos que:

v=V/81-6,57.108 2% = 7,04.108 2L = 7,9 -1-‘-5.1-

Asi tenemos gue, i no hay fuerza de rozamiento com el aire, un cuerpo
lanzado horizontalmente a la velocidad de v = 7,9 km/s, se moverfa sobro l;n
superficie de la Tierra sin caer, es decir, como un satélite, Esta velocidad se
denomina «velocidad orbitals (sprimera velocidad clsmican).

En el movimiento de un satéiite artificial, ¢sputniks, sobre la superficie
de la Tierra a la altura % segiin una érbita circular, como es fécil de caleular
la velocidad serd moner, A la altura de b = 250 km, tenemos que v = 7,76 km/s
yala de i = 2000 km, v = 6,9 km/s./

§ 24. Fuerzas de Coriolis, Demostremos que, en un sistema que
gira, sobre un cuerpo que se desplaza respecto a este sistema, actila,
ademés de la fuerza centrifuga, otra fuerza complementaria. sta
fuerza se denomina fuerza de Coriolis (en honor del matemético fran-
cés Coriolis, 1795-1843), depende de la velocidad v* del cuerpo respec-
to al sistema en rotacién y de la velocidad angular del sistema .
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Veamos primeramente un caso particular. Sea el sistema un disco
que gira a una velocidad angular @ constante alrededor de un eje
vertical O .(fig. 48) en la direccién que indica la flecha.
Supongamos que el cuerpo @ se desplaza con movimiento uniforme
partiendo del punto 4 segin el radio OC a la velocidad o'
respecto al disco. En el tiempo A¢, el cuerpo & recorre el espacio
Al = AB = v'At. En este tiempo Atf, en el sistema fijo de

Fig. 48, Movimiento de un cuerpo segin ol
radio de un disco que gira.

coordenadas, gracias a la rotacién del disco, el radio OC gira en un
dngulo Agp = ®A¢, y el cuerpo se traslada de 4 a D. Er el sistema fijo
de coordenadas, el cuerpo a participa al mismo tiempo en dosmovi-
mientos: uno, respecto al disco a la velocidad v/, y otro, junto con el
disco que gira. La velocidad lineal de rotacién del disco es diferente
para los distintos puntos del mismo. Llamemos v, a su valor para
el punto A. Moviéndose sola&ente a la velocidad de giro v,, el

cuerpo a describiria el arco 4A" y vendria a parar al punto 4°. Al
moverse al mismo tiempo a la velocidad v, y a la velocidad relativa
v’, el cuerpo a deberia venir a parar al punto B’ (el segmento
A'B’ || AB). En realidad, el cuerps a viene a parar al punto D. Esto
ocurre debido a que la velocidad lineal de rotacién v, anmenta
a medida que se aleja el punto g del centro de rotacién. De esta
manera tenemos que, respecto al sistema fijo de coordenadas, el
cuerpo a varia constaniemente su velocidad al desplazarse segiin
el radio: se desplaza con movimiento acelerado. La magnitud de
esta aceleracién w puede determinarse por trayecto complementario

K; = BD que el cuerpo a ha recorrido en el tiempo Af. En la fig.48
vemos que:

_ As== A"B'Ag, >
0, como A'B'=Al=0v'At vy Ap=0Ai,
As=wp’ (Af)% )
Por consiguiente, el trayecto complementario As aumenta pro-

porcionalmente al cuadrado del tiempo A¢. Pero esta proporcionalidad
del trayecto al cuadrado del tiempo Af tiene lugar en el movimiento
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con aceleracién constante w (movimiento uniformemente acelerado),
en el cual

As=5 w (A1),

Comparando esta ecuacion de As con la (1), vemos que el cuerpo
a tiene una aceleracion

we=2v'a. (2)

Esta aceleracién va dirigida perpendicularmente a la velocidad
relativa v/, y, en nuestro caso, hacia la derecha. Para eomunicarle

o
A
fp‘-d—T
'\pl'
Fig. 49, Direccién de la fuerza de Coriolis en el movimiento \
de un cuerpo segiin el radio de un disco que girn.
"“---cL-/
c—

al cuerpo a esta aceleracién es nccesario aplicarle una fuerza f
dirigida hacia la derecha e igual a f = mw, donde m es la masa
del cuerpo. Si no existiese esta fuerza f, el cuerpo se desviaria, en el
sistema de coordenadas que gira junto con el disco, de su movimiento
arectilineos segin el radio del disco.

La fuerza f, de magnitud igual a la f, pero de sentido opuesto,
segiin la tercera ley de Newton, actuard sobre los enlaces o ligaduras
que mantienen al cuerpo a en su movimiento segln el radio.’ De
manera completamente andloga a los casos examinados antes de los
sistemas acelerados, consideraremos, usando el sistema de coordena-
das quo gira junto eon ol disco, que la fuerza f, esta aplicada al mismo
cuerpo a. Asi tenemos gue, al cuerpe que se mueve segin el radio
a la velocidad o' en un sistema que gira, se le aplica una fuerza «d
inercian

fa=20'0m, 3
de direccidn perpendicular a v’ (en nuestro ejemplo hacia la izquierda,
véase la fig. 49).

La fuecrza f; se denomina fuerza de Coriolis.

Demostremos ahora que la fuerza de Coriolis existe también
cuando el cuerpo a sé desplaza por el disco segiin una circunferencia
de centro en el eje de rotacién (fig. 50). Al desplazarse el cuerpo
a respecto al disco a la velocidad v, 1a velocidad total en el sistema
fijo de coordenadas es ignal a v, -+ v, donde v, es Ja velocidad lineal
de rotaciom del disco en el lugar donde se cncuentra el cuerpo 4.
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Por consiguiente, sobre el cuerpo a actia una fuerza centripeta

)2
fors m(u,.;—v)

dlunde R es la distancia del cuerpo al eje de rotacion. Desarrollando
el cuadrado, obtenemos
2 ‘.
fo=Tgt+ T2 Lo,

En el sistema de coordenadas relacionado con el disco, el miembro
mud
7?—1 determina la fuerza centrifiga de inercia originada por la

rotacién del discoa la velocidad angular o;
ey J
el miembro '1;- determina la fuerza centri-

fuga originada por el movimiento relativo
del cuerpo segiin la circunferencia de radio
R a la velocidad v'; el miembro

»
=2 "’H”" m=2v'em

determina la fuerza complementaria origi-
nada por la existencia simultinca de la
rotacién del disco y del movimiento del

Fig. 50. Movimiento
de un cwerpo segin :
una  cireunforencia  CUBTpo respecto al mismo.

coumcéntrica sobre un La fuerza f, igual a la f, pero de sentido
disco que gira. opuesto, nos-da para esto caso la fuerza de
Coriotis.

Esta fuerza, por su magnitud, coincide con la fuerza que surge
en el movimiento segin el radio [férmula (3)], y va dirigida también
perpendicularmente a la velocidad relativa,

Ahora examinemos el caso cuando el cuerpo « se desplaza a la
;e%?cidadi ]relativa v’ cuya direccién con el radio OC forma un ingulo

ig. 51).

En este caso la velocidad v’ se puede descomponer en dos: una
componente segin el radio v} = v’ cos B, y la otra perpendicular al
mismo v; = v’ sen P

A la componente v, segin la férmula (3), le corresponde la
fuerza de Coriolis fz; = 2V'® cos f - m; a la componente vy, la fuerza
Jre = 20'w sen B-m; la fuerza total de Coriolis sera:

=V i+ fe=2'om.

Asi vemos que para cualguier direceién do la velocidad relativa
obtenemos la misma ecuacién (3) para la fuerza de Coriolis.
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Por fin, examinemos el caso més general cuando el cuerpo se
desplaza segin una direccién que forma un #ngulo con el eje de
rotacion (fig. 52). Descompongamos la velo- o
cidad v' en dos: una perpendicular al eje
de rotacién v{, y otra paralela al mismo v).
Esta iltima componente no estipula ninguna
variacién de la distancia del eje y, por con-
siguiente, no puede originar ninguna clase
de aceleraciones o fuerzas complementarias.

Vi

Fig. 51. Descomposicién de la velocidad relativa on
sus componentes vy, segin el radio, y v3, perpendicu-
lar al radio.

c!

Por lo tanto, la magnitud de la fuerza de Coriolis la determina sélo

la componente v; = v’ sen a. Sustituyendo en la férmula (3) »* por

v; = V' sen @, obtenemos la ecuacién general
para la® fuerza de Coriolis.

fr=2v'wsena.m. (4>

Fig. 52. Descomposici6n de la velocidad relativa en
sus componentes vi, perpendicular al ejo de rolacién,
¥ va, scgun el eje de rotacién,

En iodos los casos, la fuerza de Coriolis va dirigida perpendicularmente
ala velocidad relativa v/ y al eje de rotacién. Para determinar el sentido de la

Fig. 53. Determinacién de la direceién y sentido de la
fuerza de Coriolis Iy,

fuerza f) introducimos en ¢l examen el vector de la velocidad angular @ (véa-
se el § 13). Entonces, la fucrza de Coriolis fy, serd perpendicular al plano que
contiene los vectores @ y v’ {fig, 53), y de mancra que, si hacemos coineidir
la direccién de rotacién de la manilla del sacacorchos con la que va desde el
veetor v hacia el vector o (segin el dngulo menor); la dircceion de la fuerza
fg la determinard la de traslacién del sacacorchos.

Utilizando las notaciones del andlisis vectorial, f, se dotermina por el
producto vectorial de v' y o (véaso el § 13):

fp=2[v X ejm. (4a)
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La fuerza de Coriolis se revela en los movimientos sobre la super-
ficie de la esfera terrestre que tiene una velocidad angular determi-
nada, debido a la rotacion de la Tierra. Supongamos, por ejemplo,

N que un fren, en el hemisferio septentrional

\i’w va hacia el norte segin la direccién de un
meridiano (punto @ en la fig. 54). En este

aso, el vector de la velocidad relativa v'
orma un dngulo agudo « con ¢l vector de
la velocidad angular ®, v la fuerza de Co-
riolis f, va dirigida segan la tangente a la
superficie terrestre hacia la derecha, si la

Fig. 54. Dircecién y sentido de las fuerzas de
Coriolis que actian sobre un cuerpo que se des-
plaza por la superficie de la Tierva.

obsorvamos poniéndonos de cara al sentido del movimiento
del tren. El tren édjerce sobre el carril de la derecha mdas presién
que sobre el de la izquierda. En el hemisferio austral, moviéndose
el tren hacia el sur (punto a en la fig. 54), v’ forma con @ un éngulo
obtuso, y la fuerza de Coriolis va hacia la izquierda respecto de
1a marcha del tren. Con la fuerza de Corolis se explica la socavacién
de la orilla derecha de los rios en el hemisferio septentrional, y la de
la izquierda, en el austral (ley de Baer). Ja causa de los vientos
alisios del noreste en el hemisferio septentrional, etec.

Otros ejemplos de la influencia de la fuerza de Coriolis en el
movimiento de los cuerpos en la superficie de la esfera terrestre
son: la desviacién hacia oriente de la vertical de los cuerpos gue
caen libremente y la desvicién del plano de oscilacién del péndulo.
Examinemos este iltimo caso més detalladamente. Supongamos,
para simplificar, que el péndulo oscila en el polo norte. Entonces,
la velocidad v’ de la pesa del péndulo todo el tiempo cs perpendicular
al eje de la esfera terrestre (siendo el hilo bastante largo) y, por
consiguiente, v’ es perpendicular a ®, donde ®, como antes, es el
vector de la velocidad angular de rotacion de la Tierra. Como resulta-
do de ello, en la pesa del péndulo actia una fuerza de Coriolis de
valor f, = 2mv’ o, situada en el plano horizontal y dirigida hacia
la derecha respecto al vector v'. Solicitada por esta fuerza, la pesa
del péndulo, a cada oscilacion se inclina hacia la derecha. Por consi-
guiente, el plano de oscilacién del péndulo gira respecto a la Tierra
seglin las agujas del reloj y efectia un 4ngulo de 2n al dia. Si el
péndulo estd situado en la latitud ¢, su plano de oscilacién gira
diariamente un dngulo de 2r sen @.

El primero que llevd a cabo la observacién de la desviacion del
plano de oscilaciéon del péndulo fue Foucault en 1851 y esto fue
la demostracién directa de la rotacién de la Tierra.



CAPITULO III

Trabajo y energia

§ 25. Trabajo y potencia. En el ambiente que nos rodea, los
cuerpos actilan unos sobre otros mediante diversas fuerzas (fuerzas
elasticas, de gravitacion, de rozamiento, etc.). El desplazamiento
de los eunerpos se realiza bajo la accién de estas fuerzas. De aqui
naturalmente, surge la necesidad de caracterizar la accidn de las
fuerzas que esti relacionada con dichos desplazamientos. En mecé-
nica, con este objeto se toma una magnitud que serd tanto mayor

i
s
Fig. 55. El trabajo lo realiza solumente la com- f :
ponento f, segdn la direccién del desplazamicn- i 1
to s I A ]
— -y

cuanto mayor sea la componente de la fuerza en la direccién del
desplazamiento y cuanto mayor sea el espacio recorrido por el punto
de aplicacién de la fuerza, Esta magnitud se denomina trabajo. Su
esencia fisica se podrd vor claramente después de establecer la relacién
entre el trabajo realizado y la variacién de la energia. Entonces se
aclarard que el trabajo es una variacion de la energia (§ 28).

En el caso elemental del movimiento rectilineo y de una fuerza
constaute dirigida segiin el desplazamiento, el trabajo es proporcional
al producto de la fuerza f por el desplazamiento s del punto de su
aplicacién:

A=kfs, (1)

donde % es un coeficiente de proporcionalidad.

En el caso de que la fuerza aplicada al cuerpo forme un dngulo
con la direceién del desplazamiento (fig. 55), descomponemos la
fuerza f en dos: una, f,, seglin la direccibn del desplazamiento,
v la otra, f,, perpendicular al mismo.

3 Sdegl'm lo dicho, el trabajo lo ejecuta sélo la componente f,, de
onde

A= kfss,
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0y como fy= fcosa,
A= kfscosa. (1a)
Suponiendo el coeficiente de proporcionalidad k& = 1, obtenemos:
A== fscosc. (2)

De esta manera tenemos que, en el caso de una direccién cual-
quiera de la fuerza, el irabajo es igual al producto de la fuerza f por
el desplazamiento s de su punto de aplicdcién y por el coseno del dngulo
o enire la direccidn de la fuerza y la del desplazamiento.

Il trabajo se caracteriza solamente por su valor numérico, por
lo tanto es una magnitud escalar.

En ol apdlisis veclorial, la magnitud escalar €, igual al producto de las
magnitudes de los vectores B y D y el coseno del dngelo formado por ellos, se
denomina producto escalar, geométrico o interno:

€= B:Dcosa,

- De la ecuacién {2) se deduce que el trabajo ¢s un producto escalar dol vector
fuerza f por ¢l de desplazamiento s.

Cuando el dngulo o < 90°, el cos o => 0, y el trabajo serd positivoe;
en este caso, la componente f, de la fuerza tiene el mismo sentido
quo el desplazamionto. Si el dngulo &> 90° el cos << 0, y el
trabajo es negativo; en este case la componente f, de la fuerza tiene
sentido opuesto al desplazamiento. Aclaremos lo dicho con ejemplos:
1) al cuerpo que descansa en)una superficie rugosa, se le aplica una
fuerza f que lo desplaza por esta superficie; la fuerza f va dirigida
en el sentido del desplazamiento y realiza un trabajo positivo. Al
mismo tiempo, al cuerpo va aplicada la fuerza de rozamientof,
y dirigida en sentido contrario al desplazamiento del cuerpo; el
trabajo realizado por esta fuerza es negativo; 2) un cuerpo sélido
so ha lanzado hacia arriba, la fuerza de la gravedad va dirigida
hacia abajo, es decir, en®sentido contrario al del movimiento; el
trabajo de la gravedad es' negativo; 3) un cuerpo sélido cae; en este
caso la gravedad tiene el mismo sentido que el movimiento del
cuerpo, por lo tanto, el irabajo de la fuerza de la gravedad es posi-
tivo; 4) un cuerpo, solicitado por una fuerza centripeta se desplaza
uniformemente por una circunferencia; en este caso la fuerza en cada
instante es perpendicularla la direccién del movimiento (& = 90°,
y el irabajo, segin la férmula (2), es igual a cero.

Veamos ahora el caso cuando la fuerza no es constante y el movi-

miento es curvilinee. Tomemos un arco elemental As tan pequefia
que se pueda considerar que coincide con su cuerda As. Sea f; la
S

componente de la fuerza f segin la tangente al arco As. Entonces,
valor de f, en el trayecto As se puede considerar constante, y el
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trabajo elemental AA, realizado en este trayecto, serd
Ad =7, As.
Todo el trabajo A realizado en el trayecto finito s, lo obtenemos

dividiendo el trayecto s en elementos infinitamente pequeiios As,
determinando los trabajos elementales A4 y suméandolos:

A=73 f.s. 4)

El trabajo total 4 se puede representar graficamente. Tomemos
como abscisas los desplazamientos s (fig. 56), y como ordenadas los

Fig, 56. Grificamente el trabajo viens
determinado poro ol drea de la figura
ABC.

correspondientes valores de la componente f, de Ia fuerza. Suponga-
mos que la curva AB representa los valores de estos componentes f,
para los distintos puntos del trayecto de un caso particular. Divida-
mos toda la longitud del trayecto, representada por el segmento OC,
en segmentos elementales As. El trabajo elemental AA realizado en
uno de estos segmentos As es ignal a f,As, es decir, se representa por
la columna rayada en cruz. Todo el trabajo en el trayecto § serd
igual a Ia suma de los trabajos elementales A4, es decir, graficamente
se representa por toda la superficie rayada de la figura, 04 BC.

Determinemos el trabajo realizado cuando el cuerpo estdi solicitado al
mismo tiempo por varias fuerzas iy, fa, fg, ete. (fig. 57).  El trabajo elemental
AA de la resultante serd !

Ad = feos 5 As,

donde f es la resultante de las fuerzas f;, fg, f

I s ¥ acsel dngulo que esta resultan-
te forma con la direccién dol desplazamicnto As. La magnitud f cos o es la

b
/ £, £ Fig. 57. El trabajo de la fuerza resul-
i tante f os igual a’la suma de los tra-
é-_g:ﬁ A ] o bajos de las i|.1crfzusr componentes fy,
o 2 T

proyeccion f, de la fuerza f en la direccién s. Pero nosotros hemos visto (§ 20}
que la proyeccién del vector resultante en una direccién cs igual a la suma de las
proyecciones de sus componentes en la misma direccién, de donde

fs = fra =+ fog + fgs
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¥ por consiguiente,
AA = foAs = fighs - fzeds + fashs,
es decir, el trabajo de la resultante cs igual a la suma algebraica de los trabajos
de las compunentes,
_ Utilizando este lema, podemos transformar la ecuacién del trabajo de la
signiente mampera: descomponemos la fucerza I, que aetiia en cicrta direccién,

en sus compopentes segin los ejes coordenados, fy, fy, /2 ¥ cntonces, segin lo-
demostrado:

AA = f, cos ayAs 4 f, cOS ct2fs - f; cosa gAs,
donde @, a3, ¥ @, con los dngulos correspondientes formados por las componen-
tes de las fucrzas f,, f, ¥ f;, ¢on la direceién del desplazamiento As. Las com=
gonentes fxr fy ¥ [, coinciden en dirceeién con los ejes de coordenadas X, Y, Z,
o doude Ascos oy = Az, As cos gy = Ay ¥ Ascosg g = Az, donde Az, Ay
]3:, Mlson las proyecciones del desplazamiento As sobre los cjes de coordenadas.
or lo tlanto:

AA = fyhz+ [y by [0z (3)

Para una fuerza variable, se debe tomar un desplazamiento infinitamente
pequeio ds con sus componertes dr, dy v dz; entonces Lendremos:

M_—‘fxdx"l‘“fydy"{"fzdz' (Sa)

Todo el trabajo en un desplazamiento finito s se expresard por la suma de
los trabajos clementales dA, es decir, con una integral curvilinea:

Ly
A= S (fx B2+ Ty dy+ 2 42), ©
By

dondo B, y Bz son, respectivamente, los puntos inicial y final del trayecto s.

En la préctica, frecuentemente es muy importante saber, ademis.
del trabajo realizado por las fuerzas, el tiempo en que se ejecuta.
Est4 claro que, de dos mecanismos que hagan un mismo trabajo,
se considerara mejor el que lo realice en menos tiempo. Por eso,
junto al trabajo se introduce una nueva magnitud denominada
potencia. Se denomina pofencia W la magnitud fisica directamente
proporcional al trabajo AA e inversamente proporcienal al intervale
de tiempo At en que se ha efectuado este trabajo:

A
S 7y

donde % es un coeficiente de proporcionalidad. Suponiendo k& = 1,
tenemos:

W=k

AA
w=22 (Tay

Si la fuerza varia con el tiempo, la potencia también varia;
en este caso conviene hablar de la polencia instantdnea, entendiendo
por tal el limite a que tiende la relacién AA/Af al disminuir infi-
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nitamente el intervalo de tiempo Az

2 Ad
Segiln las notaciones del cdlculo diferencial, tendremos:
dA
W= e (8a}

es decir, la potencia es igual a la derivada del trabajo respecto al
tiempo.

Como el trabajo elemental AA = f,As, tendremos, segn (8)
W =Lim (ﬂ‘-) = fo-lim (—i—j) pero el lim (g;)=,,,

At VA2 At Af)
donde v es la magnitud de la velocidad instant4nea. De donde:
W=f-v, (9)

es decir, la potencia instantinea es proporcional al producto de la
proyeccién de la fuerza sobre la direccién del movimiento por la
velocidad.

Debido a la importancia prictica de las magnitudes del trabajo
¥ de la potencia, histéricamente ha surgido una gran cantidad de
unidades para medirlas. Citémoslas.

1) Unidad de trabajo en el sistema CGS. Utilizando 1a ecuacién 2y
en la cual suponemos o = 0, obtenemos que por unidad de trabajo
en ¢l sistema CGS se toma el realizado por una fuerza de una dine
cuando su punto de aplicacién se desplaza 1 cm en la direccién de la
fuerza. Esta unidad de trabajo se denomina ergio.

Ademds se usa una unidad mayor de trabajo, el julio:

1 iulio =107 ergios.

2) En el sistema MKS, por unidad de trabajo se toma el realizado
por la fuerza de 1 rewton en el trayecto de I m. Como 1 N = 10° dinas,
¥y 1 m = 10* cm, esta unidad de trabajo es igual a 107 ergios, es
decir, 1 julio.

3) Enr el sistema préctico de unidadés, por unidad de trabajo se toma
el Fealizado por la fuerza de I kgf en el trayecto de I m. Esta unidad
de trabajo se denomina kilogrametro (abreviadamente kgm).

Como 1 kgf = 981 000 dinas, y 1 m = 100 e¢m, tenemos que
1 kgm = 981 000-100 ergios = 9,81-107 ergios = 9,81 julios;

1 juliom—g-%i— kgm=0,102 kgm.
4} Unidad de potencia en el sistema CGS. En el sistema CGS,

por unidad de potencia se toma la de un mecanismo que realiza el
trabajo de 1 ergio en 1 s. DEsta unidad se denomina ergiols.
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Ademis de la unidad de potencia ergio/s, se emplea otra
mayor denominada vatio:

1 vatio=107 ergios/s=1 julio/s.

Asi tenemos que un mecanismo que realice un trabajo de 1 J en
4 g, tiene una potencia de 1 W.

100 vatios es 1 hectovatio (hW),
1000 vatios es 1 kilgvatio (kW).

5) En el sistema MKS, por unidad de potencia se toma-la de un
amecanismo que realiza el trabajo de 1 julio en 1 s, es decir, 1 vatio.

6) En el sistema técnico, por unidad de potencic se toma la de un
mecanismo que realice el trabajo de I kgm en 1 s. ‘Esta unidad de
potencia se designa abreviadamente por kgm/s.

Esta claro que:

1 kgm/s=9,81 vatios,
1 vatio=§-iﬁ kgm/s= 0,102 kgm/s.

Ademas, histéricamente se cred la unidad de potencia denominada

«caballo de vapor»®), igual a 75 kgm/s. Asi tenemos:

1 CV=75 kgm/s=T36 vatios={0,736 kilovatios.

7) En la practica actual, frecuentemente se emplean, ademis,
las dos siguientes unidades de trabajo:

a) la unidad igual al trabajo realizado durante 1 hora por un
mecanismo de potencia constante igual a 1 hectovatio. Esta unidad
de trabajo se denomina hectovatio-hora:

1 hectovatio-hora==100 vatios.-3600 s=23,9-10°% julios;

b) la unidad igual al trabajo realizado durante 1 hora por un
mecanismo de potencia constante igual a 1 kilovatio. Esta unidad
de trabajo se denomina kilovatio-hora:

1 kilovatio-hora == 1000 vatios.3600 s=3,6.10° julios.

Veamos unos cuantos ejemplos de determinacién del trabajo de la potencia.

Ejemplo 1. Un tren de traccibn eléctrica de 500 tf de peso recorre con
movimiento uniforme un trayecto de 3 km cuesta arriba con una inclinacidn
de 4 m por 1 km. El coeficiente de rozamiento es % = 0,002,

Determinar: a) el trabajo realizado por el tren; b) la potencia desarrollada
por el mismo sabiendo que el trayccto de 3 km ha sido recorrido en 5 min,

*} Como término medio, trabajando largo tiempo, un caballo produce,
ofectivamente, una potencia de unos 75 kgm/s; sin embargo, en un pequeio
intervalo de tiompo, un caballo puede desarrollar una potencia de varios
<caballos de vapors.
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Solucidn. El trabajo se realiza en sontido contrario al de la fuerza
de rozamiento:
Pr = Py,

donde Py es la presidn que ejerce el tren sobre la via (fig, 58), v contra la com-
ponente de la fuerza de la gravedad P, paralola a la via. Asi tencmos quo ol

trabajo buscado 4 es
A = (P} Py)s. {1G)
Dc la fig. 58 tenemos quo
Py = Pcosa; Pz= Psen a,

donde P es el peso del iren y @ el 4ngulo de inclinacién de la via respecto al
horizonte.

Fig. 58. Eltrabajo se realiza en senti-

do contrario al de las fuerzas do roza-

miento y de_ la componcnte P, que
tira del tren hacia atrds.

Colacando estos valores de Py y 2, enla (10), tenemos
A = P (xcos a-l- sen a)s. (11}

Las magnitudes sen « y cos o se determinan de la condicién de que la pendiente
¢s de 4 m por km de via, de donde

4
sen @ -ﬁ)ﬁen‘oo«z y cosz="T/1—sen? &= /10,0042 =0,99992,
s decir, aproximadamento la unidad. Después, segiin la ccuacifn (11), tonemos

que: .
A = 5.108 (0,002 - 6,004)-3,000 kgm,
de donde
A = 09.10% kgm = 8,83+10° ] = 8,83.40* kJ.
La potencia buscada serd

8,83.104

A

2,04.102
W="ﬁ'.“7“3F CvV =399 CV.

Ejemplo 2. Determinar el trabajo realizado al comprimir un resorte
reduciendo su longitud on 10 c¢m, si se sabe que la fnerza es proporeional a la
compresién del resorte y que para reducirlo en 1 em es necesario aplicar una
fuerza de 2 kgf.

Soluecién. Estoesun caso de trabejo de una fuerza variable; In fuerza
aumenta proporcionalmente a la compresién del resorte. Llamando s a esta
reduccién de longitud tenemos que la fuerza es

f=ks, (12)
T=0705
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donde % es un coeficiente que se determina por ¢l grado de rigidez del resorte.
Grificamente, la dependencia do la fugrza f respecto a la reduceién de lon-
(gili‘unlag)so representa por la recta 04 que pasa por el origen de coordenadas
ig. 59).
5i el resorte se ha comprimido en la magnitud &, esta magnitud represen-
targ el trayecto en que la fuerza variable que estudiamos, ha realizado el tra-

Fig. 52, Bltrabajo de las fuerzas clasticas deun
rosorte oxtendido o comprimido cs igual al drea del
tridngulo 0AB.

bajo. Segdn lo dicho en la&;’.-ig_ 91, el trabsje vienc representado por la super-
ficie rayada de la figura. Como esta figura es un tridngulo, su superficic scra
igual a — 2 y pero OB = § ¥y AB = ks, de donde el trabaje buscado scrd
ks.s  ks?
3 5. (13)

= =

El valor & lo determinamos, segin la {12} de la condicibén de que f = 2 Lpi
siendo s = 1 em; sin ombargo, prefiriondo utilizar el sistema técnico, tomare-
mos s on o, entonces 8 = 0,0l my

f 2

k=4 =g-o7 kel/m =200 kgt/m.

Colocando este valor de & en la (13) obtenemos

i 2
A=£—g!.'l)_- kpm =1 Jkgm.

§ 26. Energia cinética de wun sistema mecdnico. Ll cuerpo
considerado como un punto material, quo se desplaza solicitado
por una fuerza, varia la velocidad. El trabajo de la fuerza apli-
cada estd relacionado con la variacién de la velocidad del cuerpo.
Esta relacién se expresa mediante la magnitud fisica denominada
energia cinética del punto material.

Para determinar la energia cinética de un punto material cal-
culemos primero el trabajo que hay que realizar para variar la velo-
cidad del punto material de masa m desde el valor v hasta el valor
vy. Para ello apliquemos al punto material una fuerza constante f
paralela al vector velocidad v,, fuerza que, en cierto intervalo de
tiempo ¢, varia la velocidad desde el valor vy hasta el v,. En este
intervalo de tiempo ¢, el punto material recorre un trayecto s, y la
fuerza f realiza el trabajo

A=fs. (1)
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Debido a la constancia de la fuerza, el movimiento serd uni-
formemente acelerado, y su aceleracion

—v
w=“a!!‘

por consiguiente, la fuerza sera
femw=m2%, (2)

EI trayecto recorrido por el punto material en el tiempo ¢ lo
determinamos en funcién de la velocidad media v = '”";”’ , de

donde obtenemos

S==2-it£—’f.

Colocando los valores hallados de la fuerza § y del trayecto s,
segln la (2) y la (3), en la férmula (1), tenemos gue

otz Tatry o (e—ry) (matvy)

de donde
Wog T (4)
Asf tenemos que el trabajo de la fuerza f es igual al incremento de la

magniiud %’f, que se denomina energia cinélica. Designemos la energia
cinética por E.:

v?
E.= 2L (5)
Entonces, la ecuacién (4) se puede escribir asfi:
A=Ey —E, =AE,. (6)

De la ecuacién (4) se deduce que, para que el cuerpo que se despla-
za ala velocidad v se pare (v, = v, vy = 0), la fuerza que se le aplica
debe realizar un trabajo negativo igual a la energia cinética del cuerpo
E. = mv*/2; y viceversa, para comunicar a un cuerpo de masa m una
velocidad v, la fuerza aplicada deherd realizar un trabajo positivo
igual a mu?/2. :

Si en la expresion my?/2, todas las magnitudes estin expresadas
en unidades del sistema CGS, es decir, m en gramos, v en cm/s,
la encrgia se expresard cn ergios, En el sistema técnico v se expresa
en m/s y m en unidades técnicas de masa (iguales a 9,81 kg), la
energia resultard en kgm. En la prictica frecuentemente so emplean
sistlemas mixtos: la velocidad v se expresa en m/s, la masa m en
kg, ¥ la energia E . se quiere obtener en kgm. Entonces, en la formu-

i
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la (5) se debe introducir un coeficiente de proporcionalidad %, que
en nuestro caso serd igual a ﬁ, asi tenemos:

ki 2
E. (kgm) = 2L L EUIE,

La ecuacién (4) también se puede obtener ficilmente para el case cuando
la fuerza es variable y e} movimiento curvilineo. Supongamos que en un peque-
fio intervalo de tiempo cualquiera At el cuerpo recorre un trayecto elemental As
{fig. 60). El trabajo A4 realizado en este trayeeto serd

A4 = fcos a-As, M
donde o.es el dngule que forma la fmerza f con la direccién del desplazamiento As.
Segiin la segunda loy de Newton, I = m.w, donde w es la aceleracién ori-

As

Fig. 60. Trayecto eclemental As reccorrido en el movi-
miento curvilineo.

f

sinada por la fuerza que estudiamos; la direcci6n dol vector w coincide con la
e la fuerza I, De aqui que la ecuacion (7) la podemos escribir asi:

AA = mw cos aAs, (8)

La magnitud w cos « es la proyeccidn del vector aceleracién sobre el desplaza-
miento elemental As, que coincide, en direccidn, con la tangente a la_trayocto-

ria. Asi, w cos o es la componcnte tangencial de la aceleraci6n, wy, la cual es

igual a Av/At, donde Av es la variacién del valor de v. Colocando este valor de
w cos ¢ en Ja (8), obtenemos que

Av
Ad=m A As.

Por fin, observando que As = vAz, hallamos que
AA = mvAv. (9)

Para obtener el trabajo total 4 realizado en un trayecto finito s, hay que
sumar los trabajos elementales (9):

Am ¥ A= modv,

Sacando la masa m, como magnitud constante, fuera del signo de la suma,
obtenemos
A=m 2 v Av, (9a)
Para calcular esta suma, supongamos que la variacidn de la velocidad es
infinitamente pequeiia, entonces sustituiremos la suma por la integral
o8
A=m j v dv,

vy
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tomada entre los limites de la velocidad correspondiente al comienzo del trayec-
to vy y la correspondiento al final del mismo vy. Integrando obtenemos

]
s Ay mv]  mof ; ’E;: muf
mS vdv—m[z]“— T de donde A= —oyk
vy

Veamos unos cuantos ejemplos de determinacién de la energia cinbtica.

Ejemyplo 1. Un tren de 600 tf de peso sale de la estacién y al cabo de
5 min después de la salida ticne una velocidad de 60 km/h, habiendo recorrido
2,5 km. §Qué potencia media ha desarrollado la locomotora, si el coeficiente
de rozamiento » es constanto e igual a 0,005?

Solucién, El trabajo realizado por la locomotora consta del efectuado
para vencer la fuerza de rozamiento y del empleado para comunicar al tren la
energfa cinética correspondiente, de tfonﬂa

v
A=f, s+-ﬂl2— ,

donde f, == %P ¢s Ia fuerza de rozamiento, m es la masa del tren y v la velocidad
al final del trayecto s.

De aqui que la potencia buscada sca

A g . mod
WoTF=xbgtg

0
_ : 2,5.108  6.108.(16,7)2
W-—0,0ﬂﬁ 6.108. 300 m=5,3-10‘ kgm}s.
4]
w231 ¢y = 700 cv.

Ejemplo 2. Determinar la velocidad adquirida })O!l' las bolas después
de un choque contral perfectamente eldstico; las masas de las bolas son my y m3
v sus velocidades respectivas antes del choque, ¢y ¥ vs.

S8olucién. Designemos las velocidades de las bolas después del choque
r vy ¥ va. El cardcter perfectamente eldstico del choque significa que la suma

. gg las epergias cinéticas de las bolas después del choque debe ser igual a la suma

de las energfas cinéticas de antes del choque:

myvyd | mava® m:
RCULHELEC SN UL (10)

Ademés, debe cumplirse la ley de la conservacién de la cantidad de movi-
miento (véase el § 20), sepiin da cual:

m v + mgv; = myvy - mavy, (11%)

* Hay ?ue tener en cuenta que la igualdadi{10) tiene carécter escalar; esta
couacién seria justa también en el caso de un choque no central, es decir, cuando
las velocidades », v vy de las bolas tienen diferentes direcciones. En cambio, la
igualdad (11) tienc cardeter vectorial; en la forma gue se cita en el texto, es
justa solamente para el choque central, cuando todas las velocidades, vy, vs,
v} ¥ v, van dirigidas segiin una misma recta,
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Resolviendo las dos ecuaciones (10) y (41) respecto a las dos incdgnitas
v] ¥ v5 ballamos que

o1 (M —ma) vy +2mavy (my— my) va--2myvy
% my-+ ma H my-my

Ejemplo 3. Determinar la pérdida de energia cinética en el chogue
central ineldstico de dos bolas, Las masas de las bolas son my y ma v sus velo-
cidades antes del chogque, vy v va. :

Solucién. La cnergia cinética de las bolas antes del choque es:

v§=

12)

g vl | mag
Egy= 5 -+ 9

Después del golpe ineldstico, ambns bolas se deslizan a la misma velocidad
v’, que es igual (véase el § 20) a:
v o MU Moy
¥ my+ms 43
La variacién de la energia cinética en el golpe ¢s igual a:
_ {mg-mo) v'2 myvy | mavd
AE=Egy—Ee;— 4 —( (i T) .

Sustituyendo en esta ecuaeién »' por su valor segin la (13) hallamos que
iy (g — v}
2 (my+mg)

Por lo tanto, en el choque ineldstica de las bolas se produce una disminu-
cion de la energia cinética. Esta pérdida de energia cindtica se ha invertido
en realizar el trabajo de deformacién inclistica de las bolas durante el choque.

Al fin y al cabo, este trabajo se ha transformado en calor elevando la tompera
tura de las bolas.

AE = ma (14)

Pasando del estudio de un punto material, al de un sistema de
puntos materiales, aplicaremos la ecuacién (4) a cada uno de los
puntos del sistema: E
mu;f‘z ml}?l
2 R

Aqui el subindice { denota el punto material dado, y 4; expresa
el trabajo de las fuerzas aplicadas a este punto.

Energia cinética £, del sistema se denomina la suma de energias
cinéticas de todos los puntos materiales que forman ol sistema:

£ 3ol 116)

Ay (15)

Sumando los miembros de la igualdad (15) para todos los puntos
materiales, tenemos: :

Epy—Ey=A, (17)
donde 4 = 31 A4, es la’suma de los trabajos de todas las fuerzas
i
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aplicadas a todos 1os puntos materiales gue forman el sistema.
La ecuacién (17) expresa una de las leyes fundamentales de la mecé-
nica: la variacidn de le energia cinética de un sistema es igual al
trabajo de todas las fuerzas aplicadas a los puntos materiales que
do forman.

§ 27. Energia potencial de un sistema mecinico. Supongamos
que el cuerpo considerado como punto material se desplaza de un
lugar a otro actuando sobre los cuerpos que le rodean y al mismo
tiempo siendo solicitado por ellos. Por consiguiente, sobre este

Fig. 61. Determinacién del trabajo de la
fuerza de la gravedad.

cuerpo actian ciertas fuerzas. In este caso se dice que el cuerpo
se desplaza en un campo de fuerzas. El cardcter de las fuerzas que
actfian sobre ¢l cuerpo que examinamos puede ser muy variado,
por ejemplo, estas fuerzas pueden ser las de la gravedad, de roza-
miento, eléctricas, etc.

Veamos cl trabajo realizado en el movimiento del punto material
por un campo homogéneo de la fuerza de la gravedad. Esta clase
de campo (campo gravitatorio) lo tenemos cerca de la superficie
de la Tierra, donde la gravedad pricticamente no depende de la
altura sobre la superficie de la Tierra (mientras la altura % sea
pequeiia comparada con el radio de la esfera terrestre ). Supongamos
que el punto material se desplaza segin cierta curva BB, (fig. 61).
Dividamos esta curva en segmentos elementales tan pequeiios, que
cada uno de ellos se pueda considerar rectilineo. Entonces, el tra-
bajo elemental AA realizado al desplazarse segiin el segmento As,
serd AA = PAs cos o, donde P es el peso del cuerpo, y o el dngulo
que forma la direccion de la fnerza de la gravedad conla del despla-
zamiento. De la fig. 61 se ve que Ascosa = Ak, donde Ak es la varia-
cion de la altura al efectuarse el desplazamiento As.

Todo el trabajo de desplazamicnto desde el punto B, hasta el

B, serd:
A=Y Ad =3 PAh=P 3 Ah,

pero ZAk es el segmento 2 que indica la diferencia de altura de los
puntos By y By; por lo tanto:

A= Ph, (1)
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es decir, el trabajo de la fuerza de la gravedad en el desplazamiento
de un cuerpo segln una curva cualquiera es igual al trabajo en el
desplazamiento del cuerpo por la vertical, a una distancia &, igual
a la diferencia de alturasdelos puntos inicial y final del trayecto del
cuerpo. £l trabajo en el campo de la fuerza de la gravedad no depende de
la forma ni de la longitud del trayecto, sino solamente de la diferencia de
altura entre el punto inicial y el final.

Pero resulta que en la naturaleza existen otras fuerzas, ademéas
de las de la gravedad, que poseen también esta propiedad en que el
trabajo de las fuerzas en el desplazamiento de un punto material
depende solamente de las posiciones inicial y final de los puntos
materiales, y no de la forma del trayecto ni de la velocidad con que
se mueven, Istas fuerzas se denominan jfuerzas potenciales. En el
movimiento de un punto material en un campo de fuerzas potencia-
les, se puede introducir el concepto de energia potencial, cuya dife-
rencia determina el trabajo de las fuerzas. Sea un punto material
que se traslada desde cierto punto (I) del espacio a otro punto (2),
y Hamemos A,,» al trabajo que roalizan en este desplazamiento las
fuerzas que lo solicitan Segiin lo dicho, para las fuerzas potenciales,
este trabajo se caracteriza solamente por las posiciones de los puntos
inicial y final del trayecto, es decir, de las posiciones de los puntos
() y (2). Esto significa que la posicién del punto material en el
campo de las fuerzas potenciales se puede caracterizar mediante
una magnitud £, tal, que el trabajo A,, , sea igual a la diferencia
de los valores Ep; y Eps, que toma E, en los puntos (Z) y (2):

Em—Eps='As.z (2)

La mugnitud E, se denomina energia potencial.

La igualdad (2) solamente determina la diferencie de las energias
potenciales de dos puntos; la propia energia potencial se puede
determinar, si convenimos en tomar como valor cero el valor de la
energia potencial de un punto cualquiera del espacio.

Como ejemplo, determinemos la energia potencial de un punto
material en un campo de fuerzas de la gravedad. Segin la ecuacién
(1), el trabajo de las fuerzas de la gravedad al desplazarse un cuerpo
entre dos puntos del espacio By y B3, de los cuales el segundo se halla
a una altura A por debajo del primero, es igual a A = Ph, 0 4 =
= mgh, si llamamos m a la masa del cuerpo, y g a la aceleracién
de la gravedad. Llamemos &, ala altura del punto B,, contando a par-
tir de cierta altura cero, y &, a la del punto B,. Entonces A = A; —
—hyy -

A=mghy—mghs.

Por otro lado, segfin la férmula (2), tenemos que:
A=E—E,;
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Si convenimos en tomar como cero el valor de la energia potencial
del punto a la altura %, = 0, de la comparacién de las dos i{iltimas
ecuaciones tenemos:

Eypp=mgh, (3)

Por consiguiente, la energia potencial de Uun cuerpo de masa m
elevado a la altura %, es igual a mgh, si hemos convenido que la ener-
gia potencial de un cuerpo que se halla en la superficie de la Tierra
es igual a cero. Si el cuerpo cae desde la altura k, la fuerza de la
gravedad realiza un trabajo positivo A = Ph. La energia potencial,
en este cago, disminuye. Al elevar un cuerpo a la altura %, el trabajo
de las fuerzas de la gravedad es negativo. En este caso, de la igualdad
(2), obtenemos que Epy — Ep, << 0, es decir, la encrgia potencial
aumenta,

Como segundo cjemplo veamos la energia potencial de un resorte
comprimido. En el ejemplo 2 del § 25 hemos visto que el trabajo que
hay que invertir en redzucir la longitud de un resorte eldstico en la
magnitud s, es 4 =k—;—, donde & es el coeficiente de rigidez del
resorte. In esta misma magnitud aumenta la energia potencial
del resorte. 8i la energia potencial de un resorte no comprimido la
consideramos igual a cero, la del resorte comprimido reduciendo
su longitud en la magnitud s serd:

ks
Bomg
Aqui la energia potencial es proporcional al cuadrado de la reduccién
del resorte.

Pasemos a examinar los sistemas de puntos materiales. Primera-
mente supongamos que el sistema estd aislado, es decir, que sus
puntos actian solamente unos sohre otros sin ser solicitados por los
cuerpos exteriores al sistema. Supongamos que las fuerzas de accién
mutua de los puntos materiales dependen de las distancias entre
ellos, y convengamos en llamar configuracidn de un sistema la dispo-
sicién determinada de sus puntos materiales. Cualquier desplazamien-
to de upos puntos respecto a otros, acarreari una variacién de la
configuracién del sistema. Al pasar el sistema de una configuracién
cualquiera (Z) a otra (2), las fuerzas que actiian sobre todos sus
puntos materiales, efectuardn un trabajo que designaremos por 4, ..
Si todas las fuerzas tienen caricter potencial, el trabajo 4,,; depen-
derd solamente de cudles sean las configuraciones inicial y final del
sistema. En este caso, el trabajo A . puede considerarse como la
diferencia de energias potenciales del sistema correspondientes
a las configuraciones (I) y (2):

Al 2=Ep_l_Ep2- (4]
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Como antes, la ecuacién (4) determina solamente la diferencia
de energias potenciales. Para determinar la propia energia potencial,
hay quc considerar igual a cero la energia de una determinada con-
figuracién del sistema.

El ejemplo arriba estudiado de energia potencial de un cuerpo
en el campo de la fuerza de la gravedad de la Tierra, se puede consi-
derar también como ejemplo de energia potencial dec un sistema con-
junto formado por la Tierra y el cuerpo pesado que se cstudia. Bn el
caso de caer el cuerpo pesado desde la altura %, la configuracién
inicial serd la formada por la Tierra y el cuerpo a la altura k sobre su
superficie; y la configuracién final, la formada por la Tierra y el
cuerpo en su superficie. Kl trabajo de la fuerza de la gravedad serd
la diferencia de las energias potenciales de estas dos configuraciones:

_ Ara=FEp—Ep.

Observemos una vez mis que la ecuacién (4) solamente tiene
sentido si ol trabajo de las fuerzas no depende de ¢émo se efectia el
desplazamiento de los pantos materiales al pasar el sistema de una
configuracion a otra. Esta condicién no siempre se cumple.
No todas las fuerzas que encontramos en la naturaleza son potencia-
les. El trabajo de las fuerzas de rozamiento, por ejemplo, depende
de la longitud del trayecto recorrido. Por eso, cuando hay fuerzas
de rozamiento, no se puede expresar el trabajo como la diferencia de
cnergias potenciales.

§ 28. Leyes (principios) de la conservacion y de la variacién
de la energia mecénica de un sistema. Supongamos que tenemos un
sistema aislado de puntos materiales en que actian solamente fuer-
zas potenciales. El estado del sistema vendrd determinadv por su
configuracién y velocidades de los puntos materiales gue lo forman.
Al pasar el sistema de un estado @ otro, las fuerzas aplicadas a sus
puntos materiales realizan un trabajo que llamaremos de nuevo
Ay, 5. considerando que el subindice 1 se refiere al estado inicial
del sistema (f), y el 2, al final (2). En cada uno de estos estados, que
se diferencian por las velocidades y disposicién de sus puntos mate-
riales, el sistema se caracterizara por las correspondientes magnitudes
e la energia cinética E.; y E,» y de la energia potencial Ep, y Epa.
Entonces, el trabajo A,, . puede expresarse de dos maneras: por la
diferencia de las energias cinéticas

A!,a:Eca“" el (1)
o por la diferencia de las energias potenciales
A’.iﬁEp['—Epg (2)

De cstas dos igualdades tenemos
Eoy+Epy=Eqy+ Ep,. (3)
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La suma de las energias potencial y cinétlica de un sistema se deno-
mina energia mecdnica lotal E del sistema:

E.:+Ep=E, {4)
lo cual permite escribir la igualdad (3) de la forma siguiente:
£y =L, ()

es decir, tenemos gue la energia total de un sistema aislado en que
actiian solamente fuerzas potenciales permanece constante. Esta con-
clusién se denomina ley (principio) de la conservacidn de la energia
mecdnica. Es una de las consecuencias m#s importantes de los
principios fundamentales de la mecéinica.

Al pasar de un estado a otro, pueden variar las energias cinética
y potencial por separado, pero su suma seguird siendo constante.
8i, por ejemplo, ha aumentado la energia cinética en cierta magnitud
AE,., en la misma magnitud AE, = AFE, debe disminuir la energia
potencial. No obstante, hay que recordar gque la ley de la conserva-
cién de la energia mecdnica en un sistema aislado, se cumple sola-
mente cuando las fuerzas que actian en el sistema son potenciales.
8i hay fuerzas no potenciales, como, por ejemplo, fuerzas deroza-
miento, la suma de energias cinética y potencial no permanecerd
constante, La generalizacién de la ley de la conservacion de la ener-
gia para un sistema cualquiera se expondri en el § 68,

Veamos el caso de la caida de un cuerpo, despreciando el roza-
miento. '

Sea un cuerpo de masa m elevado a la altura k. Su energia poten-
cial serd

Ep,=mgh.

A medida que el cuerpo vaya cayendo de la altura k, su energia
potencial disminuye; pero el cuerpo adguiere velocidad y, por
consiguiente, energia cinética. Al final de la caida, esta energia
cindtica serd

2

o

donde v = V2 gh es la velocidad con que el cuerpo llega a la

Tierra. Colocando este valor de v en la ecuacién de la energia ¢inéti-
ca, hallamos que

Eye= -nl:%g—k-m mgh.,

es decir, al final de la caida, en lugar de la energia potencial, tienc
una cantidad de energia cinética igual a la potencial que tenia.
La energia ha pasado de una forma a otra, pero la cantidad total
sigue sin variar.
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Para un sistema mecénico cerrado, la energia total E, igual
a la suma de la energia cinética E, y potencial Ey, se conserva cons-
tante:

E=E 4 Ep=const.

La disminucion de la energia cinética lleva al aumento de la
potencial, y viceversa. Como en el caso de la piedra que cae, en ek
caso general de un sistema mecanico cerrado, los procesos se reducen
al paso de ]a energia cinética a la potencial y viceversa.

Supongamos que, en un sistema mecénico cerrado, primeramente
todos los cuerpos estin en reposo. Entonces E. = 0 y la energia
potencial E,, = E, es decir, es la reserva total de energia. Como la
energia cinética E. siempre es positiva, solamente podrd surgir
a costa de la disminucién de la energia potencial E,. De esto se
deduce que si en el momento inicial la energia potencial E), tiene
el valor minimo posible y los cuerpos que forman el sistema mecanico
se encuentran en reposo (E, = 0), posteriormente no podrdn ponerse
en movimiento, ya que, sin la accién de fuerzas exteriores, no puede
surgir energia cinética E.. En otras palabras: un sistema mecdnico
cerrade, euyo valor de energia potencial es minimo y en el cual no hay
movimiento de los cuerpos, se halla en equilibrio. Como ejemplo pue-
de servir una esfera pesada reposando en el fondo de un hoyo: su
energia potencial E, tiene el valor minimo, y la esfera se halla en
equilibrio; sin la accién de una fuerza exterior, la esfera mo podra
salir del hoyo.

Veamos algunos ejemplos particulares.

Ejemplo 1. Una }J‘]adrn do 2 kégf de peso que cae do una altura de 5 m
penetra 5 cm en el suelo blando. (A qué es igual la fuerza media del golpe?

Soluci6n’ La piedra elovada a una altura & tenfa una reserva de energia
potencial £, = Pk, dondo P es el peso de la piedra. A costa do esta energia
polenciéal sé ha realizado el trabajo do penetracién de lalpiedra en el terremo,
de donde

Fs=Ph,

donde f es la fuerza media del golpe y s la profundidad de introduccién en el
suclo, Por lo tanto:

0,05

Ejemplo 2. Para medir la velocidad de las balas se utiliza el péndulo
balistico, que ¢s un cajén con arena suspendido de una cuerda. La bala, al cho-
car con el cajén, se introduce en él, pero éste resulta despedido y alcanza cierta
altura Sfig. 2}, Determinar la velocidad de la bala v sabiendo que la masa del
proyectil es my, la del cajén, m; v la altura de elevacién del cajén, h.

Solucid o Cuando la bala choca con el cajén, empieza a moverse
junto con é! & la velocidad v’ que se determina de la condicién de que el choque
entre la bala y ol eajon es ineldstico:

’ LT

nmi+m2

kgf=200 kgf.

L Ve
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La energia cinética del cajon con la bala es
E, ={m,+;nz) v'2 :

Sustituyendo en esta ecuacién »* por su valor, tenemos
mive
P i arreaiel
o= 2 s )

Al desplazarse el cajén y adquirir la altura %, toda esta energia cinftica
pasa a potencial, de donde

2
T (my o) g,

Fig. 62. Péndulo balistico.

vy de aqui obtenomos que la velocidad de la bala es:
My e
= TVZgh.

Como generalmente la masa de la bala my esfmuy pequefin en comparacién con
la del caj6n, aproximadamente se toma

=2 1/5.5
= -7 'I/Zgh.

Veamos ahora un sistema no aislado y supongamos que entre las
fuerzas interiores hay también fuerzas de rozamiento (fuerzas no
potenciales). En este caso nos limitamos a considerar solamente los
fenémenos mecanicos sin tener en cucenta los calorificos y otros no
mecénicos de que se hablard més adelante (§ 68). Dividamos las fuer-
zas que acttan en los puntos materiales en tres grupos: 1) fuerzas
potenciales interiores, 2) fuerzas de rozamiento (no potenciales
interiores), y 3) fuerzas exteriores originadas por la accién de los
cuerpos que no entran en el sistema que se estudia. Entonces, en
Ia ecuacién (1) dividimos el trabajo en tres partes correspondientes
a estos tres grupos de fuerzas, y como resultado obtenemos que:

Ecs_Ec!'=Apot. intor +Ar+Aextnr- (6}

La variacion de la energia potencial estard relacionada solamente
con el trabajo de las fuerzas potenciales:

Epi—EpzﬁAnul. Inter.s I (7)
De las ecuaciones (6) y (7) obtenemos que:

Eep - Ep& — (Eo -+ Epl) = Aaxter. - Ar.
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Pero la suma de las energias cinética y potencial £, - £, es la
energia total del sistema mecénico, E, de donde:

Ez""Ei=Aa:.taro+Ar- 3 (8)

De la ecuacidén (8) se deduce que la variacion de la energia mecdnica
total del sistema es igual a la suma de los trabajos de las fuerzas exterio-
res y de las de rozamiento. Por consiguiente, la energia mecdnica total
del sistema es una magnitud fisica cuya variacién depende de las
fuerzas exteriores y de las de rozamiento. La energia de un sistema
mecinico no aislade aumenta, si la suma de los trabajos de las
fuerzag exteriores v de las de rozamiento es positiva, y disminuye,
si esta suma es negativa. Observemos quo el trabajo de las fuerzas
de rozamiento siempre es negativo, ya que las fucrzas de rozamiento,
para cada punto material, van en sentido contrario a la velocidad,
es decir, en sentido contrario al desplazamiento. Asi tenemos que la
fuerza de rozamiento siempre acarrea una disminucién de la energia
mecénica total del sistema.

§ 29. Representacion grafica de la energia. La energin potencial
de un cuerpo de peso P elevado sobre la superficie de Ia Tierra a la
altura A, es

Ep=Ph=mgh, (1)

donde m es la masa del cuerpo.
Representemos graficamente la dependencia de E; respecto a
tomando como ahscisas los valores de k, y como ordenadas. los de

£p
/ D
| i
Ec !
B |
1
£p g Fig. 63. La energin potencial de un
0 ,} cuerpo que se eleva, vienc representada
i

[} h por la Tectn OA.
(NI T

Hindx

E,. Entonces, segin la férmula (1), la dependencia de E, respecto
a k viene representada por la recta OA (fig. 63), que pasa por cl
origen de coordenadas, formando con el ejo de abscisas un angule
tanto mayor, cuanto mayor sea el peso del cuerpo P. Supongamos
que el proceso que estamos examinando es el del lanzamiento verti-
cal hacia arriba de una piedra de peso P = mg. 8i despreciamos la
resistencia del aire, so puede considerar gue el movimiento de la
piedra se efectdia sin la participacién de trabajos exteriores, Enton-
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ces, la energia total de la piedra
E=E.+E, (2)

es constante. Gréficamente se representara por la recta €D paralela al
eje de abscisas. Como la energfa cinética £, > 0, segiin la (2), el valor
méxime posible do la energia potencial serd £, — £ (toda la energia
ha pasado a ser potencial). De aqui que la maxima altura de eleya-
cién de la piedra gz, la determine el puntoen que se cortan las rectas
0A y CD. El movimiento de la piedra serd posible solamente para
los valores de & comprendidos entre cero ¥ fmax. Para un valor
determinado de kA comprendido en estos limites, el segmento BF
representard la energia potencial de la piedra y el FG, la energia
cinética. El diagrama demnestra con bastante claridad que con la
elevacién de la piedra (h aumenta), aumenta la energia potencial
E, y disminuye la cinética E.; y, viceversa, con el descenso de la
piedra (& disminuye), disminuye £, y aumenia E. La suma de
sus valores E;, + E. siempre permanece constante.

La altura mixima de elevacién de la piedra, Amse, vendrd
determinada por la energia total:

kmﬁ:l::%; (3)
La energia cinética para una altura b < hmax, representada por
el segmento FG, seri:
E5=E—Ep=mgkm,;x—-mg}'a. {4)
Designando por » la velocidad que la piedra ticne a la altura k.
tenemos que E, = %‘f v segin la (4):

m;'.-. =Mghmsx ~mgh, deo donde v="1V 2g (knas—h). (5)

Al elevar la piedra, esta velocidad va dirigida hacia arriba, al
desconder, ird hacia abajo. .

Esta misma velocidad se puede expresar en funcién de Ja velo-
cidad inicial do la piedra, vy, entonces

E;=E—E,= '“2”3 —mgh, de donde —""ﬁz—lﬂs"—‘z’ﬁwmgk.

Y, por consiguiente,
v=Vvi—2gh. (6)

La misma fig. 63 representa, adem4s, la relacién entre las energias
en el caso de resbalamiento sin rozamiento de un cuerpo pesado P
sobre un plano inclinado. Sin embargo, en el caso del plano inclinado,
como variable independiente podemos elegir no solamente %, sino
también, por ejemplo, el segmento I (fig. 64) medido en la hase del
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plano inclinado a partir de su punto inforior. Debido a que kb =
== [.tga, donde o es el dngulo de inclinacidn del plano respecto
al horizonte, la energia potencial, en funcién de I, serd:

E,=mg-tga-l.
De esta manera tenemos que, graficamente, E, también se

representa en funcién de I, mediante una recta que pasa por el origen
de coordenadas, pero su inclinacién no serd la misma que en la fig. 63

Fig. 64. Un cuerpo pesado sobre un plano
inclinado.

Esta misma manera de representar la energia se puede utilizar
también para el caso de resbalamiento sin rozamiento de un cuerpo
s6lido por una superficie de per-
fil arbitrario. Sea un cuerpo que
reshala sin rozamiento por la mon-
tafia cuyo perfil se representa en la
fig. 65, a. En este caso, la energia
potencial E; como funcién de la
distancia ! medida en la base do
la montaiia, se representard por la

Fig. 65. La cnergia potencial de un

cuerpo que reshala por la pendiente de

una montafia, viene reprosentada porla -
curva ABCDF.

curva ABCDF (fig. 65, b). A los lugares de subida mds empinada de
la montafia les corresponde una subida mds empinada de lacurva
dela fig. 65, b, y al hoyo de 1a montaiia le corresponde un ¢hoyo poten-
cialy de la curva ABCDF. Supongamos que la energia total £ del
cuerpo se representa por la curva GE. Basindonos en la relacién
E, = E. dela fig. 65, b se ve claramente que, en oste caso [ puede
tener los valores comprendidos entre los puntos H e I, o entreel
punto K y el infinito. Esto significa que el cuerpo puede, con este
valor de E, resbalar por la pendiente DF de la montaiia, o desplazarse
por el interior del hoyo BC. Si se encuentra en el hoye, la barrera CD
le impedird salir del mismo. La condicién de equilibrio del cuerpo
reside en tener el minimo (absoluto o relativo) de energia potencial.
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Si el valor de la energia total es E’, representado por la recta
gque pasa por el punto L, el cuerpo resbalard por toda la pendiente
de la montaiia entre los puntos L y el infinito. La energia cinética
para cada valor de ! la determinari el segmento comprendido entre
Ta recta que representa la energia total, y la curva-que representa
la encrgia potencial.

Como ultimo ejemglo veamos el movimiento de un cuerpo de masa m
fijado a un resorte. Al desplazarse el cucrpo una distancia s, el resorte so com-
primird (s << 0) o se extenderd (s > 0), y como resultado, surgird una cnergia
polencial £
P

Fes? h

Ep=——, (7

donde % es la rigidez del resorte. La
encrgia potencial £, como funcién del
desplazamiento s, vendré represenlada
por una pardbola (fig. 66). Si la cnergia F D
lotal & = £, 4 E. viene representada
por la recta” F@G, 1a energia potencial

Fig. 66. La cnergia potencial de wun’
resorte deformado la representa la pord-

bola FOG. j a__ A

Smin Smax

para un valor dado de s se representard por el scgmento AB, y In energia ciné-

tica del cuerpo, por el segmento BC. Los posibles valores del desplazamiento s

estardn comprendidos entre s, 4. ¥ $.,, determinados por los scgmentos DG

y DF. Coma la pardbola es simétrica tencmos que s ¢, == — 5, 4 . De aquf se

deduce que el cucrpo realiza una oscilacion alrededor de la posicién de equili-

brie, posicién determinada por el valor 5= 0. Su energia cinética ¥, por consi- .
guicnte, su velocidad adgquicren el maximo valor al pasar por la posicién de

eguilibrio, ¥ el valor minimo (igual a cero) en las dest¥iaciones maximas. La

energia cinética para cierto valor de s serd

™

P
EcsE—EP=£__2L :

k:
la energia total es £ = i;%L » de donde
BTV kemax _ ks?
BT ot g T
y de aqui obtencmos ol valor de la velocidad del cuorpo en funci6n del despla-

zamiento st

U=]/%($ﬁnax‘—ss). 8

§ 30. I'6rmulas de Ias dimensiones. E1 material estudiado en los
pérrafos anteriores nos permite plantear la cuestién de las dimensio-
nes de las magnitudes fisicas y de las férmulas de las dimensiones.
807035
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Hasta ahora, la unidad de medicién de cualquier magnitud
fisica 1a hemos establecido fundandonos en la relacién de esta magni-
tud con otras, para las cuales las unidades de medicién eran ya cono-
cidas, suponiendo, en la férmula correspondiente, que vl coeficiente
de proporcionalidad era igual a la unidad. De esta manera se ha
establecido un sistema determinado de unidades relacionado ¢on una
eleccién determinada de magnifudes fundamentales y sus unidades
de medicién. Asi, en el sistema CGS, como magnitudes fisicas funda-
mentales se han elegido la longitud, el tiempo y la masa, y como
unidades de medicién correspondientes a ellas, ol centimetro, el
segnndo y el gramo respectivamente. Sobre la posibilidad de eleccion
de otras unidades fundamentales, ya hemos hablado en el § 3.

Elegidas las magnitudes fisicas fundamentales, se pueden estable-
cer distintas unidades, v, por consiguiente, surge la pregunta de como
se relacionan las unidades derivadas con las unidades do las magni-
tudes fundamentales. Detengdmonos en los sistemas en donde por
magnitudes fundamentales se han elegido la longitud, el tiempo y la
masa, y designemos sus unidades de medieién por L, T y M respec-
tivamente. k

Si la unidad derivada 4 varia proporcionalmente al exponente
potencial p de la unidad de longitud L, al g de la unidad de masa M
v al r de la unidad de tiempo 7, se dice que la unidad A tiene la
dimensién p respecto a la unidad de longitud, ¢ respecto a la de
masa, y r respecto a la unidad de tiempo. Esta dependencia de la
unidad A respecto a la de las magnitudes fundamentales, se expresa
mediante una férmula simbélica (férmula de dimensiones):

[A]=LP.M%.T". (1)

Por ejemplo, si la férmula de las dimensiones de una unidad
determinada A tiene la forma de

ML?
que también se puede escribir
[A}== ML2T-?,

esto significa que esta unidad derivada 4 cambia directamente pro-

porcional a la unidad de masa y al cuadrade de la unidad de lon-

gitud e inversamente proporcional al cuadrado de la unidad de tiem-

po. Por ejemplo, si la unidad de masa la aumentamos en 1000 veces,

lIa de longitud en 100 veces y la de tiempo en 60 veces, la unidad
2

derivada 4 que examinamos aumentara en ,f_gﬁ_:_(ﬂ_ veces, es
decir, en 2,78-10° veces.



§ 30. Férmulas de las dimensiones 115

Sila unidad derivada es independiente de alguna de las unidades
fundamentales, se dice que es de dimensién cero {nula) respecto
a esta unidad fundamental.

El saber las dimensiones de las magnitudes fisicas es esencial,
¥ no solamente porque permite calcular ficilmente cémo varia la
unidad de medicién de la magnitud dada al variar las de las magni-
tudes fund amentales, sino que adem4s, al comprobar las dimensiones
de las magnitudes nos permite controlar Ja exactitud do los cileulos.
Este control se basa, ante todo, en el siguiente axioma: sumar,
restar y relacionar con el signo de igualdad, se puede hacer solamente con
magnitudes de una misma dimension.

Efectivamente, no se puede sumar, por ejemplo, una masa con una
longitud, ni afirmar que el 4rea de una figura puede ser igual a la
longitud de un segmento, ete,

Ademé4s, se puede decir que ¢l grado de una potencia puede ser
solamente un mimero, es deciv, una magnitud sin dimensiones.

Determinemos las dimensiones de una serie de magnitudes fisicas
ya conocidas.

Dimensiones de la velocidad: partiendo de la relacién v = —:- 5
vemos que la unidad de velocidad es directamente proporcional
a la de longitud e inversamente proporcional alade tiempo, dedonde

(B)=L.T1, (2)
Dimensiones de la aceleracidn: partiendo de la relacién w = % s

obtenemos que
[w] =L-T-%, (3

Dimensiones de la fuerza: partiendo de la relacién f = mw y uti-
lizando las dimensiones ya halladas de la aceleracion w, obtenemos

{f] = MLT-2. (4)

Dimensiones del trabajo: partiendo de la relacion A = fs, obte-
nemos

[4]=MZL2T-2, (5}
Las mismas dimensiones tiene la energia. "
Dimensiones de la potencia: partiendo de la relacién W =3,
obtenemos
[W] = MLT-3, (6)

KNo obstante, hay magnitudes fisicas cuyas unidades de medicién
no dependen de las unidades de longitud, tiempo ni masa. Por
ejemplo, el dngulo medido mediante la relacion de la longitud

e
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del arco a la dol radio, tiene dimensidn cero respecto a las tres uni-
dades fundamentales L, M y 7. Para medir el dngulo, se elige por
unidad el angulo central cuya longitud de arco cs igual al radio.
Esta unidad de medicién del dngulo se denomina redidn (radiante
o radial), ¥ es la misma para todos los sistemas. No obstante, los
dngulos se miden, ademss, en grados; cn este caso, como unidad de
medicién del angulo se ha tomado un dngulo central cuya longitud

de arco es igual a alm parte de la longitud de la circunferencia entera.

Por eso, para la univocacién de valores, se puede incluir en la fér-
mula de las dimensiones, el simbolo de la unidad angular*}. Desig-
nemos este simbolo con la letra @. Eo las formulas de las dimensiones
de la velocidad, aceleracién, fuerza, etc., arriba indicadas,no debe
entrar este simbolo, ya que todas cstas magnitudes son de dimen-
sion cero respecto al angulo. Pero si nosotros gueremos escribir la

dimenzién de la velocidad angular @ = —?-, cn ésta se puede introdu-

cir el simbolo @, ya que la unidad de la velocidad angular depende
do la unidad cn que medimos el dngulo; de esta manera tenemos que

o} =@. 71,

Sin embargo, como se ha establecido indicar la dimensién sola-
mente respecto a las unidades de longitud, tiempo y masa, se suele
escribir:

o] = 71, )
De la misma manera obtenemos la dimension do la aceleracién

angular
(fy="1" (8)

Del examen ‘de las dimensiones de las diferentes magnitudes,
a veces se puede indicar el cardcter exacto de su comportamiento,
si se conoce de antemano su forma aproximada. Por ejemplo, es
natural suponer que la velocidad v adquirida por una piedra que cae
libremente coerca de la superficie terrestre, debera ser tanto mayor
cuanto mayor sca la altura de la caida k& y cuanto mayor sea la acele-
racién de la gravedad g.

De esta manera, suponiendo que v dehe ser proporcional a g
¥y a h elevados a ciertas potencias ny y np, obtenemos que

v=l.gm. 02,

donde % es un coeficiente numérico. La dimensién de la velocidad
es [v] = L.T-!, por consiguiente tal debe ser también la dimensién

*) Entre las magnitudes fisicas de dimension cero respecto a la longitud,
tiempo ¥y masa, s¢ puede indicar también la temperatura,
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de g™ -hn2. Pero {g] = LT-! y (Ik] = L. De aqui que para que la
dimensién del tiempo en ambas expresiones sea la misma, debe

realizarse la condicién de que ry = z- Pero si ny = -—;— , np tamhbién

. i 1 . ——
tendra que ser igual a <, ya que de lo contrario, no coincidirian las

dimensiones de longitud. Por consigniente vemos que la exigencia
de que sean iguales las dimensiones de las magnitudes relacionadas

= 2 e o 1 5
con el signo de igualdad, se cumplird siendo ny = ns=- , es decir:

2
v=Fk{gh) 2=k V gk

Efectivamente, de la férmula del movimiento uniformemente
acelerado (§ 7), tenemos que

ve |/ 2gh == 1,411 gk.

§ 31. Limites de aplicacién de la mecdinica clasica. Como ya se
ha indicado en el § 4, 1a mecdnica clisica se puede aplicar solamente
a los cuerpos macroscopicos, es decir, a los cuerpos que constan de
gran cantidad de itomos y que se desplazan a velocidades pequefias
respecto a la de la Iuz. Como la velocidad de la luz es aproximada-
mente igual a 300 000 km/s, la meeanica clasica es aplicable a
todos los cuerpos habituales que se desplazan a las velocidades que
practicamente podemos alcanzar. Sin embargo, observaciones ex-
tremadamente exactas sobre ciertos cuerpos celestes (sobre el pla-
neta Mercurio cuya velocidad de iraslacién por la érbita alrededor
del Sol llega a ser de 100 km/s), nos permiten observar cierta dis-
cordancia con las deducciones de la mecéinica clisica. Estas diver-
gencias se explican mediante la mecénica de la teoria de la rela-
tividad, y se perciben claramente al observar el comportamiento
de los 4tomos, electrones y otras particulas elementales.

La mecdnica de grandes veclocidades, es decir, de velocidades
comparables con la de la luz, se basa en la teoria de la relatividad.

La teoria de la relatividad, como toda teoria que rompe con los
viejos conceptos, ha planteado una serie de importantes cuestiones
de metodologia que hay que resolver. Muchos fisicos y fildsofos
burgueses han intentado utilizar la teoria de la relatividad para
fundamentar falsos conceptos idealistas, en particular del relativismo
filos6fico. Realmente, el contenido de la teoria de la relatividad de
ninguna de las maneras nos conduce al relativismo filozéfico. La
teoria de la relatividad estudia principalmente los fendémenos que
se revelan a las velocidades préximas a la de la luz, que existen
objetivamente y, por lo tanto, independientemente de nuestra
voluntad y, en este sentido, no son ¢relativoss. Lenin, como ya hemos
indicado ¢n el § 4, sefiald que la nuova fisica (sobreentendiendo la
teoria de la relatividad) nos daba un calco de los movimientos reales
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enormemente rdpidos, mientras que la vieja mecdnica clisica nos
presentaba un calco de los movimientos lentos.

El contenido de la teoria de la relatividad lo analizaremos mas
detenidamente en el t. ITI, aqui solamente nos detendremos en algu-
nas de sus consecuencias y las utilizaremos para determinar los
limites de aplicacién de la mecénica clasica. Empecemos con el ang-
lisis de algunas consecuencias cineméticas de esta teoria. Sea en un
sistoma de reforencia S (fig. 67) un cuerpo m que se desplaza a la

Y v’
v
S / s
m
-
0 =5, >x

Fig. 67. El sistema § se desplaza a la velocidad vy respecto al sistema §°,

velocidad v respecto al sistema dé coordenadas OXY, invariable-
mente relacionado con el sistema de referencia . Sca un segundo
sistema de referencia S’ con su sistema propio de coordenadas O'X'Y’
relacionado invariablemente con él, cuyos ejes O'X’' y O'Y’ con-
sideragemos paralelos a los ejes OX y OY. Supongamos que el siste-
ma S se desplaza respecto al sistema S en la direccién positiva del
eje OX a la velocidad w,.

En el sistema S un cuerpo m se mueve a la velocidad v, cuyas
componentes segiin los ejes de coordenadas son v, y vy,. En el siste-
ma 8', la velocidad del cuerpo serd otra, ya que el sistema § se
desplaza respecto al S a la velocidad v,.

Segan las concepciones cldsicas, las componentes de las velocidades
del cuerpo m segin los ejes O'X’" y O'Y" del sistema S’ son

Vr=Ug--vg, Vi =Dy (1)

Estas férmulas representan la regla habitual de la suma de ve-
locidades. x

Segin la teooria de la relatividad, la regla de la suma de veloci-
dades es otra, a saber:

P

- Ux -t - c* 2

v =l Gk 1
L+=5 1=
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donde ¢ es la velocidad de la luz. Es ficil comprobar que cuando las
velocidades v, y v, son pequefias respecto a la de la luz, las formulas
de la teoria de la relatividad (2) pasan a ser iguales a las férmulas
clasicas de la suma de velocidades (1).

Comparemos los resultados que se obtienen segin las férmulas
{1) vy (2) para unos cuantos casos concretos.

Supongamos que en la cabina de un avién que vuela sobre la
Tierra a la velocidad v, = 360 km/h = 100 m/s, se efecttia un
disparo segfin la direccién del vuelo del avién, siendo la velocidad
de la bala respecto al avién », = 1000 m/s. Entonces, segin la
mecinica clisica, la velocidad do la bala respecto a la Tierra es
de '

Uy = Uy + Vo= 100 m/s 4 1000 m/s =1100.-m/s.

Segiin la primera f6rmula (2) de la teoria de la relatividad:
. veve 1100 1100
Vx = 1.4 S0y ;7000100 m/$ =T 100w M/s,
& 13- 105)2
o aproximadamente
ve=1100 (1 —1,1.10"1%) m/s,

de donde se ve que la teoria de la relatividad, en este caso, nos da un
resultado que se diferencia del de la clisica aproximadamente en
una 10-?* parte de la velocidad total. En otras palabras, los resulta-
dos de la teoria cldsica y los de la teoria de la relatividad, en este
caso, practicamente coinciden.

Si cada una de las velocidades componentes vy ¥ v, es igual a la
mitad de la de la luz, ¢, la velocidad total, segiin la teoria de la
relatividad, serd

1 1

Gt vebvg -2—c—|—§-cric

e Uy 1 % 5
=5 ok 21

en vez de ¢, como resulta segiin la férmula clisica (1}. Aqui ya se nota
la diferencia de resultados entre las dos teorias. Esta diferencia es
mucho mayor si, por ejemplo, cada una de las componentes de las
velocidades las suponemos igual a 0,9 ¢. “

Segiin la teoria de la relatividad, la velocidad nunca puede ser
mayor que la de la luz en el vacio. Segin las féormulas (2) obtenemos
una velocidad resultante que no es mayor que la velocidad de la
1uz incluso en el caso de que cada una de las componentes se aproxime
cuanto se quiera a la de la luz.

Es importante sefialar que, segiin las férmulas de la teoria de la
relatividad (2), en el sistema de referencia S’ varia no sélo la compo-
nente v, de la velocidad dirigida en el sentido del movimiento del
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sistema &, sino que también varfa la componente v, normal a la
velocidad v, del sistema §. Segin las férmulas cldsicas, v, es la
misma para ambos sistemas. Si las velocidades vq ¥ v, son pequenas
respecto a la de la luz, ¢, la influencia de v, sobre la componente v,
es muy pegueiia.

Efectivamente, designemos %’ =f ¥ 5-:-‘ = f§’; entonces las
dos magnitudes p y B’ son pequeiias en comparacién con Ia unidad,
y la formula (2) se puede escribir con valor aproximade:

M v, L&
Ve = {‘ﬁ s (va+vo) (1 —PP'),
+ BB (2a)
2 VIi—pe - L&
vy = vng Uy (1 —ﬁﬁ _Eﬂ ) b
de esta manera tenemos que el valor do »% se aproxima mucho al de
v+ vg, v el de vj se difercncia del de v, solamente en el pequeilo
miembro de segundo grado respecto a las magnitudes de orden p y §°.

La segunda consecuencia importante, que nosotros vamos a exa-
minar, de la teoria de la relatividad, se reduce a que en el sistema
de referencia respecto al cual el cuerpo se desplaza a la velocidad v,
la masa de este cuerpo es mayor gque en el sistema de referencia
respecto al cual el cuerpo esti en reposo, a saber:

mg
mes ——— 3
e 3
donde 7 es la masa del cuerpo en el sistema de referencia respecto
al cual se mueve; m,, la masa en el sistema respecto al cual estd
en reposo (masa en repeso), y la magnitud p = %

La variacién de la masa segdin la férmula (3) serd muy pequeiia
mientras la velocidad » lo sea respecto a la de la luz, pero se hace
grande cuando la velocidad v es comparable con ésta. Al aproxi-
marse la velocidad v a la ¢, la magnitud f — 1, y la masa m, segln

Tabla 1 °
La masa en funeién de la velocidad

nt m

B s 6 o
0,005 1,00001 0,90' 2,2041
0,05 3,2025
0,010 1,00005 D, i
0,10 1,00504 98 5,0252
0,50 1,1547 0,99 - 7,0888
G,80 1,6666 0,995 10,025
' ) 0,8095 51,6268
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la formula (3), aumenta indefinidamente. De esto se deduce que si
el cuerpo se desplaza con una aceleracién continua bajo Ia accién
de una fuerza, su masa aumenta, el trabajo que hay que realizar
para acelerar més ol cuerpo, también aumenta, y para comunicarle
una velocidad igual a la do la luz, hay que realizar un trabajo infi-
nitamente grande; do esta manera fenemos que para los cuerpos cuya
masa en reposo es distinta de cero, no se puede conseguir una velocidad
ignal a la de la luz.

Para apreciar la influencia de la velocidad sobre la masa utili-
cenos la tabla T, donde se dan los valores m/m, para diferentes p.

De la tabla I se ve que, al principie, la masa m aumenta muy
lentamente con la velocidad, y empieza a aumentar ripidamente
solo a velocidades préximas a la de la luz. Si § = 0,01, es decir,
a la velocidad v = 0,01 ¢ = 3 000 km/s, la masa m se diferencia
de la de reposo m, solamente en un 0,005%. A la velocidad v igual
a la mitad de la de la luz, ¢, la masa m es mayor que la de reposo my
aproximadamente en un 155%. A la velocidad de v = 0,9 ¢, la
masa ya es més de dos veces mayor que la masa en reposo my;. La
mediciéon de la masa de los electrones que so desplazan a grandes
velocidades (véase el t. I1) confirma con exactitud la formula (3).

Segln la dinidmica de la teoria de la relatividad, la cantidad
de movimicnto de un cuerpo
Mgt

Viop i

En este caso la fuerza se determina, como antes, como una mag-
nitud fisica igual a la variacién del vector de la cantidad de movi-
miento en la unidad de tiempo. La ley de la conservacién de la
cantidad de movimiento se cumple exactamente si la cantidad de
movimiento la expresamos segtin la férmula (4).

Para veloeidades v pequeiias respecto a la de la luz, ¢, la magnitud
f es pequefia en comparacién con la unidad, y Ia férmula (3) se
puede escribir, conservando aproximadamente su valor, asi:

m=mg (1 —1—%{52). (3a)
Multiplicando y dividiendo ]a ecuacién de la energia cinética de un

2
cuerpo, £, = '%"v—. por ¢%, tomard la forma:

E.= %Cgmoﬁg=cs [mo( 1 +’%‘ ﬂz) . mo] ’
de donde, segfin la (3a):
Eo=c? (m—my). ()

En Ia dindmica de la teoria de Ia relatividad se demuestra gque
esta formula (5), que hemos deducido como aproximada para los

K=mv=
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valores de v < ¢, en realidad es exacta para velocidades cualesquiera,

por mucho que se aproximen a la de la luz. La férmula (5) se puede
escribir:

m=mo+4 2, (52)

es decir, la masa m de un cuerpo en movimiento es mayor gue su masa
mg en reposo en la magnitud E . /c®. Esta consecuencia permite una
interpretacion muy importante: podemos considerar que la masa
del cuerpo ha aumentado porque en él ha surgido energia cinética,
que la aparicién de la energia cinética E, va acompaiada de un
aumento de la masa del cuerpo en la magnitud E./¢*. La teoria de la
relatividad generaliza esta deduceién afirmando que la variacién de
cualguier energia en la magnitud E estd relacionada con la variacion
de la masa en la magnitud m igual a

E
Y viceversa, al variar la masa del sistema en la magnitud m, surge

una cantidad de energia E = mc?.
Asf tenemos que a cada ergio de cnergia le corresponde una masa

1
m = o g==1,1.10"2 g. Como se ve, esta masa es extremadamen-

te pequefia. Una instalacién de potencia igual a 2 000 000 kW (la
potencia de la central hidroeléctrica de Kuibyshev) elabora en una
hora aproximadamente 7,2 -10" ergios de energia, que, segin la férmu-
la (6), corresponden a una masa de 7,2.101.1,1.10-% g =8,0-10%¢g,
es deeir, unos 0,080 g. De aqui se ve que a las cantidades de energia
que técnicamente se pueden conseguir, les corresponden masas comple-
tamente despreciables. No obstante, en los procesos relacionados
con la transformacién de los elementos, las variaciones de las masas
debidas a los cambios de energia, son ya notables (véase el t. III).

La igualdad (6) expresa la correlacion general entre la energia
y la masa. El sentido de esta igualdad ha sido semetide a numerosas
tergiversaciones idealistas; asi, por ejemplo, se ha afirmado que de
ella se deduce la posibilidad de la «transformaciéns de la masa en
energia y viceversa, o que la ley de la conservacién de la energia
tiene lugar solamente para la suma de las masas y energias del sistema,
v que la masa y la energia, por separado, no se conservan. Todas estas
deduceciones son completamente falsas y en fin de cuentag llevan
al divoreio del concepto de energia respecto al concepto de la mate-
ria, es decir, al idealismo. En la realidad, las magnitudes fisicas
de masa y energia son unas’de las caracteristicas mas fundamentales
de las formas concretas de la materia en movimiento con que opera
la fisica. Para un sistema completamente aislado se conserva tanto
su masa como su energia. La scuacién (6) sefiala la profunda relacién
mutua entre estas dos magnitudes, indica que es imposible variar
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una de ellas sin variar al mismo tiempo y en cantidad proporcional
la otra.

Pasemos ahora a las restricciones de los conceptos de la mecanica
clasica debidas a las dimensiones de los cuerpos. Como se ha indicado,
para todos los cuerpos macroscépicos, es deeir, para los cuerpos que
constan de gran cantidad de dtomos, la mecdanica ecldsica es apli-
cable pricticamente con gran exactitud. Sin embargo, ciertas par-
ticulas elementales por separado, por ejemplo, electrones, revelan
propiedades diferentes de las que en general se atribuyen a la eparti-
culay, en el sentido que damos a esta palabra en mecdnica. Por lo
comiin, hablando de «particulas sobreentendemos que respecto a ella
se puede responder a dos preguntas: 1) ¢dénde se halla? y 2) ;a qué
velocidad se desplaza? Las respuestas a estas dos preguntas, es decir,
las coordenadas de la particula x, y, z ¥ el vector velocidad v de la
misma para cada instante determinan la trayectoria de la particula
y el cardcter de su movimiento segin esta trayectoria. Los experi-
mentos, sin embargo, como veremos (véase el t. ITI), nos domuestran
que el haz de electrones revela una propiedad particular (la difrac-
cién), caracteristica, desde el punto de vista de los conceptos habi-
tuales, para la difusién de las ondas. Con respecto al proceso ondu-
latorio, no se puede formular la pregunta sobre el lugar donde se
halla la onda, en el mismo sentido que se formula respecto a la
particuln. Efectivamente, las ondas abarcan todo el espacio en que
se difunden, por ejemplo, toda la superficie del mar; se puede hablar
solamente de dénde se hallan las crestas (elevaciones) o los valles
(depresiones) de las ondas, teniendo en euenta que para las olas de
la‘superficie del mar, seran familias de curvas y no puntos determi-
nados con tres coordenadas. El hecho experimentalmente puesto
de manifiesto de que el electrén (lo mismo que cualquiera otra
particula elemental) no es «particulay en el sentido habitual de
la palabra, nos lleva a la deduccién de que los conceptos que se
aplican a la particula, no se pueden aplicar intactos a los electrones.
El anélisis de los datos experimentales realizado por la mecénica
eudntica demuestra que la indicacién de las coordenadas del electrén,
.y ¥ z, (respuesta a la pregunta de dénde se halla el electrén)
y al mismo tiempo de’su velocidad v (respuesta a la pregunta de a qué
velocidad y en qué sentido se desplaza éste) es cosa que no se™puede
hacer més que con cierto grado de aproximacién. Cuanto menor sea .
la indeterminacién Az de la coordenada del electrén z, con mayor
indeterminaciéon Ay, se conoceri la componente de su velocidad
v,. El grado de posible aproximacion lo determina la mecanica cuin-
tica, que es precisamente la que afirma que entre las «toleranciass
Az y Av, hay la relacién

Az-Ave >, ©)
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donde m es la masa de la particula, y £ una constante denominada
constante de Planck, cuyo valor es:

h=06,624.10""7 ergios-s.

La relacién (7) que, desde el punto de vista de la mecinica cudn-
tica tiene cardcter general, so denomina principio de incertidumbre
(0 de indeterminacion) de Heisenberg.

¥l sentido fisico de este principio de incertidumbre se expondra
detalladamente en el t. III. Aqui solamente sefialaremos que una
serie de fisicos burgueses, de esta relacion sacan falsas deducciones
idealistas, asegurando que es imposible la descripcién objetiva en el
cardcter de espacio-tiempe de las propiedades de los electrones. En
realidad, de lo que se trata no es de la imposibilidad de describir
objetivamente las propiedades de los electrones, sino de que las
propiedades reales de los electrones que existen objetivamente son
diferentes de las propiedades de los puntos materiales («particulasy)
de la mecanica clisica. El electrén (lo mismo que cualquiera otra
particula elemental) se puede considerar sélo de modo aproximado
como una «particula» de la mecanica cldsica. El principio de incer-
tidumbre indica los limites de aplicacién de los conceptos de la
mecanica clisica.

Debido a la pequeiiez de la constante de Planck, la incertidumbre
en las coordenadas y en la velocidad se refleja solamente en las parti-
culas clementales. Empecemos por considerar una particula de polvo
de masa m = 1012 g y supongamos que determinamos su coordenada
z con una incertidumbre del orden Az = 10-° cm (es decir, de 0,01}
entonces la incertidumbre en la componente de la velocidad Avg,
segiin la (7), deberd ser del orden:

i 6,6-10-27 em 0
Avy ~ —— = e o 1078 cm/s,
es decir, la incertidumbre en la velocidad Av, es despreciable. En
otras palabras, Ia coordenada y la velocidad de una particula de
polvo muy pequeiia so puede medir practicamente con la exactitud
que se quiera; la particula de polvo cs una ¢particulas en el sentido
habitual de la palabra.

Veamos ahora un electrén cuya trayectoria hemos fijado de la
siguiente manera: ¢l electrén ha atravesado un diafragma por un
pequeiio orificio d de 0,01 em de didmetro, y después de chocar con
una pantalla fosforescente ha producide en ella un destello momen-
téneo (los répidos electrones son capaces de producir esta clase
de destellos, «centelleos), cuya posicién también la hemos fijado
con una exactitud de 0,01 cm.

Asi tenemos en este caso que, para el electrén, Az == 102 cm,
de donde, segtin la (7), sabiendo gque la masa del electrén es m =
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= 9.10-%8 g, obtenemos la incertidumbre en la velocidad:
h 6,6.10727 ¢m
Avy ~ e T O 7.10% cm/s.

Aqui, la incertidumbre en la velocidad, en valores absolutos,
es sensible; sin embargo, si tenemos en cuenta que la velocidad
del mismo electrén en esta clase de experimentos es muy considera-
ble, del orden de 10® em/s, vemos que la incertidumbre que se deduce
de la relacién (7), es aproximadamente de 0,001% de la velocidad.
En otras palabras: en las condiciones indicadas, el electrén aiin
se puede considerar una «particulas, cuya posicién y velocidad se
pueden determinar simultinea y prdcticamente con gran oxactitud.
Los experimentos de esta clase sirvieron al principio para revelar
las propiedades de los electrones; por eso, al principio, se habia
creado la idea de los electrones como «particulass a las cuales so les
pueden aplicar los conceptos clisicos.

Veamos, por fin, el elecirén moviéndose por el interior del 4tomo.
Como las dimensiones del mismo Atomo son magnitudes del orden
de 10~% em, con esta exactitud por lo menos se debo fijar la posicion
del electron:

Az 221078 ¢m,
de donde, segiin la (7),

h 6,6-10-27 gm

~ L b AT 108
Aoy ~ —— §.ip-m. a0~ 5 == 7-10® em/s.

Como la misma velocidad del electrén en el dtomo es una mag-
nitud del orden de 10® cm/s, el resultado obtenido indica que si
se ha fijado la posicién del electrén en el interior del dtomo, su
velocidad en este caso es incierta; en otras palabras, el clectrén
en el interior del dtomo de ninguna manera se puede considerar ya
como «particulay. Efectivamente, los intentos de considerar el movi-
miento de los electrones en el interior de los dtomos desde el punto
de vista de la meednica cldsica conducen a manifiestas contradiccio-
nes. Lo mismo ocurre con otros fenémenos donde desde el punto
de vista cldsico habria que determinar la posicién del electrén con
una ¢precisiéon atémicas. Todos estos fenomenos los describe exacta-
mente la mecdnica cudntica,



CAPITULO TV

Fuerzas de gravitacién

§ 32. Fuerzas de gravitacién, Todos los cuerpos se atraen mutua-
mente. Los fenémenos como la caida de los cuerpos sobre la Tierra,
el movimiento de la Luna segin una orbita alrededor de la Tierra,
de los planetas alrededor del Sol, etc., se producen merced a las

0
Fig, 68, Volimenes elementales de los
cuerpos gue se alraen,

fuerzas gravitacionales. La ley que rige las fuerzas gravitacionales
la formulé Newton en 1687. Segin la ley de la gravitacién universal
de Newton: dos cuerpos cualesquiera se airaen mutuamente con una
fuerza directamente proporcional al producto de sus masas ¢ inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellos. Designando
las masas de los cuerpos que se atraen por m, y ms, y la distancia
entre cllos por r, la fuerza de atracci6n sera:

f=k 2, €y

donde % es una constante determinada denominada constante de gra-
vitacién; su valor dopende de las unidades de medicién de la fucrza
7. de 1a masa m y de la distancia r.

La ley de Nowton, seglin la definiciéon dada, es justa solamente
si las dimensiones de los cuerpos son muy pequefias respecto a las
distancias entre ellos r.

En caso de que las dimensiones de los cuerpos sean comparables
con la distancia que los separa, se debe dividir cada cucrpo en ele-
mentos (fig. 68); para cada par de elementos es justa la ley de la
gravitacién de Newton, de modo que la fuerza de atraccién entre
el elemento ¢ del primer cuerpo y del elemento k& del segundo sera

Afm =k°-”‘j,§”—‘k

u



§ 82, Fuerzas de gravitacién 127

La fuerza total de accién mutua se expresa como la suma vectorial
de todas las fuerzas elementales Af;;:

=" Afu*).
hA

El resultade de este cdlculo es muy diferente para los cuerpos
de distintas formas; es muy sencillo para el caso de atraccién de
esferas homogéneas: dos esferas homogéneas se atraen con una fuerza

f=%& m;;m‘ , donde my y my son las masas de las esferas y r la distan-

cia enire sus ceniros. Esta expresion que coincide con la férmula (1),
€s justa para cualquiera que sea la distancia entre las esferas.

En los siglos XVIII y XIX muchos fisicos mantenfan la falsa
concepcién idealista de la gravitacién como cierta «accién a distan-
cia» sin ninguna funcién del espacio intermedio.

En realidad, cualquier cuerpo origina en el espacio de alrededor
cambios, formando un campo gravitatorio, que Tepresenta en si un
aspecto particular de la materia (comparese con lo que se dice en el
t. II sobre el campo electromagnético). La atraccién mutua de los
cuerpos es originada por la accion reciproca con sus campos gravita-
torios.

De la ley de la gravitacién universal se deduce, que en la super-
ficie de la Tierra, todos los cuerpos deben caer con la misma acele-
racién. Efectivamente, la aceleracién adquirida por un cuerpo de
masa m es:

1
W = —
m!

donde f es la fuerza con que el cuerpo es atraido por la Tierra.
Segin la ley do Newton:

mM
f=kT;.

donde My es la masa de la Tierra y Ry el radio del globo terrestre,
de donde

mMy 1 _ .My

w=k TG m T

pero, como la masa de la Tierra y su radio son magnitudes constantes,
obtenemos que todos los cuerpos de la superficie de la Tierra, inde-
pendientemente de sus masas, caen con la misma aceleracidn

M.
fo=k HE- 2

*) Como los clementos en que so dividen los cuerpos deben ser infinita-
mente pequciios, en la realidad, el problema se reduce a una integracién,
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Aqui se trata de la caida libre de los cuerpos sin que acthen las
fuerzas de resistencia, y entre ellas la resistencia del aire. Tampoco

se tiene en cuenta que la fuerza de la gravedad depende de la latitud
del lugar (véase el § 23).

La fuerza con que cualquicr cuerpo de masa m es atraido hacia la Ticrra,
depende de la altura 2 en gue el cuerpo se halla sobre la superficie de la misma.
Segin la ley de la gravitacion de Newtlon, el cuerpo es atraido hacia la Tievra
con la fuerza:

mMap
! k‘—ﬂ-z—‘

donde R es la distancia desde el centro de la Tierra hasta el cuerpo. Como R =
= Ry =~ k, tenemos que

m-Myp
(Rt hE *

La fuerza { es el peso Py, del cuerpo a la altura k. Designando el peso del cuerpo
en la misma superficie de la Tierra por Py tenemos

f=k

. R%
My Pn_ ;
Po=1k& e de donde ey e

como_pricticamente la altura % siempre ¢z muy pequefia en comparacibn con
el radio de la Tierra Ry, aproximadamente se considera que

Py 1 R

ey il oo faan S

Py 1-1"2 Rﬁ By
T

El radio del globo terrcstre es Ry = 6370 km, de donde para una montafia
de 6,4 km de altura, tenemos que

Py, - 2
?6-—— i— 000 — 10,002,

es decir, el peso del cuerpo en ¢sta montaiia o diferenciard solamente en un
©,2% de su peso al nivel del mar. Aunque }a variacién de las fuerzas de la gra-
vedad con la distancia puede scr not.a?lu obzervando ¢l peso del cuerpo on la
superficie de Ja Tierra, no sirve, por su pequefiez, para la comprobacién exacta
de la ley de la proporcionalidad inversa de las fuerzas de la gravedad al cuadrado
de la distancin entre Jos cuerpos. Newton establecid esta proporcionalidad
obzervando ¢l movimiento de la Luna. Razonaba de la siguiente manera: si
la ley de la gravitacién es justa en la forma en que se da en la férmula (1), la
fucrza con que la Tierra atrae a la Luna serd:

M Mr
f"‘:'k I}}g ]

donde M es la masa de la Luna y I su distancia hasta la Tierra. Do aqui que
la aceleracién de la Luna en direccion a la Tierra sea

lﬂnm—nk‘l{t

L e
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[ntroduciendo aqui la expresién para g, segin la (2), oblenemos
R?
I
wWpn=gy Tz

Esla seria la aceleracién centripeta de la Luna, si se moviera alrededor de la
Tierra segin una érbita circular. De las observaciones astrondémicas se sabe
guo la distancia de la Tierra a la Luna es B0 veces mayor que ¢l radio de la
Tierra, de donde

20 981 em

0E = 3600 T = 0,27 cm/s?.

Wwp=
Por otro lado, ¢csta misma aceleracién centripeta se puede caleular cine-
miticamente:
vt 4nPR? AndR
nS= R = Rr®T 1% '

donde v es la velocidad lineal de la Luna en su érbita; 7, el periodo de giro
alrededor de la Tierra igual a 27 dias 7 boras v 43 minutos, lo cual suma
2 360,580 s. Con estos datos y sabiendo que & == 60-flp = 606370 km, obte-
nemos

4x2.060.6370:10% ¢m

wn =~ a0 g0 — ~ga- = 0v27 om/st.

Do csta manera, ambos métodos de célculo de la aceleracién centripeta
de la Luna dan rosultados que coinciden, lo cual sirve para confirmar la veraci-
dad de la férmula (1),

El primero en medir el valor de la constante de gravitacién %
fue Cavendish en 1798 mediante una balanza de torsion. El aparato

A__Z58
c
5 4§ C —
Fig. 69. Esquema dcl experimento de Cavendish, m,‘——r—-’z Ty

que utilizé6 Cavendish viene representado esquematicamente en la
fig. 69. Del brazo horizontal (fleje) A iban fijas en dos varillas,
dos bolas de plomo M, y M, de 158 kg de masa cada una. Debajo del
fleje, en el cabezal fijo B iba sujeto un delgado hile € del que colgaba
una ligera varilla ! cn cuyos extremos llevaba colgadas dos esferitas
de plomo m; y my. En los experimentos de Cavendish, las masas de
estas esferitas eran de 730 g cada una. Al girar el fleje 4, las bolas
grandes se acercaban a las pequefias y las atraian. Esta atracei6n
se podia ohservar por el giro de la varilla I que llevaba las esferitas
m, y m,. Conociendo las propiedades eldsticas del hilo C, se podia
medir la fuerza de atraceién y con ello determinar el valor de la

9—0705
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constante de gravitacién k. Ulteriormente se repitieron varias veces
los experimentos de Cavendish. En la actualidad, para la constante &k
se toma el valor:

k= 6,685.10"% cm?/g.s%

de aqui se deduce, segin la férmula (1), que dos bolitas do 1 g de
masa cada una y dispuestas de manera que la distancia de sus cen-
tros igual a 1 cm, se atraen con una fuerza de 6,685:10-% di-
nas.
La constante k¥ no es simplemente un nimero, sino que tiene
dimensiones; estas dimensiones de & las determinamos de la relacién:
1%

my- s *

de donde

fr2 -2, 12

de aquf %ue en el sistema CGS, k se mida en ecm®/g 8.

Estas dimensiones de la constante & las hemos obtenido estableciendo de
antemano la unidad de fuerza y sus dimensiones mediante la segunda ley de
Newton: f = mw. No obstante, se puede bacer al revés: suponer en la férmula (1}
de la ley de la gravitacifn universal, que la constanle & = 1, y considerarla
como magnitud sin dimensiones, pero 1ntroduciendo una nucva constante &'
en la segunda ley de Newton y escribir su férmula de la siguiente manera:

f=k mw. (3

Entonces, utilizando el sistema CGS, tomamos por unidad de fuerza la
fuerza con que se atraen dos bolitasde 1 g de masa cada una cuando la distancia
entre; sus centros es igual a 1 cm. Esta unidad de fuerza es igual a 6,685.10-%

Las dimensiones de la fuerza, en esto cago, so expresan asi:
e [m)-[m] = M2I~2
I” —_Ffl—'_ ’

en lugar de las dimensiones habituales [f] = MLT-2?, La constante %' exn la
segunda ley de Newlon {que se puede denominar «constante dipdmicas) tendra
las dimensiopes:

MiL-2

(k)= '—'TlmI]{ ][w =37i7= = L3MT8,

y su valor numérico resultard igual az

Fr e M B
k —W m—i.éﬁﬁ-im g-s'*‘fcms.

De esta mancra, pariiendo de distintas leyes podemos obtener diferentes
sistemas CCS de unidades, Las dimensiones de unas mismas magnitudes fisicas,
pueden resultar diferentes en distintos sistemas. El sistema CGS corriente se

ucde denominar ¢dindmicos, ¥ el sistema de unidades CGS en que la unidad
e fuerza y sus dimensiones se establecen basindose en la ley de la gravitacién,
se pucde denominar sgravitacionals (sgravitatorios). En ambos sistemas, las
unidades de medicién do la velocidad, aceleracién y de otras magnitudces cine-
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miticas, son iguales; pero las unidades de medicién do la fuerza, de la energia,
del trabajo, de la potencia, del momento de fuerzas, ete., son distintas, En mecé-
nica se usa solamente uno do los sistemas, el «dindmico», sin embargo, en el
estudio de la electricidad y del magnetismo, como veremos en ol t. 11, se emplean
dos sistemas CGS diferentes, los denominados electrostitico» y selectromagné-
ticos.

Conociendo la constante % de gravilacién podemos determinar la masa
y la densidad de la Tierra y las de otros cuerpos celestes,

Utilizando la férmula (2), tenemos

g}
M!‘ =1 k *
de donde, conociendo los valores numéricos de la aceleracién de la gravedad

, del radio de la Tierra fi; y de la constante de gravitacién k, determinamos
ﬁrectgagnfggte la masa de la T¥erra, para la cual obtenemos el valor de My =
= 5,98.10¢" g,

La densidad media do la esfera terrestre la hallomos de la ecuacién
o .

4 T
T ’tﬂﬁ-

de donde calculamos el valor do d = 5,5 gfem®. :

La musa do un astro central a cuyo alrededor gira un satélite, puede deter-
minarse de la siguiente manera, Sea M, la masa del astro ccntrall: My la del
satélite y R, la distancia entre ellos, La fuerza de atraccién f crea la acelera-
cién centripeta del satélite y es

}(=Mx'wrl|
de donde TN i
iMe n2H;
k- T = M; T?" (.4)
donde T; es ¢l periodo de traslacién del satélite, De aqui tenemos que
4z R}
Mo=—37f>

es decir, sabiendo el radio de la drbita del satélite ¥ el periodo de traslacién,
podemos determinar la masa del astro central. Asf, sabiendo el radio de la
orbita_terrestre y la duracién del afio, encontramos la masa del Sol Mg =
= 1,98.108 g

De la férmula (4) también se deduce que:

B _ Mg,

T§  4n? ’
la magnitud de Ja derecha tieme valor constante para todos los satélites que
giran alrededor del astro central dado. De aqui que: los cuadrados de los tiem-
pos de traslacién de los satélites (planetas) alrededor del astro central (Soly
son proporcionales a los cubos de sus distancias al astre central (Sol). Esta
lay f}especto a los planetas fuo establecida por Kepler y se denomina tercera ley
de Kepler.

§ 33. Masa de inercia y masa de gravitacién, Trabajo de la fuer-
za de la gravedad. La magnitud fisica de masa entra en dos leyes

q=
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fundamentales e independientes una de la otra: en la segunda ley
de Newton, f = muw, y en la ley de la gravitacién universal,

fzk m::r.z g

En la segunda ley de Newton, la masa caracteriza las propiedades
de inercia de los cuerpos. En la ley de la gravitacién universal, la
masa caracteriza la capacidad de los cuerpos de crear campos de
gravitacién y de estar sometidos a la accién de estos campos.

Se puede plantear la pregunta de si las masas que figuran en am-
bas leyes son una misma magnitud o dos magnitudes diferentes
de algin modo relacionadas entre si. De esta manera precisamente
han surgido en ek transcurso de la historia los conceptos de la masa
de inercia, que figura en la segunda ley de Newton, y de la masa
de gravitacién, que figura cn la ley de la gravitacién universal. La
experiencia nos demuestra que ambas masas, Si es que en general hay
algin sentido en distinguirlas, son proporcionales.

Ante todo, esto se deduce del hecho de que la aceleracién g, del
cuerpo que cae libremente, es igual para todos los cuerpos. La medi-
ci6n exacta de la aceleracién g, de un cuerpo que cae libremente, es
dificil de realizar en la realidad; pero la observacién de las oscilacio-
nes de los péndulos permite medir gq con gran exactitud. Ya el mismo
Newton indicé que la proporcionalidad entre las masas de inercia y de

gravitacién se cumplia con una exactitud de

10100 . Bessel realizé
experimentos con péndulos de los materiales més diferentes y 1legd
a la misma conclusién con una exactitud de

1 g
G000 ¢ Ulteriormente

se ha demostrado que la misma proporcionalidad se cumple para
las sustancias radiactivas.

Con gran exactitud, la proporcionalidad entre las masas de gra-
vitacién y de inercia la demostré Edtvis en 1894 con una balanza
de torsién. La idea do los experimentos de Edtvds estd en lo siguiente:
en la superficie de la esfera terrestre, la direccion de la fuerza de la
gravedad P, se determina como la fuerza resultante de la atraccion
del cuerpo hacia el centro de la Tierra y de la fuerza de inercia cen-
trifuga (véase el § 23). La primera fuerza se debe a la masa de gravi-
tacién del cuerpo, la segunda a su masa de inercia. Si estas dos
masas no son proporcionales, la direccién de la fuerza de la gravedad
P, deberd divorgir en los distintos cuerpos. Edtvis fij6 en un oxtre-
mo del floje de la balanza de torsién una masa determinada de plati-
no, y en el otro, el cuerpo a experimentar. El instrumento se orien-
taba de manera que el fleje tuviese una direccién determinada, por
ejemplo, la de oriente hacia occidente. Después se hacia girar el
instrumento en 180°.

» Al girarlo, en el caso de que las masas de inercia y de gravitacién
no fuesen proporcionales, deberia surgir un par de fuerzas y el fleje
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deberia girar un poco. En la realidad no se observé ninguna desvia-
¢ién que pasara de 6-10~* segundos de arco; las pequeniisimas desvia-
ciones observadas tenian cardcter casual. La proporcionalidad de
ambas masas se observd con una exactitud de 1/200 000 000.

De esta manera, de todos los experimentos se deduce la imposi-
bilidad de diferenciar las masas de gravilacién y de inercia: los expe-
rimentos demuestran gque operamos con diferentes manifestaciones
de una misma magnitud fisica, a saber, de la masa. Le teoria de la
gravitacién de Einstein ha confirmado este punto de vista. De esta
manera, en la actualidad, la cuestién de la existencia de dos magni-
tudes fisicas supuestamente diferentes: de la masa de inercia y de la
masa de gravitacién, solamente es de interés histérico.

Fig, 70. El trabajo de las fucrzas de la
gravedad no depende de la forma de los
trayeclos §° y ",

8

Como se ha indicado en el § 32, cualquier euerpo origina un campo
de gravitacién en el espacio que lo rodea. En particular, uno de estos
campos lo crea la csfera terrestre. Como las fuerzas de gravitacién
originadas por la esfera terrestre se denominan fuerzas de Ia gravedad,
el campo que circunda a la Tierra, se puede llamar también cammpo
(de las fuerzas) de la gravedad. Cerca do la suporficie de la Ticrra
practicamente la fuerza de la gravedad es constante; en este caso
se dice que el campo de la gravedad es homogéneo.

Como se ha indicado en el § 27, el trabajo en el campo de la gravedad
no depende de la forma ni de la longitud del trayecto, sino solamente
de la diferencia de alturas entre el punto inicial y el final del movi-
miento.

Si del punto B pasamos al B’ primeramenle sipuiendo e} trayecto
5"y, después, el ¢" (fig. 70), los trabajos 4’ y A" realizados en estos
dos casos, segln lo dicho, deben ser iguales: 4’ = 4"; al despla-
-zarse desde el punto B’ al B siguiendd el trayecto s” se cfectuari un
trabajo 4™ = —A". Por consiguiente, si recorremos el trayecto
cerrado pasando primeramente del punto B al B’ por el trayecto s”
y después volvemos del punto B’ al B por el trayecto s”, en total
se realizard el trabajo:

Appp=A" L A" = A"~ A"=0,

El mismo resultado se obtiene si examinamos la variacién de la
energia potencial, que tampoco varfa en el movimiento de ida y
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voelta, Por lo tanto, al realizar un movimiento por el campo de la
gravedad segiin un trayecto cerrado, el trabajo total es igual a cero.

La deduccién sacada de que cl trabajo dopende solamente de la posicién
de los puntos inicial y final del trayecto y no depende de la forma de éste, es
justa también para un campo heterogéneo de la gravedad.

Examinando dos cuerpos de masa m; y mz que se atraen segin la ley de la
gravitaci6bn universal:

nigita
f=k—5—,
s¢ pucde demostrar que la energia potencial de un cuerpo respecto al otro serd
nt
E,= —k+"’“—. )

El signo menos es debido a que la encrgia potencial de dos cuerpos distanciados
infinitamente uno del otro (r = oo} se ha convenido en considerarla igual a cero;
pero en este easo la onergia potencial tiene el valor mAximo, ya que para separar
los cuerpos hay que realizar un trabajo
E posilivo con fuerzas exteriorves, v al
&, acercarse los cuerpos su energia poten-
cial disminuye, por lo tanto, adquiere
valores menores de cero, es decir, nega-
tivos.

Fig. 71. La energia potencial de dos cuer-

pos que so atraen segdn la loy de New-

tou, viens reprcsont]n a por una hipérho-
a.

Graficamente, la energia potencial de los cucrpos gravitatorios, expresada
segin la formula (1), se representa por la curva de la fig. 71. Esta curva es una
rama de hipérbola.

Supongamos que dos cuerpos 7 v 2 se atraen. Examinaremos el movimiento
del cuerpo 2 respecto al cuerpo 1. Si Ja energia total de los cuerpos es igual a £
(fig. 71), significa que el cuerpo 2, cuando so hallaba a una distancia infinita-

mente grande del cuerpo 7, se desplazaba a la velocidad vy determinada por la
igualdad:

ey
Ecu=m—;v3=£‘, de donde py = V iﬁ 2

La energia cinética E., viene representada por el scgmento 458. Al disminuir r
(el cuerpo 2 se acorca al 7), la energia potencial empieza a disminuir v adquiere
valor negativo; la omergia cinética aumenta y al mismo tiempo aumenta la
velocidad del cuerpo 2. Para una distancia determinada r representada por el
segmento OC, la energiu cinética viene representadn por ¢l segmento DF; este
segmento va dirigido deasde abajo hacia arriba, lo cual corresponde al signo
positivo de la encrgia cinética. La energia Enotancial la representa el segmento
€D. Este segmento va dirigido hacia abajo, lo cual correspondo al valor negati-
vo de la ecnergia polencial.
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La suma de las energias cinética y potencial E,+ £, durante todo el
diempo permanece constante e igual a la energia total E:

E.,+ E,=E. 2)
Considerando el cuerpo I inmévil, obtenemos que

<donde v es la velocidad del segundo cuerpo respecto al primero cuando la distan-

<ia entre ellos es igual a . Utilizando esta expresién de £, y de las ecuaciones (1)
¥ (2), obtenemos:

vt myma
———k 2k,
e donde
o/ AE 2my Zmy
v=1/ ;‘:-{-k-_r-:]/ B4k —L. €]

Si el cuerpo 2, hallindose a una distancia infinita del cuerpo ¥, tuviese la
velocidad v, = 0, tendriamos que

u=]/ki"";-i.. (3)

Veamos el caso de un cuerpo sélido de masa m que cae desde el infinito a la
Tierra con una velocidad inicial vy = 0. Entonces, segn la férmula (3a), al
alcanzar la superficie de la Tiorra, tendra la velocidad

]/ E]ET
Ve k RT '

donde My es la masa de la Tierra y Ry su radio. Colocando aqui % = 6,885 X
® 1078 cm/g-5*, My = 5,98-40% g, y Ry = 6,37-10% cm, obtenemos:

: 2.5,98. 1027 cm cm
= A0 e 108 —
v=1/ 6,685.10 o = .2:108 S

Asi tonemos que un cuerpo gue cae sobre la superficie de la Tiera desde
¢l infinito, debido a la atraccidn de la Tierra, alcanza la velocidad de 11, 2 km/s.
Y vieeversa, para que un euerpo lanzado desde la superficie de la Tierra verti-
calmonte hacia arriba no caiga olra vez a la Tierra (éespteciando la resistencia
del aire), sino que se aleje al infinito, hay que comunicarle una velocidad de

1l16'2 km/s. Esta velocidad se denomina velocidad de escape o velocidad de llbera-
<lén.




CAPITULO V

Movimiento del sélido

§ 34. Movimiento del sélido. El movimiento de un cuerpo sélido
viene determinado por las fuerzas exferiores aplicadas al mismo. En
el cuerpo s6lido son muy caracteristicos sobre todo los movimientos-
de traslacién y de rotacién (lvéase el §12). En el movimiento de
traslacion, todos los puntos del s6lido se desplazan a igual velocidad
v y con igual aceleracién w. Si mentalmente dividimos el sélido en
elementos de masa Am;, para cada uno de estos elementos, segin
la segunda ley de Newton, tendremos la relacién:

Amyowe= i+ Ty, ¢))

donde f; esuna fuerza interna (es deeir, procedente de otros ele-
mentos del mismo cuerpo sélide), y ¥, es la fuerza exterior que actia
sobre el elemento dado. Segiin la tercera ley de Newton, la suma
de todas las fuerzas internas es igual a cero; por consiguiente, suman-
do las ecuaciones (1) establecidas para todos los elementos, obtenemos

SAmpw=XF, o M-w=F, e)

donde M = ZAm,; es la masa de todo el cuerpo, y F = ZF; es la
suma vectorial de todas las fuerzas exteriores. El vector F se deno-
mina vector resultante (principal) de las fuerzas exteriores.

La ecuacién (2) permite determinar la aceleracion del movimiento
de traslacién del sélido conociendo la masa M del mismo y el vector
principal F de las fuerzas exteriores. De esta mancra tenemos que
el estudio del movimiento de traslacién de un sélido se puede sustifuir
por el estudio del movimiento de un punto material de masa igual a la
del sélido y solicitade por una fuerza igual al vector resullante de las
fuerzas exteriores.

En movimientos més complicados (no de traslacién simple} los
distintos puntos del sélido tienen diferentes velocidades v; y acele-
raciones w;. Sin embargo, mentalmente se puede dividir el sélido
en elementos tan pequeiios, que en los limites de cada uno de ellos,
la velocidad y la aceleraciéon permanezcan constantes. Entonces,
para cada elemento tendremos que

Amg W= f] +F1.

Sumando estas ignaldades establecidas para todos los elementos
del sélido y observando que tenemos de nuevo Zf, = 0, obtenemos

) Amyewy= 3 Fy=F, 3)

donde F, como antes, es el vector resultante de las fuerzas exteriores.
Pero la ecuacion (3) no se puede equiparar con la (2), ya que, en e}
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caso de la (3), las aceleraciones w; son distintas para los diferentes
elementos.
Introduzecamos cierta aceleracién we determinada por la igualdad

Amg-w
wc=_2_._ﬁ:' (4y

donde M es la masa de todo el sélido. Entonces, multiplicando ambos
miembros de la ecuacién (4) por M y utilizando la ecuacién (3),
obtenemos gque

M.wp=F. (5)

Se puede demostrar (véase lo escrito con letra menuda) que wg
es la aceleracién de cierto punto C, cuyas coordenadas z¢, ye ¥ %¢
se determinan mediante las coordenadas de los elementos indepen-
dientes del sélido a4, y; ¥ z; de las relaciones:

X zamy > vidmg ) 24m,
o= o =T3¢ & &=

(8

El punto C se denomina eentro de masas (o centro de inercia).
El centro de masas coincide con el centro de aplicacién de la resul-
tante de las fuerzas de la gravedad (centro de gravedad). De la ecua-
cion (5) se deduce que el centro de masas de un sélido se desplaza como
un punto material de masa igual a la del sélido, solicitado por una
fuerza igual a la del vector resultante de las fuerzas exteriores. Si este
vector resultante es igual a cero, el centro de masas estd en reposo |
o se desplaza con movimiento rectilineo y uniforme. Las fuerzas
internas no pueden variar la velocidad del centro de masas.

Demostremos que, en realidad, el centro de masas cuyas coordenadas
vienen determinadas por las ecuaciomes (6), se desploza con una aceleracién
que se determina de la ecuacién (4), Para cllo utilicemos las relaciones gue
indican que las proyecciones de la aceleracién sobre los ejes do coordenadas
vicnen expresadas por las derivadas segundas respecto al tiempo de las coordo-
padas del punto cuya aceleracion estudiamos,

Tomando las derivadas segundas de ¢, yg ¥ 5¢, obtenemos quo las proyec-
ciomes de la aceleracién del centro de masas sobre los ejes do coordonad%s son:

d2xy i
 dz 2 Am‘_d:ﬂ 2 Eﬁmi-u:;
Yex = gm M = 7

T

2y,
Ay et N Amg-
d“yczz S I &

M B M !

d2zg 2 dmigt 3 Amiwy
= 173
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donde wyy, wy ¥ wy son las proyecciones de la aceleraci6n del clemento ¢ sobro .
los ejes de coordenadas, Como la misma aceleracién wg es la suma geométrica

de sus componentes segin los ojes, de la eccuacién (7) se deduce que we coincide

con Ia f6rmula (4).

§ 35. Rotacién del solido. Momento de fuerza y momento de
inercia. Al estudiar Ia rotacién de un sélido desde el punto de vista
dindmico, junto al concepto de fuerza se introduce el concepto de
momento de fuerza y junto al concepto de masa, ¢l coneepto de momento
de inercia. Para aclarar el sentido del concepto de momento de una

Fig. 72. Rotaci6n del punto 4 segin una circunfie-
rencia.

fuerza y momento de inercia examinemos primeramente el movi-
miento de un punto material 4 de masa m mantenido en una circun-
ferencia de radio » mediante un enlace o ligadura cualquiera (fig. 72).
Supongamos que sobre el punto 4 actia una fuerza § de magnitud
constante. Entonces el punto 4 adquiere una aceleracion tangencial
constante w; determinada por la componente tangencial f,:

fi=7fcosa=muw. (1)

La componente normal de la fuerza [ junto con la reaccién de la li-
gadura crea una aceleracién normal. %

Introduciendo la aceleracion angular p =2, la ecuacién (1) se

r
transforma en
feosa=mr-f;

multiplicando los dos miembros por r, ohtenemos:
freosa=mrip. 2)

El producto r cos o, brazo de la fuorza o brazo de palanca, es igual
a la longitud de la perpendicular a la direccién de la fuerza trazada
desde el punto O (fig. 72). La magnitud

M = frcosa, (3)

que es igual al producto de la intensidad de la fuerza f por la distancia
del punto O (centro de momentos o de rotacion) en la direccidn de la
fuerza se denomina momento central de la fuerza (momento de la fuerza
respecto al punto O).
La magnitud
I=mr, (%)
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que es igual al producto de la masa m del punio A por el cuadrado
de su distancia al punio O (centro de momentos o de rotacién), se de-
nomina momento de inercie del punto A respecto al punto O (0 momen-
to central de inercia).

Utilizando los conceptos de momento de la fuerza M y de momento
de inercia I podemos escribir la ecuacidn (2) de la siguiente manera:

M=1I8. ®)
Comparando las ecuaciones (1) y (5) vemos que la aceleracién

angular B estid relacionada con el momento de la fuerza M y con
el momento de inercia 7, de la misma manera que la aceleracién

Fig. 78, Descomposicién de an sélido quo gira,
en partes clomentales.

lineal i, esta relacionada con la fuerza f; y con la masa m del punto
A. En la descripcién del movimiento de rotacién por medic de la ace-
leracion angular B, el papel de fuerza lo desempefia el momento
de la fuerza M, y el papel de masa m, el momento do inercia [.
El punto 4, solicitado por fuerzas de momentos ignales, adquiere
iguales aceleraciones angulares . Por consiguiente, diferentes fuerzas
f son equivalentes, en el sentido de la rotacién que originan, si son
iguales sus momenfos. Diferentes puntos materiales solicitados por
igualés momentos de fuerza, adquieren iguales aceleraciones angula-
res, si son iguales sus momentos de inercia. De esta manera tenemos
que los punfos materiales con diferentes masas m, son equivalentes,
en el sentido de la aceleracién angular adguirida, si son iguales sus
momentos de inercia.

Pasemos ahora al estudio del sélido que gira alrededor de un
cje fijo OO’ (fig. 73).

Para caracterizar la capacidad de una fuerza de originar una
rotacién alrededor de un eje dado se introduce el concepto de momento
de una fuerza respecto a un eje (momento axil, axial o dzico). Esta
claro que la fuerza que actiia segiin una direccién que corta al eje,
no puede originar ninguna rotacién alrededor del mismo. También
es evidente que una fuerza paralela a un eje no origina ninguna ro-
tacién alrededor del mismo. El momento de una fuerza respecto a
un eje lo origina s6lo la componente de la fuerza que estd en un plano
perpendicular al eje. Por eso, al elegir en el sélido un elemento pe-
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quefio de masa Am,, consideraremos s6lo la componente do la fuer-
za que actia sobre este elemento y que estd en el plano perpendi-
cular al ejo de rotacién O0’. Designemos esta componente por
Af;. _

Supongamos quo la fuerza Af; forma un dngulo @; con la tangente
a la trayectoria de la masa Am;. Consideremos que el dngulo «; es
agudo. Entonces, para este elemento se puedse escribir la ecuacién (2):

Afyr; cos o = Amrif.
donde p es la aceleracién angular del elemento.

Las mismas ecuaciones se pueden eseribir para todos los demas
elementos, y después sumarlos:

N Afiricosay = 2} AmardB;
T 3

la accleraci6n angular B es constante para todos los elementos,
por lo tanto se puede sacar fiuera del signo de la suma:

. 2 Afiricosa; =8 E Amat. (6)

La magnitud M = $Af,r, cos a; es la suma de los momentos de las
g

T

fuerzas que actiian en todos los elementos del sélido, es decir, es
el momento total M de las fuerzas que actiian en el solido respecto
al eje de rotacién O0’. Hay que tener en cuenta que el producto
Af;r; cos a; se ha de tomar con el signo mis, si el punto de aplicacién
de la fuerza Af, gira alrededor del eje en la direccion en que actiia
la fuerza Af,;, v con signo menos, en el caso contrario. La magnitud

W= 21; Amp},, (7

igual a la suma de los momentos de inercia do los elementos en que
hemos dividido el cuerpo, se denomina momento de inercia de un
sdlido respecto a un eje dado O0".*) Teniendo en cuenta este momento

*) En la realidad, los elementos de las masas deben tomarse infinitamente
pequefios y entonces, la suma se sustituye por una integracién, y para los momen-
oz de inercia obienemos la ecuacidn:

I= S ridm,

Introduciendo la densidad del cuerpo p y teniondo en cuenta que dm = p dV,
donde 4V es el volumen clemental, tencmos que:

I= S pradV; (72)

la integracién debe abarcar todo ¢l volumen ¥ dol sélido.
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total de las fuerzas M y el momento de imercia I, escribiremos la
ecuacién (6) de la siguiente manera:

M=1Ip, (6a)

es decir, para un cuerpo sélido que gira alrededor de un eje, llegamos
a la misma ecuacién que para un punto material que gira alrededor
de un centro [ecuacidn (5)].

La aceleracién angular p adquirida por un sélido es:

M
e

es decir, es dircctamente proporcional al momento de fuerzas M
aplicado e inversamente proporcional al momento deo inercia 1.
Comparando la ecuacién (6a) con la (1), que expresa la segunda ley
de Newton, vemos gque en la rotacién de un sélido alrededor de
un eje fijo, tiene lugar una relacién anéloga a la expresada por
aquella ley, con la diferencia de que en vez de aceleracién lineal,
tenemos aceleracién angular, en vez de una fuerza, el momento
de una fuerza, y en vez de masa, el momento de inercia.

De la ecuacién (6a) se deduce que si el momento do las fuerzas
que actian sobre un cuerpo, es igual a cero, la aceleracion angular p
también serd igual a cero, es decir, el sblido girari a constante
velocidad angular ®, si su momento de inercia J permanece cons-
tante*). En el caso particular de v = 0, el cuerpo estard en reposo.

Como homos visto (§ 13), la velocidad angular o y la aceleracién angular
pueden considerarse vectores. El momonto de una fuerza f respecto a un punto
puede considorarse también como un veetor, ¥ a la ecuacién (6a) se le puede dar
un cardeier voctorial.

Ly

s’
}’ r:

b) *M

Veamos la fuerza [ (fig, 74, a), cuyo momento respecto al punto @ quere-
mos determiznar. Estd claro que la caracteristica complota del momento la com-
ponen 1) ol valor numérico del momento, que es igual a frcos @; 2) el plano
en que estdn la fuerza  y el punio O; 3) la dircccién en que la fuerza adtia.
Todas cstas tres caracteristicas se pusden expresar mediante wn vector M, si:

Fig. T4. El momento de la fuerza [ respoc
to al punto O lo define el vectar M.

*) El momerto do inercia de un sélido que gira alrededor de un eje fijo
puede cambiar solamente en el cago de que las distintas partes del s¢lido no
estén ligadas rigidamente unas con otras. Para este caso, la férmula (6a) no es
valedera, ya que se ha deducido suponiendo que las componontes do las fuerzas,
dirigidas segin las ligaduras, se compensan con lag reaccionos de las lipaduras,
¥ no originan desplazamiento de unas partes del cuerpo respecto a las otras,
como tendria lugar en el caso de ligaduras no rigidas.
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1) la intensidad del vector M la hacemos igual a fr cos @, 2) lo trazamos per-
pendicularmente al plano en que estan la fuerza f y el punto O, ¥ 3) lo dirigimos
de mancra que su septido cslé relacionado univecamente con el de la fuerza.
Para ello utilizaremos otra vez la regla del sacacorchos (véase el § 13 v la fip. 28):
sl sentido del veelor M se determina segiin el movimicnto de traslacién (avance)
del sacacorchos situado en el punto O, si el sentido de rotacién de su manilla
coincide con ¢l de la fuerza gque actda. Entonces, para sl caso representado en
la fig. 74, a, ¢l vector M estara dirigido hacia arriba, ¥ en el caso ropresentado
en la fig. 74, b, hacia abajo. El vector M es el vector del momento de la fuerza.

2
£
n/}_ Fig. 75. El momento del par no depende de

m\-——f——’ la posicién del punto O respecto al cual se
1

n

1

oma.

Considerando ¢l dngulo £ r, [ cntre los vectores r y I, tencmos que o=
= 2 g1 -—%, de donde la intensidad del momento de la fuerza f serd:
M = f.r-sen (£ 1, ).

Por consiguiente, considerando lo dicho en el § 43 sobre el producto veetorial,
tencmos quuv el momento de la fuerza I se expresa por un producte vectorial:

M=rXI, (3a)

donde r es el radio vector trazado desde ¢l punto O, con respecto al cunl se toma
¢l momento, hasta ¢l punto de uplicucién de la fucrza .

M

Fig. 76. E! momento del par vivne determi y
nado por el vector M. f/ }-{

M

Veamos ademés, ¢l momenlo denominado par de fuerzes (o simplemente
meomento de un par). Se denomina par de fuerzas a dos fuerzas iguales y de sen-
tido conlrario que mo acthan segfin una misma recta (fig. 75). Tomaremos el
momento del par respecto a un punto del plano en que estan las fuerzas. E1 mo-
mento de un par no depende de la posicién del punto O respecto al cual se foma.
Tomemos un punto argitrario O (tig. 75). El momento de la fuerza §; respecto
al punto O serd igual a fyr cos oy y estard dirigido perpendicularmente al plano
del dibujo hacia nosotros. El momento de la fuerza f» serd igual a farp cos ag
v eslara dirigido perpendicularmente al plano del dibujo por detrds del plano
del dibujo. Por lo tanto, los momentos fyry cOS oy ¥ farp cos ¢ van en sentido
ofuasl‘o ¥, por consiguiente, el momento resultante de las dos fuerzas que forman
el par, es igual a

M = forz co8 iy — fyry cO3 4.
Las fuerzas f; y f: son de igual intensidad. Designemos su valor comin por f,
v la diferencia rs cos oz — ry 08 ¢y por 1 (I se denomina draso del par o brazo
de palanca y es la distancia entre las rectas segin las cuales aclian las fuerzas),

entonces
M = fl. (8)
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La intensidad del momento de un par M es igual al producte de la intensidad
de una do las fucrzas § por el brazo del par . La direccién del vector del momento
del par esti reiaciuna:fa con la de las fuerzas que forman el par segin la regla
del sacacorchos (fig. 76).

Utilizando el vector del momento de fuerzas, se pucde eseribir la ecuaci6n
{6a) en forma vectorial:

M= I.. 3

Si M = 0, es decir, si no hay momento de fuerzas que actiie sobre el sélido, p=
= 0, lo cual significa que el vector de¢ la velocidad angular © es constante,
es decir, que el sélido no sélo ﬁira a velocidad constante, seglin su intensidad,
sino que incluse la direccidn del eje de rotaci6n permanece constante.

§ 36. Momentos de inercia de algunos cuerpos. Veamos los momen-
tos de inercia de algunos cuerpos respecto a ejes determinados. Como

Fig. 77, Determinacién del momento de inercia de un
cilindro hueco de paredes delgadas,

ejemple simple veamos el momento de inercia de un cilindro hueco
de paredes delgadus (anillo) (fig. 77) de masa m y radio R respecto
a su eje de simetria QO’. Dividamos el cilindro en elementos en

F

0

Fig. 78. El momento de inercia de un cilindro ma-

cizo respecto al ejo OO’ es igual ag mht,

forma de franjas limitadas por las generatrices del cilindro (una
de estas franjas viene rayada en la fig. 77). Debido al pequefio espesor
de las paredes del cilindro, se puede considerar que todas las partes
de una misma franja se hallan a la misma distancia R del eje 00’
Por lo tanto, el momento de inercia de una franja es AT = Am,R?,
donde Am; es Ia masa de la franja. El momento de inercia de todo el
cilindro seri:

I= 2 ﬁm;R==R’ Z &m.‘,
pero 3 Am; es Ja masa m de todo el cilindro de donde

T=mR%,
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Respecto a cualquier otro eje, el momento de inercia del mismo
cilindro serd diferente. '

A continuacién se dan los momentos de inercia de algunos cuerpos
sin explicar el ¢dleulo, ya que este cilculo se basa en la integracién.,
r

0

Fig. 79. El momento do inercia de un cilindro hueco
de paredes gruesas respecto al c¢je 00’ es igual a

T ¢
‘;w -;-m(R3+ RY).

¥l momento de inercia de un citlindro macizo (disco) respecto
a su eje (fig. 78) es:

I'=4 mR*., (2)

El momentoTde inercia de un cilindro hueco de paredes gruesas
respecto a su eje (fig. 79) es:

g
I =5 m (R + Hy), (3)
donde R, y R, son sus radios interior y exterior.
]

0

I L

= S - 2
a!

a © b)

Fig. 80. El momento de invrcia de una barra respecto al eje 00’ perpendicular

a su longited ¥ que pasa por su centro, es igual a IiZ mi?, y el momento respecto
L
1 ¢jo perpendicular que pasa por uno de los exiremos, es igual a T mi®,

E! momento de inercia de una barra de longitud L respecto al efe
gue pasa por el centro de la barrag perpendicularmente a la longitud
(fig. 80, a), es:

Ties :_2 mi?. (4)

El momento de inercia de una barra de longitud I respecto al eje
gue pasa por un exireme de la barra perpendicularmente a su longitud
(tig. 80, b) es:

I=—=ml (5)

]
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El momento de inercia de una esfera respecto @ un eje que pasa
por si ceniro es:

I=

en| 2o

mAE. (6

Las dimensiones del momento de inercia se determinan de la
relacién

I=mr?,
de donde
1] =[m] X [r*] = ML2.

Asi tenemos que en el sistema CGS, el momento de inercia se
mide en g-em®, en el sistema técnico, en (unidades técn. de masa) -m?.

En el sistema de unidades MKS, el momento de inercia se ex-
presa en kg-m? ya que en este sistema se toma el kilogramo por
unidad de masa, ¥ el metro por unidad de longitud.

Veamos un ejemplo de determinacién de la aceleracién angular dados
¢l momento de fuerzas y el momento de inercia,

Ejemplo. Auna rueda de radio R = 0,5 m con un momento de iner-
cia I = 20 kg.m?, so lo aplica un momento de fuerzas constante M = 5 kgm.
Hallar: 1) la aceleracién angular y 2) la velocidad lineal do los puntos de la
llanta al cabo de 10 segundos (la velocidad inicial sc considera igual a cero).

Solueién La aceleracién angular de la rusda es

M

I

Para ¢l caleulo utilizaremos el sistema iéenico de vnidades, entoncos I =

20 ¥
35 unid. {éen., de donde

5.9,8
e —— 0= 2 45 8%,
g 75 S 2,43 8
La velocidad angular al cabo dol tiempo ¢ contande a partir del principia
del movimiento sexd

@ = ft,
v la velocidad lincal de los puntos de la llanta
v = oft = 2,45.0,5-10 m/s = 12,25"m/s.

Si para un cuerpo cuulguiara se conoce su momento de inercia respecto a un
eje que pase por cl centro de gravedad, se puede hallar fécilmonte ol momento
de inercia respecto a cualquier eje paralelo al primero.

Este paso de un momento de inercia a otro se realiza segun el siguiente
teorema: el momento de inercia respecto a cualguier eje de rotacibn es ignal al
momenio de inercia respecto a un eje paralelo al primerc y que pase por el ceniro
de gravedad, mds el producto de la masa del cuerpo por el cuadrado de la distancin
del centro de gr lad al efe de rotacidn.

Como ejemplo, determinemos el momento de ineroia de una esfera respeoto
a una de sus tangentes,

Segin el teoroma anterior:

I =Ig mat,

10—=0705
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donde I; es el momento do inercia respecto o una tangente; g, el momento de
inercin nesgectc a un cje que pase por el centro de gravedad; m, la masa de la
esfora y 2, la distancia desde la tangente hasta el centro de la esfera. Como para

laesferaa =R, ¢ Ig= % mfA®, tenemos que

I;=%mﬂ2+ﬂxﬁs= %—mR".
§ 37. Momento de la cantidad de movimiento {(momento cinético).
Veamos primeramente un punto material de masa m que gira seglin
una circunferencia de radio r (lig. 72). Para este punto se cumple

la ecuacién:
foos o= miwy, (1)

donde f es la fuerza aplicada al punto, y w; la componente tangencial
de la accleracién. Supongamos que la fuerza f es de intensidad cons-
tante y forma un mismo dngulo « con la tangente a la circunfe-
rencia en tedos log puntos del trayecto.

Entonces, wy = Av/A¢, y la ecuacién (1) so transforma en:

feosa-At = mdv.
Multiplicando por r los dos miembros de esta ecuacién, obtenemos
freosa-At=rmiuv. (2)

La magnitud fr cos & es ¢l momento M de la fuerza f respecto
al centro de rotacién O; ademis, debido a la constancia de la masa m
v del radio r, el término rmAv se puede escribir A (rmuv).
Entonces la ecuacién (2) toma la forma:

MAt=A(rmv). (3

Si el momento M no es constante, la ecuacién (3) hay que tomarla
en un intervalo de tiempo Af tan pequefio, que en el transcurso del
mismo se pueda considerar que lo es. Para un intervalo finito de
tiempo, se puede operar con la intensidad media del momento de

fuerzas M, cntonces
MAt= A (rmv). (3a)

La magnitud p = rmv se denomina momento de la cantidad
de movimlenio (momento cinélice o momento dindmico) de un punto
material que gira segfin una circunferencia, y MA¢{ momento (impul-
sién o impulso) angular, que a veces también se llama impulsidn
(impulso) del momento de la fuerza. La ecuacién (3) dice que la varia-
cién del momento de la cantidad de movimienio numéricamente es
igual al momento angular aplicado. Esta ecuacién es andloga a la (4)
del § 17, que expresa la relacién entre la variacién de la cantidad
de movimiento y el impulso de una fuerza.
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El concepto de momento do cantidad de movimiento p de un punto mate-
rial lo hemos utilizade para cl caso particular del movimiento de un punto
material segiin una circunferencia cuando su velocidad es todo el tiempo per-
pendicular al radio v, En el caso general del movimiento de un punte material,
su momento de cantidad de movimiento respeclo a un centro O es una'magnitud
numéricamente jgual al producto de la cantidad de movimiento del ‘punto mw
por la distancia del centro O en Ja direccién de la velocidad v del punto (el vector
v se traza desde el lugar en que on el instante dado se encuentra el punto mate-
rial}. El momento de la cantidad de movimiento es un vector, cuya direccién y
sentido vienen determinados por la regla del sacacorchos: el vecior p es &wrpen—
dicular al S!ano en que estéan el vector velocidad v y el centro O, y va di

irigido
en el sentido del movimiento de avance del sacacorchos, cuando la manilla de

éste gira en ol sentido desde el vector r (radic vector dol punto) hacia el veo-
tor v. De esta manera tenemos que el vector del momenio de la cantidad de
movimiento viene determinado por el producto veectorial p= r X mv, y la
ecuacidn {3), en el caso gencral, se debe escribir también en forma vectorial:

MAf = Ap,
donde Ap es la diferencia vectorial de los momentos de cantidad de movimien-
to pz - p1.

La ecuacién (3) se puede generalizar también para el caso de un
cuerpo sélide que gira alrededor de un eje fijo. Para ellodividimos
el cuerpo en elementos de masa Am;, como lo hemos hecho en el § 35.

Para cada elemento se cumplird la igualdad:

ﬁf{'l’"g cos oAl = r;Am;Av;,
0, como Av;=Aw.ry, :
Afior; cos oAt = Amyr] -Aw,

Sumando estas expresiones para todos los elementos del sélido,
obtenemos: -

g Af; =T; COS CCgAi = Z Amri -Aw,
0, como g Afiricose; = M es el momento de las fuerzas que actian
sobre el cuerpo, ¥ 2 Amga? =1 es ¢l momento de inercia del mismo
1

MAt=TAw,

Si el momento de fuerzas M no es constante, conviene tomar su
valor medio en el intervalo de tiempo At; entonces.

MAt = J[Aw.

Como el momento de inercia de un sélido respecto a un eje dado
es una magnitud constante, la ltima ecuacién se puede escribir
de la siguiente manera:

MAt=A (fo), (4)
10=
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donde en el segundo miembro tenemos la magnitud fo. La magnitud
MAt se denomina momento (impulso o tmpulsion) angular de las
fuerzas aplicadas al sélide, y la magnitud fo es el momento de la
caniidad de movimiento del sélido que gira alrededor de un eje fijo.
Seghn la ecvacion (4), la variacion del momento de la cantidad de
movimienio de un sélido, es igual numéricamente al momento angular
de las fuerzas que tiene aplicadas.

Hemos deducido la ecuacion (4) suponiendo constante el momento
de inercia, pero esta ecuacidn es justa también cuando el momento
de inercia varia durante el movimiento. En este caso, la variacién
del momento de la cantidad de movimiento A {fw) se determina por
el momento angular de las fuerzas aplicadas.

De las formulas (3) y (4) se deduce que si no hay momento de
fuerzas (M = 0), el momento de la cantidad de movimiento es constante.
Esta consecuencia se conoce por principio (ley) de la conservacion
del momento de la cantidad de movimiento (0 prineipio de la conservacién
del momento cinético).

En el caso particular del movimiento del punto material segin
una circunferencia, siendo M = 0, de la (3) resulta que:

myr = const. -(5)

En el caso general del movimiento de un punto material, siM = 0
r X mv=const, - (8)

Para un sélido, siendo M = 0, de la (4) se deduce que:
I .o =const. M

En el caso de un momento d& inercia invariable, no habiendo
fuerzas exterieres, la velocidad angular del s6lido que gira permanece
constante; este resultado ya lo hemos obtenido directamente de la
férmula (6a) del § 35.

Si el momento de inercia varia gin intervencion de fuerzas exte-
riores, también empezard a variar la velocidad angular © de tal
manera, que el producto Jo sea constante: si el momento de inercia J
aumenta, 1a velocidad angular @ disminuye, ¥ viceversa.

La conservacién del momento de la cantidad de movimiento
puede demostrarse con un hombre de pieen un taburete que pueda
girar sin rozamiento alrededor de su eje vertical («taburete de Zhu-
_kovskis). Supongamos que a un hombre con los brazos extendidos
y sujetando en las manos unas pesasi(fig. 81), se le comunica junto
con el taburete un movimiento de rotacién con una velocidad angu-
lar ©. Er este caso el hombre tiene determinado momento de canti-
dad de movimiento Jw, que, siendo cero el momento de las fuerzas
exteriores, dehe conservarse, Si el hombre baja los brazos, su mo-
mento de irercia disminuye y, por consiguiente, aumenta la veloci-
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dad angular. Si el hombre levanta de nuevo los brazos, la velocidad
angular ® recobra su valor primitivo.

El momento de la cantidad de movimiento P = I® es una magni-
tud vectorial que tiene la misma direccién que el vector velocidad
angular ©. Por lo tanto, la ecuacién (4)
también tendra cardcter vectorial:

MA¢ = AP, (8)

donde AP = o, — fe, es una diferencia
vecforial de momentos de cantidad de mo-
vimiento Jo. En esta forma, Ia ecuacién es
completamente andloga a la (4) del § 17,

Fig. 81. Al bazar los brazos con las pesas, el hom-
bre empieza a girar con mis rapidez.

gue para el punto material expresa la relacién entre la variacién
del vector cantidad de movimiento y el vector impulso de las fuer-
zas. La ecuacién (8) se puede aplicar, no s6lo al ‘caso de rotacién
de un sélido alrededor de un eje fijo, sino al caso general de movi-
miento arbitrario del sélido, si generalizamos como corresponde el con-
cepto de momento de la cantidad de movimiento. La ecuacién (8)
se puede también aplicar a un sistema de cuerpos, pero en este
caso hay que entender por P el vector resultante delos
momentos de cantidad de movimiento y por M el vec-
tor resultante del impulso de las fuerzas,

E] principio do la conservacién del momento de la cantidad
de movimiento para un sistema de dos cuerpos, se puede de-
mostrar ponienSO en manos del hombre que estd en el tabure-
te giratorio, una rueda de llanta maciza (fig. 82‘}. Si el hombre
del taburete primeramente estaba en reposo y, después, man-
teniendo el ejo do la rueda verticalmente hace girar la rueda,
él mismo, junto con el taburete, empezard a girar hacia el lado
opuesto. Esto es debido a que la fuerza que el hombre aplica a
la rueda, vs interna y, por lo tanto, el momento total de la

Fig. 82. Al hacer girar la rueda, el hombre empieza & girar en
sentido contrario.

cantidad de wmovimiento, gua al principioTera igual a cero, sigue siendo
cero. Este experimento es anilogo al experimento del hombre que corre sobre
una carretilla (§ 18), el cual demuestra la conservacién de la cantidad de
movimiento del sistema,
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De la ecuaci6n (8) se deduce que si no hay fuerzas cxteriores (M = 0), el
momento de la cantidad de movimiento P se conserva, y no sélo en intensidad,
sino tambiénfen direccion. Esto niltimo se puede demostrar recurriendo de nue-
vo al hombre del taburete que tiene on las manos una rueda que Ogira_: cualguier
cambio de direcci6n del ejo de la rueda (por ejemplo on 80° 6 180°) siendo cons-
tanto el nimero de vueltas de la rueda, acarrea-
14 una variacién do la velocidad angular del
mismo hombre ¢n el taburets.

338. Giroscopios (girfstatos), La propie-
dad del sélido que gira de conservar la direc-
ci6én del eje de rotacién y cl cardcter de las
fuorzas que actiian de parto del eje on losapo-

:0s bajo influencia exterior, se utiliza para
Elsﬁnlo& fines téenicos. Los cuorpos macizos
v simétricos que giran a gran velocidad an-
gular, empleados en la técnica, se denominan

Fig. 83. Bl glroscopiodgn una suspensién car-
an,

giroscoptos (peonzas). La propiedad del giroscopio de conservar invariable el

eje de rotacién, siendo cero el momento de las fucrzas extoriores, se puede de-
mostrar con ayuda de la suspensién carddn.

F!‘
o' ——v"
BF
>
o J | g
A A’
Fig. 84. 8i hay un par de fuerzas F y F" quo E—é
tienden a hacer girar el giroscopio alrededor del o
gje A4’ el giroa-oodl:cl'iu realizard un movimiento g
de rotacién alrededor del eje BB’ perpendicu-
lar al 447, 5

Vs
i

La susgcnsiﬂn carddn gig. 83) consta do dos anillos, do los cuales el exte-
rior gira libremente alrededor del eje que pasa por los pivotes 44", v el inte-
rior, alrededor del eje }aarpandicular al anterior y que pasa por los pivotes BB'.
El eje CC’ del giroscopio D se apoya en el anillo interior de lu suspensién cardén,
lo cual lo asegura la posibilidad de girar libremento en el espacio en cualgquier
direccibn, Si so hace girar répidamente el giroscopio, el oje de rotacién conser-
varf invariable sujdireccién sea cual fuere el giro o la posicién del soporte.
Si @ un giroscopio en rotacién se le aplica un par de fuersas que tiendan a?mcer—

lo girar alrededor del eje perpendicular a su efe de rotacidn, el giroscoplo empesard
¢ girar alrededor del tercer eje perpendicular a los dos primeros. Sea, por ejemplo,
elfgiroscopio D;girando alrededor del eje OO’ en el sentido que indica la flecha
(fig. 84). Supongamos que se a?lica al giroscopio un par de fuerzos ¥ y F' per-
Egndiculnres al plano del dibujo ¥y que tienden a hacer inrar el B%Imscopio alre-
dor del ejo AA*; en este caso, ¢l extremo superior del ejo del giroscopio 0’
se inclipard hacia la derecha, y el inferior, hacia la izquierda (segin indican
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las flechas v’ y v), ¢s decir, el giroscopio girard alrededor del ojo BB’, que cs
perpendicular al 'p,lann del dibujo.

Do la fig. 84 se ve que, debido al efecto girescépico, el giroscopio tiende a orien-
far su eje de giro de manera que forme un dngulo minimo con el eje de rofacién
forzosa AA' y que ambos giros se realicen en una misma direccidn.

Estas propiedades, a primera vista paraddjicas, dol giroscopio son fdeil-
mente comprensibles basdndose ¢n el siguicnte razonamiento:

Sea un giroscopio que gira segan se indica en la fig. 85, y sobre el cual
actiia un par de fuerzas F y F' del mismo sentido quo las fuerzas aplicadas al
giroscopio de la fig, 84. Entonces, el vector de velocidad angular e estard diri-
gido hacia abajo, v el momento M del par de fuer-
zas F y F' (quo estdn en el plano perpendicular
al del dibujo) estara dirigido segin la recta 44’
hacia la izquierda. Segin lo indicado onla
pag. 140, entre el momento del par de fuerzas M
¥ la aceleracién angular B considerada como
vector, exisle la siguiente relacifn:

M
ﬁs'Tl

Fig.” 85. Esquema para :‘axplicar el efecto giros-

f
[ —
copico. Aw B

donde}/ es ¢l momento de incrcia del cuerpo a que so aplica ¢l pur do fuerzas
con el momento M; por lo tanto, la acoleracién p tiene la misma direccién y sen-
tido que M. De aqui que en un pequefio intervalo de tiempo At, la variacién
de la velocidad angular vendré representada;por el vector Aw, paralelo al

vector M, es decir, situado en el plano del dibujo ¥ dirigido
hacia la izquierda. Esto significa que el ¢je do rotncién del
giroscopio virard alrededor del eje BB’ en el sentido de las
agujas del reloj.

Las fuerzas aplicadas a las ligaduras que mantienen
el eje, son iguales a F y F', pero van dirigidas en sentido
contrariojy so denominan fuerzas girescépicas. Por ejomplo,
si ol oxtremo O’ dol | giroscopio que gira segin indica la

Fig. 86. Las fucrzas giroscépicas Fy y Fj, ostdn aplicadas
a las ligaduras que mantienen el eje de rotacién del giros-
5 copio,

flecha de la fig, 86, se desplaza hacia atrds por el otro lado del plano del dibujo,
y el extremo O hacia delante, el ejo ejorcerd sobre los cojinetes una presién en
el sentido indicado por las flechas F; ¥y F’. So pucde demostrar que el momento
do las fuorzas F; y Fj se expresa por el producto vectorial del momento de la
<cantidad de movimiento del giroscopio o por el vector de la velocidad angular
de inclinacién de su efe @'

M=IloX o 1)

Las fuerzas giroscépicas surgen en el movimiento del trompo (peén) corrien-
te. En la posicién inclinada del trompo que gira, la componente P; de la fuerza
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de la gravedad (fig. 87) tiendo a inclinar mas el ¢je del trompo; pero gracias al
efecto %lroscﬁplc.o, el ojo 0" se inclina en direccién perpendicular (indicada
por la flecha ¥) y empicza a desplazarse (movimiento Ee pracesidn) de manera
que su eje su mueve engendrando una superficie eénica, Debido a la precesién,
el trompo no se cac. La accidn de las fuerzas ?mscﬁ icas se puede demostrar
también con ayuda del llamado giroscopio de palanca gge Fessell). La varilla O
(fig. 88) puede girar rcsgecm al soporte A en direccién vertical y horizontal.
n un extremo de la varilla se fija el giroscopio b.
; Si el giroscopio estd equilibrado por ¢l peso P, este
pmm=mt==~._ , oyuilibrio se conserva al girar ol giroscopio. Si P es
< v /0" més pesado que el giroscopio, no origina una incli-
AT ——— nacién hacia abejo de la varilla £, sino que la hace
girar en el plano horizontal.
Los giroscopios encuentran diferentes aplicaciones
p, ¢nla fisica y en la técnicn. En 1852, Foucault in-
2 tenté utilizar el giroscopio para demostrar la rota-

i Fig. 87. Precesién de la peonza.

cién de Ia Tierra, Bl cfecto giroscépico se aplica ampliamente en los cafiones
rayados, El rayado helicoidal del caiidn do una pleza de artilleria comunica al
proyectil un ripido movimientio do rotacién alrededor de su eje y lo transforma
on un giroscopio ¢on un gran momento propio de cantidad de movimiento, Gra-
cias a ello, el momento de las fuerzas que surge debido a la resistencia del aire,

Fig. 88. Giroscopio de palanca.

no causa desviacién del proyectil, sino solamente origina una precesitn alrededor
de la tangente a la trayectoria. Los giroscopios se utiliZan también para regular
el movimiento de los torpedes. El giroscopio se pucde utilizar como brajula
(aguja giroscbpica). .

La aguja giroscopica (hmlluh iroschpica o compas girosebpico)es un
trompo que gira rdpidamente (hasta 30 000 r. p.m.) flotando en un recipiente
con mercurio, Gracias a la rotacién de la Tierra, el eje del giroscoplo tiende a
colocarse paralelamento al eje de rotacién de la Tierra, es decir, en el plano dek
meridiano. En la actualidad, los giroscopios e utilizan en diferentes instru-
mentos de navegacién aérea (por cjemplo, en el «horizonte artificials): Grandes
giroscopios se utilizan para disminuir el balanceo de las naves.

Los efectos giroscépicos también pueden influir perniciosamente en los
mecanismos quo lienen piezas macizas que giran a gran velocidad, por cjemplo,
Ia turbina de un barco., Al virar éste, se origina una presién complementaria
en los cojinetes debida a las fuerzas giroscopicas que surgen cn este caso.

El vector do la velocidad angular del viraje del barco @' en este caso es
perpendicular al vector de la velocidad angular de la propia turbina @; por
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lo tanto, la intensidad del momento girostatico M‘, segiin la férmula (1), es:
M = looe'.

Si la distancia entre los cojinetes es [, el momento serd M' = Fyl, donde
Fy es la fuerza de la presién complementaria sobre los cojinetes. De agqui que

Tom”
TR
5i el momento de la cantidad de movimiento do la turbina es grande {{o
¢s grande) y si el barco vira con gran rapidez (s decir, o’ es grande), las fuerzas

Fy pueden alcanzar valores suficientes para des-
truir los cojinotes. 0

Fiox

§ 39. Energia cinética de un sélido que
gira. Determinemos el trabajo que realiza
el momento A de las fuerzas al girar el s6-
lido un determinado dngulo @ alrededor de
un eje fijo 00’ (fig. 89). Sea la fuerza f,
aplicada al sélido, tangente a la trayecto-

Fig. 89, Trabajo de las fuerzas que causan una ro-
' tacién,

ria del punto de aplicacién, y de momento respecto al eje OO’ igual
aM = fr. Al givar el sélido un dngulo Ag, el punto 4 de aplica-
cion de la fuerza se traslada recorriendo un arco de longitud As,
de donde el trabajo realizado por la fuerza f sera:

Ad=f.As,
pero As = rAg, donde Ag es el dngulo de giro del sélido; por consi-
guiente;

AAd=jr.Ag
0, como fr = M es el momento de la fuerza f

AA=M.Ag; (1)

de esta manera tenemos que el trabajo realizado al girar el sélido
un dngule A, es igual al producto del momento de la fuerza por
el angulo de giro.
En el caso de que el momento 3 sea constante, el trabajo realizado
al girar el cuerpo un angulo finito ¢, serd:
A=Meq, (2)

Si el momento M de la fuerza es variable, hay que determinar, se-
gin la férmula (1), el trabajo elemental A4, y obtener el trabajo
total 4 sumando los elementales.
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Veamos ahora un sblido que gira a una velocidad angular dada ®
alrededor de un eje fijo. La energia cinética del elemento i del gglido
sera:

Am;.v}
2 T
donde Am, es la masa de este elemento y v, es su velocidad lineal.
Como v; = r;», tenemos que
Amg. 2
AE,,:-—"‘%:E—.

La energia cinética de rotacién de todo el sélido sera igual a la
suma de las energias cinéticas de los distintos elementos:

ﬁEcl =

Amgrio?

Eo= 3} —2i = ) Amird,

pero segtn la férmula (7) del § 35, zﬂmsr,"e- I es el momento de
inercia del s6lido (respecto al eje de rotacién), por lo tanto

Tw?
E._-, '=—2— . (3)

Asf tenemos que la energia cinética de rotacién de un sélido alrededor
de un eje fijo se expresa por una férmula andloga a la que determina
la energia cinética de un punto material, sélo que la funcién de la
masa m la desempefia el momento de_ inercia I, y la de la veloci-
dad lineal, la velocidad angular .

Hemos estudiado el caso de rotacién de un sélido alrededor de un eje fijo
00’. Examinemos ahora el caso particular del movimiento do un s¢lido cuando
©l oje de Totacién pasa por el centro de masas y se desplaza paralelamente a si
mismo. Sea v; 1 velocidad lineal de un elemento del cuerpo de masa Am; ¥ Ve
1a velocidad lineal del centro de masas del sélido respecto al mismo sistema de
coordenadas, Sea, ademés, la velocidad vi del volumen elemental del sélide
respecto al centro de masas; entonces tenernos que

vi=v;4vg. 4
La energia cinética del volumen elemenfal AE serd '

Am vl _ Amy (v +v],+ ul.)

Alvics—p T :

©, sogin la (4)
Amge Am g3
, (4 s i
. Obtencmos la epergia cinética de todo el sflido sumando las energias ciné-
ticas de todos sus elementos:

ﬁE.,; =

+ Am; (g, + voyviy, + voebl)-

Ami?

Am g
Eo= ) 5t N =+ D) At (reavietvopviytreavid. ©)
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El primer término del segundo miembro de esta ecuacién es, como fdcil-
mente se ve, la encrgia cinética de la maza m, igual a la masa de todo el sélido

mu
que se mueve junto con el centro de las masas: -2—% . Razonando andlogamente

a como se ha hecho anteriormente, vemos que el segundo término es igual
a la energia cinética de rotaci6n de un sélido respecto a un eje de rotacién que

pase por su centro de masas =5 El tercer término, como se puede demostrar,

es igual a cero. Efectivamente, examinomos ol producto amwc;u{:. Observando
que, segin la (4), vix = vy, — vgz, lo descomponemos de la forma siguiente

Amiveaviy, =Ampicvog—Am v, {6)
Llamando las coordenadas del centro de masas zg, yg, z¢ ¥ lasidel elemento

¢ del sélido x;, y;, 2;: tondremos que vy, = 2o y v, = 7, (los puntos sobre las
letras designan la primera derivada respecto aj tiempo). Utilizando estas ecua-
ciones en la (6) obtenemos:

Ampregvi,.=Am gz-c:c-g —Amyz}. )]

Sumando la (7) para todos los elementos del s6lido, obtenemos
E Amppozvl, = z:c Z 6mg;;—m;‘.§.
Pero segin la formula (6) del § 34, 3 Amyzy = mag, de donde hallamos que
Z Am v, =0.

Lo mismo obtenemos para las otras dos componentes do las velocidades
segiin los respectivos ejes, por lo tanto:

21 Amy (veavig+voyy; y Ve =0
Después de osto, la ecuacién (5) se transforma en:

mu Ta2
Ege= —§-+—2— .

es decir, la energfa cinética total de un s6lido es igual a la suma de la energla ciné-
tica de la maesa m de todo el sélide concentrada en el centre de masas, y de la energia
cinética de su rotacifn respecio al gje que pasa por este centro.

Veamos unos cuantos ejemplos de determinacién de la energia cinética de
un cuerpo s6lido en rotacién.

Ejem %l o 1. Un volante que junto con el 4rbol tiene un momento de
inercia de 200 kgm?, gira haciendo 180 r.p.m. Dos minutos después de que ha
dejado de actnar sobre el volante el momento de rotacién, el volante so para
frenado por las fuerzas de rozamiento de los cojinetes. Considerando constante
ol rozamiento de los cojinetes, determinar el momento de las fuerzas de roza-
miento,

3o0lucién. El trabajo de las fuerzas de rozamiento do los cojinetes se
efectiia a costa de la enorgia cinética del volante:

T2
oy

donde w, es la velocidad angular inieial del volante; I, su momento de inercia;
@, el dngulo que gira o] volante hasta pararse, v M, el momento buscado de



156 Capftulo V Movimiento del sglide

las fuerzas de rozamiento de los cojinetes, Considerando el movimiento. de
rolacién del volante uniformementc retardado, tememos que @ = %" t, donde
t ¢s el tiempo que tarda en pararse el volante. Por lo tanto:

M= T, .
t
La velocidad nnﬁuhr es @, = 2nny, donde ny = 180 r.p.m. = 3 revolu-
ciones por segundo, de donde
200.25%.3
M =555 kem=3,2 kgm.

Ejemplo 2. ;Qué parte do la energia cintica total representa la encr-
gia cinética de rotacion de los siguientes cucrpos que se desplazan rodando:
a) un aro, b) un cilindro macizo, y ¢) una esfera?

Solucibn Enlarodadura sin resbalamiento, la velocidad lineal de la
lapta del s6lido respecto & su centro es igual a su velocidad de traslacién o
Por lo tanto, para el aro, que tiene I = mA® y v = ©R, obtenemos que la ener-
gia cinética de su rotacion cn la rodadura E;qf scrd

Tw? mu?

La cnergia cinética total E, cs la suma de la encrgia cinética de rotacion

Erot ¥ de la energia cinética del movimicnto de traslacién F‘E—vﬂ , por lo tanto:

2
Ee=ﬂ2‘;‘+grut= mu?, de donde Emr,-—--;— E.. (&)
Para el ciltndro macizo:
2
I=-,1,— mA2, de donde }3,.,t=~“r2ﬁ =1
la energia total:

v 3 -
Ee=D2 4 Erg =3 mes, de donde Err=- Ee. @
Para lag egfera:
12 Tw? 1
1 == mR%, do donde Erot=% =g mut
la energia total:
mu? 4 7
Ee=Zi b mid=fmit, Byy= K., (10)

Ejemplo 3. Por un plano inclinado de altura % rucdan: a} un aro,
b) un cilindro macizo, y ¢) una esfera. Hallar las velocidades que adquieron
al final del plano inclinado. Comparar estas velocidades con las velocidades que
adquiriria el s6lido de desplazarse por el plane sin rozamiento.

Solucidmn, Laenergia cinética total del cuerpo que rueda os:

_omR | e 4 I
Eo=t =g (m 4w ) o>
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Como la energia cinética surge a costa de la energia potencial £, = mgh, ‘tene-

mos quo
'li' (mﬂ_%) vi=mgh, de donde v= ]/Tg!;’
m+zx
o
v= 23}"1 (11)
A mhi?

Como la velocidad del sélido que reshala sin rozamiento por un plane inclinado

de altura & cs
v= I}' Eg.’i,

se ve que para ol sélido que rueda sin rozamiento, esta velocidad es 'l/i +$

vegas menor. (Aqui I es ¢l momento de inercia del s6lido, m, su masa vy H, su
radio). :
Para el aro, en el que 7 = mA?, {enemos

v="gh, .
<s decir, Ia velocidad que adquiere rodando I]er un plano inclinado ¢s Y2 =
= 1,41 veces menor que la del s6lido que reshala sin rozamiento.

Para el cilindro macizo, I n=-—2-' mR?, de donde
—21/ &
v=2 T

@5 deeir, ]/g = 1,23 veces menor que la del sélido que resbala sin rozamiento,
Para la esfera 1 = %' mR?, do donde

v/ T

1

es decir, ]/-E == 1,48 veces_menor que la del cuerpo que reshala sin rozamiento.



CAPITULO VI

Movimiento de los liguidos

§ 40, Movimiento del liquido perfecto. Lineas y tubos de corriente.
Hastp ahora hemos estiidiado el movimiento de los cuerpos reducido
al desplazamiento de unos respecto a otros y, en el caso do un sélido,
también hemos visto la rotacién alrededor de un eje determinado.
Sin embargo, hay movimientos que se reducen al desplazamiento
de vnas partes del mismo cuerpo respecto a otras; y en este caso,
si el cuerpo se puede considerar como un medio continuo e infinita-
mente grande, se denomina medio continuo. El medio continuo
puede ser un cuerpo sdlido elastico y en este caso, en el mismo pueden
tener lugar desplazamientos de unas partes respecto a otras y oscila-
ciones (ondas). E]l medio continuo puede ser un liguido incompresible,
en el cual puede haber corriente. Por fin, el medio continuo puede
ser un liquido o un gas compresible en los cuales puede haber corrien-
tes y oscilaciones. La parte de la mecénica, que estudia el movimiento
de los liguidos se denomina hidrodindmica.

Al estudiar el movimiento de un liquido, en la mayoria de los
casos con un grado bastante elevado de exactitud, se puede considerar
el liquido absolutamente incompresible y suponer que el desplaza-
miento de unas capas respecto a otras del liguido no esté relacionado
con la aparicién de fuerzas de rozamiento (no hay rozamiento interno
o viscosidad). Este liquido absolutamente incompresible y absoluta-
mente no viscoso se denomina ideal o perfecto. «El liquido perfecion
es solamente una mejor o peor aproximacién de los liguidoes reales.

Determinemos el movimiento de las particulas de un liquido
respecto a determinado sistema de referencia. En este caso, a cada
particula le corresponderd un vector velocidad. Todo el liquide
representa lo que se ha convenido en denominar un campo del vector
velocidad. En el campo del vector velocidad podemos trazar lineas
cuyas tangentes en cada uno de sus puntos coinciden con la direccidn
de la velocidad de las particulas del liguido en el punto dado (fig. 90).
Iistas lineas se denominan lineas de corriente. Se Tepresentan em
general las lineas de corriente de modo que estén més proéximas
unas de otras donde sea mayor la velocidad de la corriente del liquido,
y més alejadas donde el liguido se desplace con mas lentitud. En el
caso del régimen estacionario o laminar, la velocidad del liquido
en cada punto permanece constante respecto al tiempo. En este
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caso, las lineas de corriente también permanecen invariables y
coinciden con las trayectorias de las particulas del liquido. Las
lineas de corriente del ligquido se pueden hacer visibles introduciendo
en él un chorro de tinta o particulas en suspensién que sean visibles.

Fig. 90. Lineas de corriente de un liquido, -—-—-—-\\

En la fig. 91, ¢, b y ¢ vienen representadas las lineas dejcorriente
obtenidas al intercalar en la corriente del liquido un cilindro, un
plano perpendicular a la corriente y un cuerpo fuselado,

a) b) c)
Fig. 91. Lincas de corriente de un liquido.

La parte del liquido limitada por un determinado haz de lineas
de corriente se llama fubo de corriente. Todas las particulas que se
hallan en una seccién del tubo de corriente, al desplazarse continfian
moviéndose por su interior sin salirse del mismo. De la misma manera,

AS, Fig. 92. Tubo de corriente de un liguido.

2

ninguna particula del exterior se introduce en el tubo. Sea un tubo
de corrientc. Elijamos dos secciones normales cualesquiera AS, y
AS; (fig. 92). En una unidad de tiempo, por la seccién AS, pasard
un volumen de liquido (gasto) igual a AS,v,, donde », es la velocidad
de la corriente del liguido en el lugar donde se ha tomado la seccion
ASy. A través de la seccién AS,, en esta unidad de tiempo pasara
un volumen de liquido igual a AS,v,, donde v, es la velocidad de
la corriente del liquido por la seccién AS,. Para el liquide incompre-
sible, por la seccién AS, pasard el mismo volumen que ha pasado
por la seccién AS,; por consiguiente
ﬁS,-m:AS,-vg.
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Como esta relacion es justa para dos secciones cualesquiera del tubo
de corriente, podemos en general decir que para el tubo de co-
rriente

AS v =const,

es decir, que el producto de la velocidad de la corriente de un liguido
no compresible y no viscoso por la seccién transversal del tubo
de corriente es una magnitud constante para el tubo de corriente
dado. Esta relacién se conoce con el nombre de principio o ecuacidn
de continuidad.

En el régimen estacionario de un liguido no viscoso e incompre-
sible por un tubo real cualquiera, el tubo de corriente coincidird
con el tubo real. Por eso, segin el principio de continuidad, en los
lugares donde el tubo es de mayor
diametro, el liquido se desplazara
con mas lentitud, y en los luga-
res de menor didmetro, con més
rapidez.

Fig. 93, Tubo de corriente de vnliguido.

Ve

Supongamos un tubo de corriente que vaya disminuyendo de
soccion seglin la direccién de la corriente, Al pasar el liquido por
la parte mas estrecha, empezard a fluir con mis rapidez, es decir,
adquirird aceleracion. Por consiguiente, sobre el liquido que pasa
por la seccién mds estrecha del tubo, actia cierta fuerza de parte
del liguido que ain se halla en las secciones més anchas. Esta fuerza
que surge en ¢l interior del liquido, puede ser debida solamente
a la diferencia de presiones en las distintas partes del mismo. Como
la fuerza va dirigida hacia la parte estrecha del tubo, la presién
en las partes mds anchas debe ser mayor gque en las estrechas. [n los
estrechamientos del tubo, la presién es mas baja.

Recordemos gue se denomina presion p una magnitud igual
a la fuerza f que actia perpendicularmente sobre cierta superficie,
dividida por el drea de ésta AS.

Tomemos del filete de la corriente una masa determinada Am
de liquido que pasa primero por la seccién AS, del tubo de corriente,
y después por la seccién AS; (fig. 93). La velocidad del liquido en la
seccion AS,; la denominamos p, y la presién p,, vy la velocidad y la
presion en la seccién AS,, respectivamente v, ¥ p,. Supongamos,
ademds, que el tubo de corriente va con cierta inclinacién, Llame-
mos & la altura a que se halla la seccion AS,, ¥ hy la de la seccién
AS,. Al desplazarse la masa Am de liquido se realiza un trabajo
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determinado, ya que sobre csta masa de liguido actiia una fuerza
originada por la presion p que hay en el liguido.

Sea E, la encrgia total de la masa de liqguido Am en el lugar
donde pasa por la seccién AS,, y E, la correspondiente al pasar por
la seccién AS,. Segiin la ley de la conservacién de la energia, la
variacion de esta energia £ — E, sera igual al trabajo de las fuerzas
exleriores que trasladan la masa Am desde la seccién AS, a la seccién
ASs:

Eg—Elf—'A- (1)

Las energias £ y E, constan de las energias cinética y potencial

de la masa de liguido Am:
Am.v}
By mz ;

No es dificil convencerse de que el trabajo 4 coincide con el
realizado por todo el filete del Jiquido comprendido entre las secciones
A8,y AS, durante el tiempo Af en que por estas secciones se desplaza
la masa de liguido Am. Para hacer pasar la masa Am por el lugar
de la primera seccién, el liguido deberd recorrer un trayecto Al;, =
= v;At, y por el lugar de la segunda seccidn, el trayecto Al, = v,AL.
Las fuerzas que actitan en ambos extremos del segmento de liquide
tomado serin respectivamente f; = p;AS, ¥y fs = —p,ASs. La
primera fuerza es positiva porque tiene el mismo sentido que la
corriente del liquido; la segunda es negativa porque actda {(en ol
espacio que hemos tomado}, del lado del liguido que se halla a la
derecha de la seccién y, por consiguiente, va dirigida en sentido
contrario al de la corriente del liguido. In definitiva hallamos que

A= j_lAh 4 ]'gAlg = p;&Slvlﬁt— pgﬁ.nggAt.

Sustituyendo los valores encontrados de E,, E; y 4 en la (1),
obtenemos

.‘L’Z’.ﬁ.} Am.gks_

Amz'”a + Ame- ghs.

+Am-ghy; Ey=

AnB — Ameghi= pASwAL— pASaAL,,

0

Ar- | Am.ghy+ pASwAt= A7

2' d +Ameghy 4 paASyvaAt. (2)

Segun el principio de continuidad, €l volumen ocupado por la masa
de liquido Am, es constante:

AV = ASwAt = AS v AL
Dividiendo los dos miembros de la ecuacién (2) por este volumen
AV y observando que Am/AV es la densidad del liquido p, obtenemos

Lt + pghurt pr=-EE 4 pghy + P 3

11—-0705
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Il primero que dedujo esta ccuacion fue el eminento fisico y mate-
milico Daniel Bernoulli (1700—1782), académico de la Imperial
de Petersburgo, durante su trabajo en Rusia. Esta ecuacion se deno-
mina ecuacidn o feorema de Bernoulli.

Para el tubo de corriente dispuesto horizontalmente (h; = kj),

la ecuacién de Bernoulli nos da:
pui
g

(3ay

De la férmula (3a) y del principio de continuidad se ve que cn
la corriento de un liguido por un tubo horizontal de diforentes sec-

Fig. B4. La presién varia con cl didmelro del tubo,

ciones, la volocidad es mayor en las secciones mis estrechas, y la
presién, en las secciones mayores. Esto dltimo sc pucde domostrar
instalando a lo largo del tubo una serie de tubos manométricos
a, b, ¢ (tig. 94). La altura del nivel dol liquido en estos tubos repre-
sentard la presién p en las correspondientes secciones del tubo. En

Fig. 95. Tubo de Pitot,

correspondencia con el teorema de Bernoulli, la experiencia demuestra
que en el tubo manométrico b instalado en la parte de seceitn estrecha,
el nivel del liquido es menor gno en los instalados en las partes de
mayor seccion del tubo.

Si en la corriente del Nquido colocamos un tubo manométrico
inmovil con el extremo inferior doblado y dirigido contra la corriente
(«tubo de Pitots, fig. 95), las lineas de corriente variarin en las
proximidades del tuba. La velocidad del liguido delante del orificio
del tubo serd ignal a cero. Aplicando a este caso la formula (3a)
y suponicndo v, = 0, oblenemos.

p;
=P+ i
El tubo manométrico con el orificio dirigido al cncuentro de la
corriente medira la presién JP2» que, como sc ve, es mayor que la pre-

sién p; en la magnitud p . (La presién py la mediria un manémetro
que se desplazase junto cc_m el liquido). Conociendo p,, después
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de medir Ja p, se puede hallar la velocidad de la corriente »;. La
!ﬁ . s - r -
magnitud P—;la veces se denomina ¢presion dindmica».

In las partes csirechag del tubo, si la velocidad de la corriente.
es grande, la presidn p puede ser negativa. En este caso, el liquido
que pasa por las secciones estrechas del tubo, so encuentra sometido
a traccion en todas direcciones. Si la presién en la '
parte ancha del tubo es la atmosférica, la de la parte
estrecha serd inferior a la atmosférica. En este caso
el filete producird una aspiracién. En esfa aspira-
cion del filete en la seccidn estrecha so basa el
funcionamiento de una serie de instrumentos, por
ejomplo. ¢l del pulverizador y el de la trompa de
agua o hidroeyector. El esquema de la trompa do
agua viene representado en la fig. 96. El agua que

Fig. 96. Trompa de agua.

sale a gran velocidad del extremo estrecho del tubo 4, aspira burbu-
jasde aire y las arrastra comsigo.

Mediunte la ecuacién de Bernoulli se puede hallar la velocidad
de salida de un liguido por un orificio. Si el recipiente es ancho y el

Fig. 97. Salida de un chorro por un orificio
Tateral.

orificio pequeiio (fig. 97), la velocidad de! liguido en el recipiente
es pequeria ¥ toda la corriento se puede considerar como un tubo de
corriente. La presion, tanto en la seceién superior (superficie 4 B),
como en la inferior (junto al orificio a), es igual a la atmosférica Po-
Por eso, la ecuacién de Bernoulli (3) toma la forma de:

vd 5
T‘Fg(ki‘—kz :—2“—1 (3b)

Si examinamos el caso de salida del chorro a la velocidad vy = 0
y suponiendo &y, — hy = k (fig. 97), obtenemos:

v, =V 2gh,

11#
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es decir, la velocidad adquirida por el chorro partiendo de la altura b
es igual a la velocidad adquirida por un cuerpo que cae libremente
desde la misma altura,

§ 41. Aplicacién de la ley de la conservacién de la cantidad de
movimiento a un fluido, A cualguier volumen de liquido que fluye,
lo mismo que a cualquier cuerpo que se mueve, se puede aplicar
la ley de la conservacién de la cantidad de movimiento (§ 20). Si
la cantidad de movimiento del volumen del liquido varia en la
magnitud AK = mAv, otro volumen de liguido o el sélido con que
el liquido estd .cn contacto deberd experimentar simultdneamente

Fig. 98. El liguido que fluye por un tubo
curvilineo, actiia sobre éste con una fuerza
de reaccidn F’.

una variacién de signo contrario en su cantidad de movimiento:
AK’' = —AK. Al movimiento de los liguidos se puede aplicar
también la ley de la conservacién del momento de la cantidad de
movimiento (§ 37).

La aplicacién de estas leyes permite resolver una serie de proble-
‘mas, por ejemplo el de la reaccién del liguido que fluye sobre las
paredes del recipiente.

Si el chorro del liquido sale del orificio a dol recipiente (fig. 97),
su velocidad aumentara y adquirird cierta cantidad de movimiento.
8i no actian fuerzas exteriores, la cantidad de movimiento total
del sistema recipiente-liquide permaneceri constante. Por eso,
el recipiente adquirird una cantidad de movimiento igual a la adqui-
rida por el chorro. El recipiente se desplazard en sentido contrario
al del movimiento del liquido. Efectivamente, si colocamos el
recipiente en una carretilla de manera que pueda moverse libremente,
al salir el lJiquido del recipiente la carretilla empezara a desplazarse
en sentido contrario al de salida del liquido.

T.a reaccion del chorro que sale se utiliza como fuerza motriz
en los proyectiles-cohetes y en los motores de retropropulsién.

En la ley de la conservaciéon de la cantidad de movimiento se
basa también la accién de las hélices (marinas o aéreas). La hélice
de un barco origina un movimiento hacia atr4s, ademas, toda la masa
de agua que lanza hacia atras la hélice, adquiere cierta cantidad de
movimiento. Segiinla ley de la conservacion de la cantidad de movi-
mienteo, el barco adquirird 1a misma cantidad de movimiento. Basin-
dose en el mismo principio funciona la hélice de un avion, que lanza
hacia atris una masa de aire; en este caso, el aire, desde el punto
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de vista mecdnico, se puede considerar como un liquido (compre-
gible).

L)a cantidad de movimiento es una magnitud vectorial, por eso,
la variacion de la cantidad de movimiento de cierto volumen de un
liquido, tiene lugar no s6lo cuando la velocidad cambia de valor
numérico, sino también cuando cambia de direccidn.

Al fluir un liguide por un tubo curvilineo (fig. 98) con una velo-
cidad de magnitud constante v, la cantidad de movimiento de cual-
quier volumen del liguido varia constantemente debido a la desvia-
cién (viraje) del tubo de corriente del liguide. En el intervalo de
tiempo A?, a través de cierta seccién 5, del tubo pasa una masa de
liquide m = pSy,At, donde p es la densidad del liquido, y v, la
magnitud de la velocidad del mismo.

La cantidad de movimiento de esta masa de liquido serd

K, =pSy- viAt;

aqui v, es el vector velocidad del liguido que pasa por la seccién ;.
En la segunda seceién del tubo §,, la cantidad de movimiento de la
misma masa de liquido seré

Kg 5{-‘!S20‘3 -?g.ﬁt.

Supongamos que la seccién del tubo es constante: S; = S, = 9,
entonces vy = v, = vy para la variacién de la cantidad de movimien-
to obtenemos que

AK=K,—K;=pSv(v,~ v,) Af. (1)

Esta variacién de la cantidad de movimiento debe ser igual al impul-
so de las fuerzas que actdan sobre el liguido de parte de las paredes
del tubo, Llamando F la fuerza resultante que actfia sobre el liquido,
tenemos, segin la (1)
F-At=AK =pSv (vo—v;) At,
de donde
F = 08 (vg— v;). (2)

Segiin la tercera ley de Newton, la fuerza F', de magnitud igual
a la F, pero de sentido opuesto, actuara de parte del liguido sobre
las paredes del tubo.

De esta manera tenemos que el liquido que pasa por un tubo
curvilineo actiia sobro el tubo con una fuerza de reaccién F (Fig. 98)
dirigida en sentido contrario al de la curvatura del tubo.

La reaccién del liquido que fluye sobre las paredes de un tubo
curvilineo se utiliza en las turbinas de vapor y de agua. Los chorros
de liquido o de vapor, al pasar por los canales curvilineos de la rueda
de la turbina, crean una fuerza de reaccién cuyo momento origina
la rotacién de la rueda de la turbina.
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En miquinas de otros tipos, Ja corriente de liguide o de vapor
sale de un tubo inmévil y choca contra las palelas do la rueda de la
turbina. Las paletas desvian la corriente del liquido o del vapor v,
como consecuencia de ello, la corriente experimenta una variacion
de su cantidad de movimiento, La fuerza de la reaceion gue actia
sobre las paletas origina la rotacién de la rueda de la turbina. Kl
momento de las fuerzas serd maximo cuando Jo sca la variacion de la
cantidad de movimiento de la corriente del liquido o del vapor.
Por eso, a las paletas de la rucda de Ja turbina se les da tal forma, que
la corriente, al pasar junto a las paletas (sin choqug), pierda la mayor
cantidad posible de su velocidad.

La reaccion de la corriente que sale se utiliza como fuerzn motriz
en el movimiento reactivo, por cjemplo, en los cohetes o en Jos

e . .
Fig. 99. Proycclil roactivo.

——

proyectiles-cohetes. En la vAmara del cohetle sc produce la combustién
de la mezcla explosiva. Los gases producidos en la comhustién salen
a través de una tobera especial a situada en la parte posterior del
proyectil (fig. 99). Gracias a la gran velocidad de salida de los gases,
la cantidad de movimiento adquirida por lns mismos es muy grande.
Una cantidad de movimiento igual. pero de sentido contrario, adgui-
rirh el cohete, lo cual origina su movimiento de avance,

Para comunicar velocidad a un cohete, no es necesario que haya
aceién mutua con otros cuerpos o con el medio ambiente. Por eso,
el cohete puede desplazarse en el vacio. ;

1Z1 pionero de la aplicacién del wovimiento reactivo fue el emi-
nentc inventor soviético Constantin Tsiolkovski (1857—1935) que
no so6lo establecié los fundamentos del cileulo del movimiento a
reaccidon, sino también proyectos de cohetes para investigar las
altas capas de la atmosfera y del espacio cosmico.

Los satélites artificiales (sptniks) de la Tierra y los cohetes cosmi-
cos se ponen cn 6rbita con ayuda de cohetes de varias etapas. ya que
en ¢l caso de los cohetes de una sola etapa, scria demasiado grande
la masa a la cual habria que comunicar_ Ja velocidad orbital, Tsiol-
kovski fue el primero en plantear ¢l principio de los cohetes de varias
etapas o miltiple. Tl cohete utiliza un combustible quimico, y cada
trimo del cohete tiene sus depdsitog para el combustible y para el
comburente. Veamos el esquema de movimiento de un cohete de tres
etapas. Se empieza por gquemar el combustible del motor de la pri-
mera elapa poniendo en movimiento a todo el cohete comouna unidad.
Cuando el combustible de la primera etapa se ha agotado, ésta
se separa y ¢l vuelo ulterior del cohete continda con ayuda del motor
de la segunda elapa. Al terminar de funcionar ésta, la segunda etapa,
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a su vez, se separa y continda el vuelo la tercera etapa, cuya masa
s mucho menor que la de todo el cohete. Debido a esto, con la mis-
ma fuerza de la reaccion, la aceleracion de la iiltima etapa, es mucho
mayor y puede alcanzar grandes velocidades. '

Junto con el principio indicado del cohete, en la actualidad se
utiliza otro principio de movimiento n reaceién, usado en los lla-
mados motores pulsorreactores. El esquema de un motor pulsorreactor
viene representado en la fig. 100. Bn la parte anterior del motor va
un difusor A para aspirar el aire. El aire que entra por el difusor,

Fig. 100. Motor pulsvrreactor, w
c

o

pasa a través de un sistema de valvulas I y va a la cdmara de com-
bustién B. El combustible se inyecta pulverizado por los inyectores
a y b, cerrandose las vilvulas al comenzar la combustién. Al arder,
el combustible calienta el aire, ¥ la mezcla de este airo con los gases
de la comhbustion sale a Lravés de la tobera del motor € a gran velo-
¢idad. La cantidad de movimiento total de los chorros que salen del
motor y entran en él aumenta. Segfin la ley de la conservacién de
la cantidad de movimiento, ¢l propio motor adquirird una canti-
dad de movimionto dirigida hacia adelante ¢ igual al aumento de
la cantidad de movimiento de los chorros.

2n los modernos motores de aviacién a roaccién, el aire gue
mantiene la combustién, se inyecla mediante hombas especiales.
La bomba es accionada por una turbina movida por el chorro de gas
que sale de la cdmara de combustién, La acei6n reactiva del chorro
crea la traceion 1til del motor. Los motores de esta clase se denomi-
nan turborreactivos. El motor turborreactivo de aviacién se dife-
rencia del simple motor a reaceién ulilizado en el cohete, cn que en
él. para la combustién del combustible se utiliza el oxigeno del
aire atmosférico y no un comburente que, ademas del combustible,
lleva en sus depositos ¢l coheto. Gracias a ello, la masa total de com-
bustible para un motor turborreactive es mucho menor que para
un motor reactivo. Esta ventaja del motor turborreactivo lo hace
mis itil para los aviones que el gimple motor a reaccion. Sin embargo,
el motor turborreactivo no puede funcionar a alturas muy grandes
donde la densidad del aire atmosférico es muy pequena, y no sirve
para los voelos fuera de los limites de la atmdsfera tlerrestre.

Gran valor praclico para el cdlculo del movimiento de los coheles tienen
los trnbajos de L. V. Mescherski (185%-1935), que fue el primero en elaborar
la teoria del movimienio de los cuerpos cuyn masa varia con el liempo por adhe-
rivse al cucrpo o separarse de é1 determinadas masas, 1. V. Mescherski demostré
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quodpara el cuerpo de masa variable m, que se desplaza en movimiento de tras-
n ;

lacién, tiene lugar la siguiente ecuacién de movimicuto:
d dmy dinty
e PN =Fd =ty ——rEevy, {3y

donde v es la velocidad del cuerpo; F, el vector resultante do las fucrzas exte-
riores; my, la masa quoe se adhicre al cuerpo; ms, la masa que se separa del mis-
mo, ¥ ¥y ¥ v las velocidades de estas masas, En el caso de que vy y vz sean igua-
les a cero, esla ceuscidn'se Lransforma en la siguiente:

[ "
E—(mv)ml',

que es cquivalente al sistema de ecuaciones (8a) del § 20.

Al estudiar el movimiento reactivo (cuando solamente hay masas que
se separan), es comodo transformar la ccuacibn (3) y darle la siguiente forma:
dintg
dt

mw=F4 « (v, —v¥z)

donde w es la aceleracién dol cucrpo. .
Esta filtima ecuaci6én demuesira que un cuerpo de masa variable satisface
la ecuacién general del movimiente, si se aifiade al vector resultante de las

uerzas exteriores el término % (v — vz), que es igual al producto de la velo-

cidad relativa del cuerpo ¥ de la masa despedida v — va por la dorivada de la
masa despedida respecto al tiempo.

§ 42. Movimiento del liquido viscoso. 'En todos los liquidos
reales, al desplazarse unas capas respecto a otras, surgen fuerzas
més o menos importantes de rozamiento. De parte de la capa que

—_——— Fig. 104. Origen de las fuerzas de roza-
miento interno.

/ =X

se desplaza mas rdpidamente actfia una fuerza aceleradora sobre la
que se desplaza mas despacio. Y viceversa, del lado de la capa que
se desplaza mds despacio actiia una fuerza de retencién sobre la que
se desplaza con més rapidez. Estas fuerzas, que se denominan fuerzas
de rozamiento interno, van dirigidas tangencialmente a la superficie
de las capas. La magnitud de la fuerza de rozamiento interno f serd
tanto mayor cuanto mayor sea el drea del elemento superficial AS
de la capa que examinamos, y depende de la rapidez con que varie
la velocidad do la corriente del liquido v al pasar de una capa a la
otra. Sean dos capas (fig. 101) que se hallan a la distancia Az una
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de la otra y que se desplazan respectivamente a las velocidades v,
¥ vz, Pongamos que vy — vy = Av. La distancia Az entre las capas
se mide seglin la direccién perpendicular a las velocidades de las
corrientes de las capas. La magnitud Az/Az, que representa la rapidez
con que varia la velocidad al pasar de una capa a otra, se denomina
gradiente de velocidad. La fuerza de rozamiento interno f es propor-
cional al gradiente de velocidad, de manera que

f=n32AS. (1y

La magnitud n, que depende de la naturaleza del liquido, se
denomina coeficiente de viscosidad. Cuanto mayor sea el cooficiente
de viscosidad, tanto mayor se diferenciard este liquido del liquide
perfecto, y tanto mayores seran las fuerzas de rozamiento interno
que surjan en él.

La dimensién del coeflicicnte de viscosidad, como es ficil de
ver, es de L1M7, Asi pues, en el sistema CGS, la viscosidad se
mide en ¢cm™' g s7!. Esta unidad de viscosidad so denomina poise
en honor del cientifico francés Poiseuille.

La viscosidad de un liquido depende en alto grado de la tempe-
ratura, disminuyendo aquélla con la elevacién de ésta. Asi tenemos
que la viscosidad del agna a 0°C es de 1y = 0,01775 em~* g s-1,
y a 90° C es My = 0,00820 em~* g s~'. Una gran dependencia de la
temperatura se observa en la viscosidad de los aceites; por ejemplo,
la del aceite do ricino, al elevarse ]la temperatura desde los 18° C
hasta los 40° C, se hace cerca de cuatro veces menor. Abajo se dan
los valores de los coeficientes de viscosidad de ciertos liguidos:

Coeflclente de viscosidad n en poiscs
Liquido
T=10°C T=15°C T=a98°C
Agua . . , 1,8.10-2 1,1.10~2 0,29.10-2
Mereurio . . 1,7-10-2 1,6.10-2 1,2-10-2
Eter . . . . | 0,29.102 0,25.10-2 —
Glicerina 46 . i5 —

La corriente de los gases so puede considerar también como una
corriente de liquidos, pero hay que tener en cuenta primeramente
que el coeficiente de viscosidad de los gases es mucho menor que el
de los liquidos y, en segundo lugar, la compresibilidad de los gases.
Con el aumento de la temperatura, la viscosidad de los gases no dismi-
nuye, como en los liquidos, sino que aumenta un poco, como se ve e
la siguiente tabla:
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Coeficiente de viscosidad n en polses
Gas
= T=0°(C T=15°C T=00"C
Hidrdgeno 86100 8 10-e 106 10-¢
Vapor de

agua . ., 0. 1) 97.10-¢ 131-10-#
Adre & an 171.40-¢ 181.10-0 220.10-¢

Argén . . . | 210.40-s | 221.10- =

P. L. Kapitsa descubrié que el helio liquido, a la temperatura
de unos —271° C, adquiere un estado particular de ¢superfluidezs,
en el cual la viscosidad pricticamente es igual a cero. Las observa-
ciones sobre ol movimiento del helio en estado de superfluidez a tra-
vés de finos capilares y grietas han demostrado que su viscosidad
es menor de 10~ poises o quiza menos. T3l helio liquide, que ha
pasado al estado de superfluidez so denomina ¢helio Ily. El paso
del helio corriente («helio Is) al helio II constituye la llamada transi-
cién de fase de segunda especie (trangicién a lo largo de la linea i)
cuando ciertas propiedades (por ejemplo, la viscosidad) varian
a saltos, y otras (por ejemplo, la ‘elasticidad del vapor), varian
gradualmente. Al estado de superfluidez pasa solamente el isétopo
principal del helio He?.

La superfluidez conduce a la aparicion de otros fendmenos espeei-
ficos: habiendo gradientes térmicos en el helio liquido, surgen co-
rrientes muy intensas, A la lemperatura de 2,19° K, se presenta una
mezela de helio superfluido y helio normal que pueden fluir uno al
encuentro del otro.

Con el fenémeno de la superfluidez estd relacionado el llamado
efecto termomecdnico, que consiste en que el descenso de temperatura
quo surge a lo largo de una estrecha grieta o capilar {ino, causa la
aparicién de una diferencia de presiones complementaria. Asi lene-
mos que si introducimos un capilar en el helio II y calentamos su
extremo superior, del capilar empieza a brotar una [uente de helio.

La teoria hidrodinimica de la superfluidez la ha desarrollado
muy detalladamento el fisico soviélico L, D. Landau. En esta teoria
al volumen elemental se le aplican dos vectores velocidad contra-
puestos: el del movimiento superfluido y el normal. De esta manera
se supone que el helio, a temperaturas muy bajas, es una mezcla
de dos liguidos que pueden desplazarse independientemente nno del
otro. Uno de estos liguides (el superfluide) no ofrece rozamiento
y puede introducirse en los intersticios mds estrechos y fluir por los
capilares més finos. P. L. Kapitsa observé una répida fluencia del
helio superfluido entre dos placas planas paralelas que formaban un
intersticio de 5-10-% em. E1 otro componente del helio es un liquido
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normal de viscosidad sensible y que no puede fluir por los capilares
y grietas finos.

La teoria de Landau predijo otro nuevo fenémeno: el de propa-
gacién de las ondas de temperatura. Este fenémeno lo observd expe-
rimentalmente y lo estudié V. P. Peshkov y recibié ol nombre de
sepundo sonido en el helio 11.

La corriente del liguido que hemos examinado se denomina
laminar (del latin «laminay), ya que las capas del liquido parcce que
resbalan unas sobre otras. Al desplazarse un liguido por un tubo,
con el aumento de la velocidad la corriente va perdiendo el cardcter
laminar y se hace desordenada. Aparecen componentes de la velo-
cidad perpendiculares al eje del tubo. En cada punto del liquido
se producen desviaciones desordenadas del vector velocidad respecto
a su valor medio. Este movimiento (régimen) se denomina furbulento.

@;3’?399%)
Fig. 102. Formacién de torbollinos. --\/-0,”),)‘)

El paso del régimen Iaminar al turbulento en los tubos o canales
acarrea un aumoento brusco de la resistencia.

Al pasar un liquido viscoso por un cuerpo, con el aumento de la
velocidad cambia el cardcter del régimen y se transforma en furbu-
lento. La corriente del liguido que se separa de la superficie de con-
tacto del cucrpo. se descompone en distintos forbellinos. Los torbe-
Ilinos que se forman por detras del cuerpo (fig. 102) son arrastrados
por la corriente y se extinguen gradualmente.

La ecunacién de Bernoulli, hablando rigurosamente, no es apli-
cable a los liquidos viscosos ya que parte de la energia, en el interior
del tubo de corriente, se transforma en calor debido al trabajo de
las fuerzas de rozamiento. Sin embargo, praclicamente, la ecuacién
de Bernoulli sélo es inaplicable a los liquidos muy viscosos. Para
un liquido come el agua. la ecuacién de Bernoulli se eample prie-
ticamente con bastante exactitud.

El reznmiento lo caracteriza uns maguitud sin dimensiones denominada
nimero de Regnolds H:
Be= pel

donde [ ¢s una dimensién lineal carscteristica para la eorriente de lignido que
examinamns, En el easo de fluir el liquido por un tubo, I es el radio del tubo,
v, la velocidad media del liquido, La relacién n/p se denomina coeficiente (midu-
lo) cinemdtico de viscosidad {voeficiente de viscosidad cinélica o simplemente
viscosidad cinética).
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I'ara aclarar la funcién que desempefia el ndmero de Reynolds, oxamine-
mos un volumen (cubo) elemental de liguide, de longitud de arista 1. La energia
cinélica de este volumen es
3,

La fuerza de rozamiento que actiia sobre el volumen elemental del liguido
es proporcional a su superficie 2, al coeficiento de viscosidad v ¥y al gradiente
de velocidad. Suponiendo que ln velocidad disminuyo hasta cero a una distancia
de orden igual a la magnitud { (en el caso de fluir por un tubo, va dirigida segfin
ol radio), el gradiente de velocidad es igual a v/l. Do osta manera tenemos que la
fuerza de rozamiento:

v

1

El trabajo de csia fuerza en ol trayecto I es:
A=fl=nuid

La funcién desempefiada por ol rozamiento al fluir el liquido es pequefia, si ek
trabajo 4 es pequefio respecto a la energia cinética dol volumon del liquide E.,
es decir, si se cumple la desigualdad:

niz & P;s 13

f=ni*—==nul.

ool
£ 5,
.I TI }
ro 2% — R es ¢l nimero de Roynolds, De esta manera tencmos que la fun-
cién de la fuerza de rozamiento al fluir un liquido. es pequefia, i el nimero de
Beynolds ¢e grande.
Al fluir un liquilo por un tube, el paso del régimen laminar al turbulento

se produce n un valor del nitmero de Reynolds denominado critico. Para el flujo
del agua por un tubo, R, = 1200.

Examinemos el fenémeno que surge al desplazarse un sélido por
un liquido. En lugar de considerar el sélido en movimiento y el liqui-
do en reposo, se puede suponer lo contrario: considerar el sélido
fijo y sometido a la accién de una corriente uniforme de liguido.
Primeramente consideraremos que el liquido es perfecto, es decir,
no viscoso. Supongamos que el sélido es un cilindro circular infinito
de eje perpendicular a las lineas de corriente no perturbadas (fig. 103).
Las lineas de corriente pasaran simétricamente por ambos lados del
cilindro. En los puntos 4 y D la velocidad del liquido es igual a cero.
En Ios puntos B y C las lineas de corriente se estrechan y aqui la
velocidad del liquido es mayor que en la corriente no perturbada. Por
eso, la presion en los puntos 4 y D serd mayor que la presion estitica
del liquido p, y en los puntos B y C, la presién serd menor. Sives
la velocidad en el flujo no perturbado, segiin la ecuacién de Bernoulli
[férmula (3a) del § 40}, la presién en el punto A serd

2
pa=p+-—,
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va quoe la velocidad del liguido junto a la superficie del cuerpo en el
punto A la consideramos igual a cero (vy = 0). Asi tenemos gue
la presioén en el punto 4 es mayor que la estitica p. Este aumento
de presién tendrd lugar también en el punto D. A primera vista
puede parecer que en el punto D) la presion deberia de ser menor que
P, pero no es asi. Efectivamente, cerca del punto A, en el flujo,
la velocidad de las particulas del liquide disminuye, por consiguien-
to, sobre las particulas del liquido actia una fuerza dirigida hacia

aceién de nna corriente uniforme de
liquido no viscoso. %

la izquierda, y sobre el cuerpo segiin la tercera ley de Newton en el
punto 4 actuard una fuerza dirigida hacia 1a derecha. Cerca del
punto D, la velocidad de las particulas del liquido aumenta, por
consiguiente, sobre éstas actiia una fuerza dirigida hacia la derecha,
y sobre el punto D una dirigida hacia la izquierda.

Examinemos ahora la presién que actia sobre el cuerpo en el
punto B. Para determinarla hay que conocer la velocidad del liquido
junto a la superficie del cuerpo en este punto. Considerando que
a una distancia aproximadamente igual al radio del cilindro, el
flujo queda no perturbado, obtenemos que la velocidad vy = 2, por
Io tanto, segin la ecuacién de Bernoulli:

Pa+ 4‘;"“ = p-{——?—;i de donde hallames que pp=p—

——
e
: e 5
Fig. 103. Sélido fijo sometido ala -@ =
'.H.‘_'__—-\_\-__-_-’_"‘—_—.—"—-

3pu2
7+

La presién en el punto B resulta menor que la estatica p. sta misma
presién habra en el punto €. Como se ve, la disminucién de la pre-
8ién en los puntos B y C es mayor que el aumento dela presién en los
puntos 4 y D. Debido a la simetria del sistema, la suma de todas
lag fuerzas que actaan sobre el cuerpo de parte del liquido circun-
dante, serd igual a cero: £ f; = 0. De esto se deduce que al despla-
zarse el cuerpo en el seno de un liquido no viscose no debe experimentar
ninguna resistencia.

Al desplazarse un cuerpo por un fluido viscoso, aparece cierta
resistencia. Su origen es debido a dos causas. A pequeiias velocidades
Yy en un cuerpo currentilineo, cuando no se forman torhellinos, 1a
fuerza de resistencia es debida solamente a la viscosidad del liquido,
La capa de liquido que estd en contacto directo con el cuerpo, se pega
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a la superficie de ésle y es arrastrada completamente por él. La
siguienie capa dcl liguido ya cs arrastrada con menos velocidad.
Por consiguiente, entre las capas surge una fuerza de rozamiento.

En este caso, la fuerza de resistencia, segin la ley establecida por-
Stokes. es directamente proporcional a la velocidad, al coeficiente de
viscosidad y u las dimensiones del cuerpo.

Para las esferas que se desplazan por un liquido viscoso, segin
la ley de Stokes, la fuerza de resistencia es:

{ = By, (2)

donde n es el coeficiente de viscosidad del liguide; r, el radio de la
esfera y ». su velocidad.

Por la férmula de Stokes (2) se puede determinar la velocidad
uniforme de caida de una esfera en ¢l seno de un liquido viscoso.
Una esfera pesada, en un liquido viscoso, solamente cn el primer
momento empieza a caer con movimiento acelerado; pero a medida
que aumenta la velocidad de eaida, aumonta la fuerza de rozamiento
f. Ta cual empieza a equilibrar la fuerza de la gravedad P que actiia
sobre 1a esfera. Cuando so ha conseguido este equilibrio de fuerzas,
la esfera cae con movimiento uniforme a la velocidad constante v
determinada, segin la férmula (2), por la condicidn:

P = banrv. (3)

La fuerza P, que actiia sobre la esfera sumergida en el liquido,
seg(n el principio de Arquimedes, es P, — Py, donde P, es el peso
real de la esfera, y Py, el peso de un volumen del liquido igual al de

la esfera; por lo tanto P = Py — P, == {p — p) g-gm", donde p

es la densidad de la esfera y p’, la densidad del liguido. Colocando
este valor de P en la (3) hallamos que

2(0— p’) gr
v=._¥3_§ﬁpi, %)

De la formula (4) se ve que la velocidad de caida de una esfera
en el seno de un liquido viscoso es proporcional al cuadrado de su
radio r. Cuanto menor sea la esfera, tanlo méas despacio caerd on el
senio del liguido dado. La formula de Stokes se puede aplicar no sélo
a la caida de esferas en el seno de lignido, sino también a la caida
de esferitas pequedias en el seno de un gas, que en este caso se puede
considerar como liquido viscoso. Por ejemplo, la velocidad de caida
de Jas pequenas gotas de la niebla en el aire se determina muy bien
por la férmula (4).

Al caracterizar 01l movimiento do una esfora on un liquido vigeoso con ayuda

del niimero de Reynolds, por v se sobreentiende ln velocidad relativa del flujo

. alcjado inflinitamente de la csfera, y por ¢, el didmetro de la csfera. La ley je
Stokes se cumple para valores pequefios del nimere de Reynolds,
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Para la similitud dindmica de diferentes cuerpos que se desplazan por ¢l
interior de un lquido, es necesario gue los nimervs de Reynolds sean iguales.
Al modelar el movimiento de los bugues, aviones, cle., siendo mevares las
dimensiones de los modelos (I, < 1), si ol coeficiente de viscosidad del fluide
para el modelo ¥ q;'lra el objele natural vs ¢l mismo, In velocidad de la corriente
para cl modelo deberd ser mayor: vs = vy. I'ara no recurrir a muy grandes velo-
cidades al experimeniar el modelo, se debe tomar un fluido de wenor médulo
cinemiitico de viscosidad.

La segunda clase de fuerzas de resislencia en un fluido viscoso,
de la cual ya se ha hablado antes, esl4 relacionada con la formacién
de torbellinos. Parte del trabajo realizado al desplazarse un cuerpo
por un fluido se invierte en la formacién de torbellinos. La energia
de los torbellinos, dobido al rozamiento interno del fluido, al fin

Fig. 104, Sdlido asimétrico en una co-

rriente de liguido no viscoso, La suma

de las fuerzas aplicadas al cuerpo de par-
te del liguido no es igual a cero.

y al cabo se transforma en calor. A pequeiiag velocidades. no se
forman torbellinos, y la resistencia que sufre el cnerpo s relativa-
menle pequeiia. Al aumentar la velocidad. empiezan a aparecer
torbellinos y la fuerza de resistencia aumenta bruscamente. Al cons-
truir barcos y aviones es muy importante el gue tengan una forma
currentilinea de modo que, a ser posible, no se formen torbellinps.
La fuerza de resistencia debida a la formacion de torbellinos a peque-
fias velocidades es proporcional al cnadrado de la velocidad. A velo-
cidades proximas a la del sonido en el medio dado. la resistencia
es proporcional al cubo de la velocidad, v a velocidades supersonicas
de nuevo se hace proporcional al enadrado de la misma. :

En el caso de un lignido no viscoso que circunda un cuerpo
asimétrico, la snma de las fuerzas aplicadas al cuerpo de parte del
‘iquido, no es igual a cero. Para simplificar. examinemos un cuerpo
de forma de semicilindro de longitud inlinita (fig. 104). En este
caso, Jas lineas de corriente son paralelas a la superficie plana C,
v la presion ejercida sobre esta superficie es p. La presion en el
punto B, segin lo dicho anteriormente, serd menor: p, << p. Por
consiguiente sarge una fuerza resultante F = £ f, 5= 0; csta [uerza
es perpendicular a las lineas de corriente en el flujo no perturbado.
No arrastra al cuerpo cn direccién de la corriente (en el liguido
perfecto), sino que tiende a desplazarlo.

Si un liguido viscoso circunda un cuerpo asimétrico, la fuerza
resultante ¥ que actiia sobre cl cuerpo de parte del liquido, no es
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perpendicular a las lineas de corriente. En este caso se puede descom-
poner en dos fuerzas: F,,, dirigida segiin la corriente, ¥y Faue dirigida
perpendicularmente a la corriente.

En estas fuerzas se hasa la accién del ala del avién. La fuerza

F,., determina la resistencia al avance (resistencia frontal), y la
fuerza F,, la sustentacion (fig. 105).

Fuerza de,
susfentacion

Fig. 105. Origen de la fuerza de susten-
taci6n del ala del avién.

El primero que desarrollé la teoria de la sustentacién del ala
del avion fue N. E. Zhukovski (Joukowsky) (1847—1921), funda-
dor de la aerodindmica tebrica, técnica y experimental, ¢padre de la
aviaciéon rusas como le llamé V. I. Lenin.

Veamos, ademss, el régimen laminar de un liquido viscoso que fluye por
un tubo. En este caso, debido a las fuerzas de rozamiento interno, la VGlUcit}Jaﬂ
de la corriente del liguido serd mayor en el contro del tubo (fig. 106). Junto a las
parcdes ¥ en contacto con ellas, la velocidad serd igual a ccro. Estudicmos un

Fig. 106. En up liquido viscoso quefluye por

un tubo, la velocidad méxima v correspondera

a Jas particulas, cuya trayecloria coincida con
el eje del tubo.

trozo de tubo de radio R y de longitud I. Supongamos que cl liquido fluye de
jzquicerda a derecha debido a la diferencin de presione ¥

B Pt — Po.
Separemos mentalmente una capa cilindrica de liquéﬁo 4 ig? 107} de radio

Tig. 407. Enuna capa cilindrica de radio r,
el liguido fluye a la misma velocidad

interno r y de espesor dr. Desde la parte interior act(ia sobre esta capa una fuerza
de rozamiento interno: i
v

j=n-—=8;
donde S es ¢l drea lateral de la capa cilindrica, que es igual a 2nr?, de donde
dy
1525(?!1“‘ "a.?- {5)
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Por la parte exterior, sobre la culi\a actia la fuerza f; = f-L 4f dirigida

en seniido contrario al de la fuerza § (la fuerza ;f acelera ol movimicnto de la

capa, v Ia fuerza £, lo frena).
Su suma serd

~ht+t=—0G+ N+ f=—df.
Poniendo ¢n lugar de f su valor segiin la (5), tenemos que

—df = —2nind (r.i—:) ;

Como Ja velocidad del Hquido en el centro del tubo ¢s Ia mdxima, el valor
dvldr serd noegativo, ¥ la fuerza —df positiva. Esta fuerza, en régimen estacio-
nario, debe ser igual u la fuerza que actia sobre la capa debido a la diferencia
de presiones py — pz; v como csta tiltime fuerza es proporcional al drea de la
seccién transversal de la capa 8 = 2nr dr, tenemos quo

dv d =1,
—2xtind (rF;) =2xrdr (py—pe), de donde d (r E-:—) S &E]P_s rdr.
Integrando esta ecuacién iencmos

v m—p dv  py—py c
Tdr TR R e T

Suponiendo que r = 0 y observando que en ¢l eje del tubo, donde la velocidad »
¢s maxima, dv/dr también es ignal a cero, obtenemos que la constante do inte-
gracién € = 0, De aqui obtencmos la ecuacién diferencial que determina la
velocidad de la corriente del liguido » en funcién de la distapcia al eje del tubo r:

VRS, larcsd ]
du = T rdr,

Integrando esta expresién oblenemos que

_ P1—r PR () g T v
v= o j rd an r2.ecr.

El valor de la constante €’ lo cbtenemos seponiendo r = R, de donde v =
) 0: ¥

vy P4— P2
e

con lo cual oblenemos para v el valor

v-%(ﬂﬁ—ﬁ). (6)

Esta formula nos da la velocidad de la corriente del ligquido en funcién
de la distancia al eje del tubo.

ora determinemos el volumen V de liquido que sale dol tubo en un tiem-
pe determinado ¢, De la l:ac{)a cilindrica de radio r y espesor dr (fig. 107), en ¢l
tiempo ¢ sale un volumen de liquido
dV = vt-2nr dr.

Sustituyendo » por eu valor, segfin la (6), obtenemos
T (py— Pa} ¢ ey 7
dV = 3T (R2r—r3} dr,

12-0703
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quadgrando csta expresién entro los limites 0 v R, obtenemos el volumen ¥
de liguido gque salo por la seccibn transversal del tubo

R
V:"_“‘iiﬁa—"”)i i (R —73) dr, de donde

A(p—p)t (A4 R ok R
vt () v V=g g @)

La f6rmula (7) se denomina férmula de Poiseuille, y sefiala la grnn influencia
que ticne el radio del tubo sobre la cantidad de liguido que pasa por €l (es pro-
porcienal a RY). La férmula de Poiseuille no sirve para el régimen turbulenta.

Sabiendo ¢l volumen de liquido que pasa por un tubo de longitud I y radio
R dados, mediante la f6rmula de Poisenille se puede determinar la viscosidad 5.
Lot aparatos destinados a determinar la viscosidad, se denominan viscosimetros.
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§ 43. Teoria atémico-molecular de la constitucién de la materia.
La idea de que la materia estd compuesta de diminutos clementos
indivisibles o «atomos» fue expresada ya por los antiguos griegos.
Pero fue M. V. Lomondsov €l primero que en sus trabajos desarrolld
ampliamente la hipdtesis atémica. Lomondsov intenté fundamentar
la Fisica sobre la idea de que todos los cuerpos quimicos simples estan
formados por un gran nimero de particulas indivisibles, completa-
mente iguales o atomos. En los cuerpos quimicos compuestos el
papel de particulas elementales lo desempefian las moléculas. Apoyin-
dose en su ley general de la conservacién de Ja materia y del movi-
miento, Lomondsov demostré por primera vez la justeza de la idea del
movimiento (agitacién) térmico continuo de los Atomos y de las
moléculas,

Una vez que la teorfa atémica hizo su aparicién en la Quimica,
fue posible determinar, basindose en la ley de las proporciones
simples y maltiples, los pesos relativos (o0 mejor dicho, las masas)
de los dtomos, es decir, los nimeros que indican cuantas veces la
masa de un 4tomo dado es mayor o menor que la de otro 4tomo cual-
quiera. Iin la actualidad existen también procedimientos fisicos
(véase el t. IT) para la comparacién de las masas (pesos) de determi-
nados atomos o moldculas, Los pesos relativos de los dtomos se 1laman

12+
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pesos atémicos A. Como unidad de peso atdmico se toma */ s del peso
del dtomo de oxigeno*). Por consiguiente, de acuerdo con esta defi-
nicién, el peso atémico del oxfgeno es igual a 16,0000. El peso atémi-
co del més ligero de los elementos, es decir, del hidrégeno, es jgual
a 1,0078, lo cual quiere decir, que el 4tomo del hidrigeno tiene
una masa 1—}'{%“'.;080 = 15,8762 veces menor que la del Atomo de oxi-
geno. De igual forma, el peso atémico del mercurio, igual a 200,61,
indica que la masa del atomo de mercurio es m—% = 12,538 ve-

ces mayor que la masa del atomo de oxigeno y i‘m()(,)gé = 109,06 veces
mayor que la del dtomo de hidrégeno®*). 3

El peso relativo de las moléculas, referido a esta misma unidad,
es igual a Y/, del peso del dtomo de oxigeno y se denomina peso mole-
cular .

Tomemos una masa determinada, por ejemplo, m gramos de hidro-
geno, cuyo peso atémico designamos con la letra A. Estos m gramos
de hidrégeno contendrdn un nfimero determinado 7n de &atomos.
Tomemos asimismo una determinada cantidad de otro elemento,
cuyo peso atémico sea A’, de forma que contenga-también n dtomos.
La masa de los n 4tomos de este segundo elemento serd, evidente-
mente, ijl—veces mayor que la masa de los Atomos de hidrégeno.
Por consiguiente, la masa de esta cantidad del elemento en cuestién

serd igualam’ = m% . De aqui se deduce que podemos decir tam-

bién: que si entre las'masas de los diverses elementos que se toman
existe la misma relacion que entre sus pesos atémicos, estas masas
contienen igual nimero de &itomos.

Se llama diomo-gramo, de cualguier elemento, la cantidad de dicho
elemento cuya masa, expresada en gramos, sea numéricamente igual
@ su peso atémico. En este caso, basindonos en lo antedicho, tendre-
mos, que: un dlomo-gramo de cualguier elementc contiene siempre
el mismo ndmero de Gtomos. Este niimero se designa con la letra N
y se conoce con el nombre de nimero de Avogadro.

*17En la actualidad, se ha adoptado una mueva escala de .pesos atdmicos
basada on la unidad de carbono y definida como el 1/42 de la masa de carbono
120 (es decir, 2C = 12,00000). i

En la presents obra todos los cdloulos se hasan en la unidad de oxigeno.
(N. de la Edit.)

**) En la aclualidad, sabemos que casi todos los elementos tienen varias
clases de dtomos, que 26)o se diferencian entre si por su masa (peso atébmico).
Eslos dtomos se denominan isdtopos del mismo elemento}(véase el t. §1). Los
métodos quimicos para_determinar los pesos atémicos proporcionan el peso atd-
mico medio de la mezcla natural de los isélopos.
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Se llama molécula-gramo, de cualquier substancia, la cantidad
de dicha substancia cuya masa, expresada en gramos, es numéricamente
igual a su peso molecular. Como quiera que los pesos moleculares
se determinan con relacién a la misma unidad (1/16 del peso del
stomo de oxigeno) que los pesos atémicos, la molécula-gramo de
cualquier substancia contiepe tantas moléculas como Atomos con-
tiene el 4tomo-gramo. De donde, la molécula-gramo de cualquier
substancia contiene siempre un mismo ruimero de moléculas. el cual
¢s igual al mimere de Avogadro.

La molécula-gramo se denomina frecuentemente mol. El mol es
una unidad de masa que tiene un valor especial para cada cuerpo
quimico. Por ejemplo, para el hidrégeno molecular el mol es una
unidad de masa igual a 2 g, mientras que para el oxigeno molecular
es igual a 32 g. .

Actualmente existen muchos procedimientos para determinar
el nimero de Avogadro; méas adelante tendremos ocasién de conocer
algunos de ellos (§ 52), pero ahora nos limitaremos a dar su valor
numérico:

N = 6,023-10 |mol -1,

El nimero de Avogadro representa la cantidad de particulas
que contiene una masa determinada de la substancia de que se trate,
es decir, un mol, y, por lo tanto, tiene una magnitud [N] = M,

1n cual se mide en unidades que se designan por ot © mol-t,

1 valor del niimera de Avogadro nos da una idea del tamaiio
del ¢micromundos, es decir, del mundo de los 4tomos y de las molé-
culas, y nos permite comprender hasta qué punto es diminuta la
estructura granular de Ia substancia establecida por la teoria até-
mico-molecular. Conociendo el nimero de Avogadro podemos cal-
eular las dimensiones de las moléculas y sus masas absolutas. Tome-
mos, por ejemplo, 1 em® de agua; su masa serd igual a 1 g, lo que

equivale 8‘11_8 de mol de agua; por consiguiente, 1 em® de agua con-

tione% -10%® = 3,34.10® moléculas de agua. Por lo tanto. el

volumen de una molécula de agua liguida serd igual a ﬁ om® =

2= 3-10-?® ¢m?. Teniendo en cuenta que las moléculas de los liquidos
se encuentran muy préximas entre si, hallaremos, que las dimen-
siones lineales de 1as moléculas de agua representan de por si una mag-
nitud del orden de r =¥ 3-10% em =< 3-10~® cm. Las dimensiones
lineales de otres dtomos y moléculag también son magnitudes del
orden de 10~% cm. Para formarnos una'idea mas concreta de las dimen-
siones de los dtomos y de las moléculas, examinaremos los dos ejem-
plos siguientes: 1) si todos los dtomos, que integran un centimetro
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cibico de cobre, se colocaran unog detras de otros, formarian una
cadena de cerca de 14 000 millones de kilémetros de longitud, es
decir, una distancia casi 90 veces mayor que la que hay entre la
Tierra y el Sol; 2) el microscopio electrénico permite observar micro-
cristales cuyas dimensiones lineales son de centésimas de micra. Cada
uno de estos microcristales contiene varios centenares de millares
de itomos.

A pesar de que las dimensiones de los 4tomos son tan diminutas,
la Fisica moderna cuenta con procedimientos para demostrar directa-
mente que la estructura de la materia es discontinua (o como suele
decirse, discrete) y con métodos para observar directamente dtomos
aislados; esto 1ultimo es s6lo posible en aguellos casos en que los
atomos tienen una cantidad de energia suficientemente grande,
es decir, cuando se mueven a grandes velocidades.

La masa m de una molécula (o de un dtomo) puede hallarse par-
tiendo de la relacidn:

ol )

donde p es el peso molecular (cuando se trata de elementos es el
peso atéomico) y N, el nimero de Avogadro.

La relacion (1) nos da, para el dtomo de hidrégeno, wna masa
my = 1,675:10-% g. De donde hallamos, gque la unidad de peso
atémico, es decir, 1/16 de la masa del dtomo de oxigeno, es igual
a 1,662.10-** g. De esta forma, la masa absoluta de cualquier dtomo
serds

m = 1,662-10-%-4 g, (2)

donde A4 es ol peso atdmico del dtomo cuya masa se determina.

Substituyendo en la férmula (2) el peso atémico A por el peso
molecular p, podemos obtener la masa ahsoluta de cualquier molé-
cula.

Toda una serie de observaciones nos llevan a la conviecién de gue
en toda substancia existe un movimiento interno continuo. Este movi-
miento interno representa de por si el movimiento de las moléculas
que componen la substancia en cuestion, el cual es desordenado, no se
inferrumpe nunca y depende exclusivamente, como veremos m4as ade-
lante, de la temperatura de la substancia.

La existencia de este movimiento se demuestra, por ejemplo.,
con el siguiente experimento: si dos recipientes 4 y B, que se comu-
nican entre si (fig. 108), contienen gases diferentes, por ejemplo, uno
hidrégeno y ofro nitrégeno, y abrimos la llave de paso €, al cabo
de cierto tiempo en ambos recipientes habra una mezela homogénea
de los dos gases. Es decir, los gases se mezclan totalmente por si
solos. Esta mozcla se produce incluso euando el hidrégeno se encuen-
tra en el recipiente superior 4 y, por consiguiente, queda excluida
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toda posibilidad de que este cuerpo, como menos denso, pueda descen-
der o de que, en general, pueda producirse la mezcla de los dos gases
bajo la influencia de la gravedad.

El fenémeno descubierto por Brown en 1826 demuestra mas
directamente ain la cxistencia de un movimiento caético de las
moléculas. Brown observé al microscopic cdmo unas diminutas
particulas suspendidas en un liguido se encontraban en movimiento
constante y desordenado; cuanto menor era la particula, tanto mas
intenso era su movimientio. Este movimiento, denominado browniano,
que no s¢ interrumpe nunca ni depende de causas
externas, es una manifestacion del movimiento inter-
no de la materia. Las moléculas del liquido, gue se
encuentran en movimiento, al choear con un cuerpo
s6lido cualquiera le comunican cierta cantidad de movi-

Fig. 108. Los gases que hay ¢n los reeipientes A y B comien-
zan a difundirse t'ec.iprocamuui.uCcusndo so abre la llave de
paso €.

miento. Si el cuerpo gque se encuentra en el liguido es grande, el
niimero de moléeulas que por todas partes chocan con él es extraor-
dinariamente elevado, pero sus golpes se compensan entre si en cada
momento, por lo que dicho cuerpo, practicamente, continiia inmévil.
Pero cuando el cuerpo es suficientemente pequefio puede ocurrir que
esta compensacién no sea total, es decir, que casualmente cualquiera
de sus lados reciba un niimero considerablemente mayor de impactos
de moléculas que los demaés y, como resultado, el cuerpo se pondri en
movimiento. Las particulas brownianas realizan precisamente un
movimiento de este tipo impulsadas por la accién de los golpes casuales
que reciben de las moléculas. La masa de las particulas brownianas
es millares de millones de veces mayor que la de cada molécula,
su velocidad es muy peguefia comparada con la de éstas, pero su
movimiento tiene la propiedad de poder observarse al microsco-

io.
r En la fig. 109 se muestran las posiciones individuales sucesivas
de varias particulas brownianas, scfialadas de acuerdo con las obser-
vaciones llevadas a eaho con el microscopio a intervalos determina-
dos. Las particulas suspendidas en un gas realizan también movi-
mientos brownianos. .

Por consiguiente, la materia no sélo tiene estructura granular,
es decir, no sélo esta formada por particulas independiontes entre
si, sino que estas particulas se encuentran constantemente en maovi-
miento. De aqui se deduce, que la teoria de la constitucién de la
materia es de por si una teoria cinético-molecular. Esta teoria fue
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desarrollada primeramente por M. V. Lomondsov para explicar las
propiedades de la materia en sus diversos estados de agregacion.
Después, la teoria cinético-molecular se utilizé principalmente para
explicar las propiedades de la materia en su estado de agregacion
mds simple, es decir, en estado gaseoso. No obstante, antes de pasar
a exponer los fundamentos de la teoria cinético-molecular, exami-
naremos las leyes empiricas a que se sujetan los gases.
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§ 44. Leyes de Boyle-Mariotte y de Gay-Lussac. Determinacién
de la temperatura. Los gases tienen la propiedad de llenar por comple-
to las vasijas en que se encuentran y de ejercer presién sohre las
paredes que limitan dichas vasijas. La presién p es una magnitud
fisica que numéricamente es igual a la fuerza que actia perpendi-
cularmente a la unidad de superficie. Por consiguniente, si la fuerza
que actia normalmente a la superficie S es igual a f,, tendremos que:

in

p=tz, )

En el sistema CGS se toma como unidad de presion p la baria,
que es igual a la presién que ejerce 1 dina sobre una superficie de
1 em?® perpendicular a ella*). :

En el sistema internacional MKS se toma como unidad la pre-
sién gue ejerce 1 newton sobre 1 m® de superficie perpendicular a la
direccion de dicha fuerza. Esta unidad se representa por N/m?
es evidente que 1 N/m® = 10 barias. Para medir la presion se utili-
zan también las siguientes unidades: 1) la atmdsfera técnica (at),
igual a la presién de 1 kgfiem?; 2) la atmésfera fisica (atm), igual
a la presién de 1,033 kgf/em?; 3) el torr, que es la presién que ejerce
una columna de mercurio de 1 mm de altura (torr o mm Hg). La

*) En meleorologia so suele emplear una unidad llamada bar, que es 10®
veces mayor que la indicada (V. del T.).
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presion de 760 torr es igual a una atmésfera fisica. A continuacion
damos el cuadro de equivalencias mutuas entre estas unidades:

1 atm = 1,033 at = 1033 gf/cm? = 760 torr =
= 1033-081 barias = 1,013-10° barias.

Cualquier cantidad de gas se caracteriza por las cuatre magni-
tudes siguientes: 1) su masa m, 2) el volumen que ocupa ¥V, 3) la
presién a que se encuentra p, 4} su temperatura ¢; todas estas magni-
tudes se encuentran en mutua dependencia y al variar una de ellas,
por regla general, varian todas las demas. v
La férmula que regula las relaciones en-
tre todas estas magnitudes se llama ecua-
cidn de estado.

Fig. 110, lsoterma do Boyle-Mariotte, t=const

v

Antes de dar la expresién de la ecuacién general de estado de
los gases, trataremos de otras leyes ocwipiricas mas simples, refe-
rentes al caso en que dos de las cuatro magnitudes indicadas se
mantiencn constantes.

A temperatura constante, la presién que experimenia une masa
determinada de gas es inversamente proporcional a su volumen (ley
de Boyle-Mariotie).

pV = const (cuando m y ¢ son constantes). (2)

La curva que relaciona graficamente p con ¥, para una masa m
dada y una temperatura ¢ constante, es una hipérbola equilitera
(fig. 110). Como esta curva se refiere a una temperatura constante,
se llama isoferma.

La ley de Boyle-Mariotte es aproximada, como se seiialé ya
en el § 2. A grandes presiones todos los gases se comprimen menos
de Io que expresa la ley de Boyle-Mariotte. Sin embargo, la mayoria
de los gases, a temperaturas préximas a la del ambiente y a presiones
que no difieran mucho de la atmosférica, cumplen Ja ley de Boyle-
Mariotte con una exactitud bastante grande.

A continuvacién vamos a referirnos a las leyes que relacionan entre
si la presion o el volumen del gas con su temperatura. No obstante,
es conveniento determinar con anterioridad de qué manera se mide
la propia temperatura. El calentamiento o enfriamiento de los cuer-
pos, es decir, sus cambios de temperatura, influyen en casi todas
sus cualidades fisicas: varfan sus dimensiones lineales, cambian sus
cualidades elisticas, su conductividad eléctrica, ete, Cualquiera de
estas variaciones puede utilizarse para medir la temperatura. Hislé-
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ricamente, como sabemos, se ha establecido el método de medicién
de la temperatura por la variacién que cxperimenta el volumen del
mercurio, valiéndose de los llamados termémetros de mercurio. Sin
embargo, el procedimiento generalmente descrito de graduar el ter-
moémetro de mercurio se reduce a dividir su escala en partes iguales,
suponiendo de antemano que ol volumen del mercurio varia lineal-
mente con respecto a las variaciones de la temperalura f. Pero si
llenamos el termdmetro con otro liguido y hacemos que dos de sus
puntos coincidan con los correspondientes del term6émetro de mer-
curio {por ejemplo, con el punto «0», correspondiente a la tempe-
ratura de fusion del hielo, y con ¢l punto «100», correspondiente
a la de ebullicién del agua), y después dividimos su escala en partes
iguales, veremos gque las indicaciones de cste term6metro para las
temperaturas intermedias (aunque se diferencien poco) no coinci-
diran con las del termémotro de mercurio. De esta forma, la escala
de temperaturas establecida depende de la substancia (¢termoméiricas)
cuyas variaciones de volumen nos sirven para medirlas. Como la elec-
¢ion de dicha substancia (el mercurio) ha sido casual, también re-
sulta casual la propia escala de temperaturas. Aunque no contamos
todavia con ninguna base tedrica para la elcceion de la substancia
termométrica, podemos admitir que, en calidad de ésta, debe cle-
girse aquella cuyas propiedades restantes se rijan por las leyes més
simples. Es decir, para substancia termométrica se puede elegir
el gas que mejor cumple la ley de Boyle-Mariotte. E1 Comité Inter-
nacional de Pesas y Medidas decidi6, en 1877, elegir como substan-
cia termométrica el hidrégeno y practicar las mediciones de tempe-
ratura con un termémetro lleno de este gas, considerando las varia-
ciones de la temperatura propercionales a las de la presién del hidré-
geno, cuyo volumen se manticne constante al calentarlo o enlfriarlo.

De esta forma, se postula que la presidn del hidrigeno varia lineal-
mente con la temperatura:

pe=po {1l + at), 6

donde p; es la presion del hidrégeno a la temperatura ¢; po, esta
misma presién a cero grados; y ¢, un coeficiente constante. La igual-
dad (3), referide al hidrogeno, sirve para determinar la escala de tem-
peraturas (es decir, la llamada escala empirica de temperaturas).
Si consideramos que la temperatura de fusién del hielo es igual
a 0° y que la temperatura de ebullicién del agua, a la presion atmosfé-
rica, es igual a 100° (escala de Celsius o ceniigrada), el coeficiente o

tendra el wvalor numérico de mlTé = 0,0036613 grados—t.

Una vez establecido el procedimiento a emplear cuando se miden
las temperaturas, podemos hacernos la pregunta: ;eémo dependen
la presién y el volumen de cualquier gas de su temperatura? Las
leyes empiricas de Gay-Lussae nos dan esta dependencia.
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1. A volumen constante, la presién de una masa de gas dada
varia en relacion lineal con la temperatura:

pr = po (1 4+ ap). (4)

2. A presién constante, el volumen de una masa determinada
de gas varia en relacién lincal con la temperatura:

Ve= Vo (1 + avi). (5)

El coeficiente @, se llama coeficiente térmico de presion, y el
ay, coeficiente térmico de dilatacion cabica. Las correlaciones (4)
¥ (5) son aproximadas para todos los gases a excepcion del hidrégeno,
el cual, por definici6n, cumple exactamente la correlacién (4). 151
valor de los coeficientes también es aproximadamente igual para
todos los gases:

Oy =0p=0= -2:—3 grados™®, (6)

En la tabla II se dan los valores empiricos del producto pV
para algunos gases reales, a temperatura constante y diferentes presio-
nes p. Para construir la tabla se tomé 1 litro de cadagasa 0°C y a
1 atm. De esta forma, para cada uno de los gases a p = 1 atm, el
producto pV es igual a la unidad. Segtin la ley de Boyle-Mariotte
este producto deberfa conservar su valor a cualquier presién.

Tabla Il

Valores del producte p 7 a 0° C para distintas p

v
Patm
H: | Na 01 | Aire

1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

100 1,0690 0,9941 0,9265 10,9730
200 1,1380 1,0483 0,9140 1,0100
500 1,3505 1,3900 1,1560 1,3400
1000 1,7200 2,0685 1,7355 1,9020

Como puede verse en la tabla II, en el intervalo de presiones
comprendido entre 1 atm y 100 atm la discrepancia con la ley de
Boyle-Mariotte no es muy grande: el producto pV conserva un valor
préximo a la unidad. Sin embargo, para el hidrégeno este valor
resulta algo mayor que la unidad, mientras que para el N,, O,, ¥
el aire, es un poco menor que ésta. Esto quicre decir que el hidrd-
geno se comprime algo menos de lo que exige la ley de Boyle-Mariot-
te, mientras que los gases restanfes se comprimen un poco mas.

Pero a la presién de 1 000 atm todos los gases discrepan mucho
de dicha ley (esta discrepancia llega a ser de dos veces y pico para
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el nitrégeno), comprimiéndose menos de lo que por ella se podia
esperar,

Las diferencias son atin mayores cuando las presjones son muy
altas.

Por gjemplo, a la presién de 15 000 kgi/cm® el volumen del nitro-
geno es 16 veces mayor que el que deberia tener segiin la ley de Boyle-
Mariotte.

También son muy notorias las discrepancias de los gases reales
con la ley de Gay — Lussac.

Tahbla III

Valores de los coeficientes o, y wy para

los gases

Gas ay 107 oy 107
Hzo v oo 36 613 36 600
He . ... 36 601 36 582
Ne .+ 36 744 36732
COz. ... 37 262 37444
Ajre. . . . 36 750 36 760

o

Como vemos en la tabla I1I, los valores de o, ¥ oty no coinciden
para un mismo gas; para el anhidrido carbénico la diferencia entre
dp ¥ oy alcanza un 0,4%. También existen ciertas diferencias entre
los coeficientes o, ¥ ay de los distintos gases.

Finalmente, los valores de ap ¥ ay resultan algo diferentes para un mismo
gas, sogin sea el intervalo de tempersturas en gque se hayan determinado.
D¢ acuerdo con las férmulas (4) y (5) tenemos, gue

B o ¥l
Pot 1 Vv 'T'D""v

donde py ¥ ¥, son la presién y el volumen a 0° Cy p ¥ V estas mismas magnitudes
a la temperatura ¢, Midiendo p y V, por ejemplo, a ¢ = 50 °C, hallaremos el
valor medio de o, ¥ & pura cl intervalo de iemperaturas comprendido entre
0y 50° C. Par la Ity de Gay-Lussac los valores de ¢y y oy no deberiun deponder
de la temperatlura ¢ que se tomase,

Pero como muestra la tubla 1V, con relacién al aire, en la prdctica Lambién
se observa una pequeba discrepancia en el cumplimiento do esta condicién
de la ley antedicha.

Como puede verse, esta diferencin es muy pequefia, sobre todo para ap.
No obstunte, un termémetro de gas, lleno de aire en lugar de hidrdgeno, daria
cicrtos errores al medir las temperaturas.

op=

Un gas hipotético que cumpla exactamente las leyes de Boyle-Ma-
riotte y de Gay—Lussac y que se caracterice por los valoresap =
1

=ty = o = 27‘53322%' se llama gas Iperfecwogas ideal. Las cua-
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Tabla IV

Valores de a, y ay para el aire, a p—=1 atm,
para dilerentes intervalos de temperatura

Intervalos de temperatura (*C)

0—50° 0—100° 0—150° 02002

ap-10-9 3675 3675 3674 3674
ey 108 3676 3674 3673 3672

lidades del «gas perfecto» no son més que aproximaciones més 0 menos
exactas a las cualidades de los gases reales.
Llamando A, a la variacién p; — p, de la presién del gas, por la
formula (4) obtenemos:
. Ap = pgat, (4a)

y si en la férmula (5) designamos por AV la variacién del volumen
AV = Vyat. (5a)

De la férmula (4a) se deduce, que al elevar la temperatura de un
gas perfecto en 1° C, su presién (a volumen constante) aumenta en

i% de la presiéon que tenia a 0° C.

De la misma manera, por la férmula (5a) tenemos que al elevar
la temperatura de un gas perfecto en 1° C, su volumen (a presién

constante) aumenfa en é.—ddel volumen que tenia a 0° C.

La relacion entre la presion del gas y su temperatura, a volumen
constante, se representa grificamente por una recta que corta al oje
de ordenadas en un punto, el cual
corresponde al valor de p, (fig. 111,4). e
Esta linea se llama isocora, lo que
quiere decir, que se refiere a voli-
menes constantes. A o 7

Fig. 141. a) La relacidén de dependencia en- b) P
tre la presion del gas p y la tomperatura se .
representa por una recta (isocora); b) todas
las isocoras, correspondientes a cualquier
cantidad de gas, eorlan el eje de abscisas P

en un misme punto 4.

‘ Para masas de gas distintas, p, tendrd valores distintos y las
isocoras representarin una familia de rectas, que cortars al eje de
ordenadas a diferentes alturas (fig. 111,2); sin embargo, todas estas
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rectas cortarén al ¢je de abscisas en un mismo punto 4, cuyo valor
Serd f = —-~—ox —273° C, puesto que por la férmula (4) p, = 0

1 )
cuando £ =— —, cualquiera que sea el valor de p,.

De ignal manera, la relacién entre el volumen del gas y su tem-
peratura, a presiéon constante, se representa graficamente por una
recta que corta el eje de ordenadas en un punto, el cual corresponde
al valor de V3 (isobara).

Para masas de gas distintas obtenemos una familia de rectas
que cortan al eje de ordenadas a diferentes alturas, pero que tienen

4

Fig. 112. Todas las rectas, correspondien-

tes a cualguier cantidad de gas, que repre-

i sentan ¢émo depende el volumen V de éste

A de su temperatura ¢, cortan el oje de absci-

—_— sas en wun mismo punto A.
273

23

un punto de interseccién A, situado en el eje de abscisas, donde
t = —22 —273°C (fig. 112).

De las tiguras 111,b y 112 se deduce, que las férmulas que expre-
san la dependencia que existe entre la presién o el volumen del gas
y la temperatura pueden simplificarse trasladando el origen de coor-
denadas al punto 4. Efectivamente, introduciendo una nusva escala
de temperaturas, cuyos grados tengan la misma magnitud que los
de la escala centigrada, pero cuyo cero se encuentre a —273° C (y re-
presentando por 7 la temperatura en dicha escala), tendremos:

T =t -+ 273° C*) (7)
de donde t = 77 —273°C =T --—;-. y de acuerdo con la (4)
1
prem[1+a (1—4)].

es decir ]
pr = poe.T. @
Anélogamente tendremos que
Vo = Vel (9)

Esta escala de temperaturas lleva el nombre de Kelvin y sus grados
se representan por °K. Por la férmula (8) tenemos, que la presién
del gas a volumen constante es directamente proporcional a la tem-
peratura por la escala de Kelvin. Analogamente, por la formula (9),

*) Mds exactamenle, T = t-{- 273,13° G,
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el volumen del gas a presién constante es directamente proporcional
a la temperatura por la escala de Kelvin. Cuando 7 = O, por las
férmulas (8) y (9) obtenemos que p = 0 y ¥V = 0 respectivamente;
pero en la practica el volumen del gas nunca puede llegar a ser igual
a cero,

Esta absurda deduccién ecs el resultado de una extrapolacién
incorrecta de las leyes de Gay-Lussac a temperaturas excesivamente
bajas; porque cualquier gas real se transforma en liquido y se soli-
difica antes de alcanzar la temperatura ¢ = —273° C. No obstante,
la escala de Kelvin y el valor de la temperatura cero de la misma
fienen un sentido fisico determinado, como veremos mas adelante.
Tor esto, la escala de Kelvin ze denomina frecuentemente escala
absoluta y ¢l cero de dicha escala (que se encuenira a —273,13° ),
cero absoluto.

45. Ecuacién de estado de los gases perfectos. Densidad de los
gases, Sea una masa determinada de gas m, que ocupe un volumen
Vi, ¥ que se encuentre a la presién py y a la temperatura 7,. Supon-
gamos que, en olro estado, esta misma masa de gas se caracteriza
por el volumen, presién y temperatura V,, p, v T'». Establezeamos,
sobre Ia base de las leyes de Boyle-Mariotte y de Gay—Lussac, la rela-
cién que existe entre Vy, py, Ty ¥ Vi, p2, Ta.

Para esto. partiendo del estado V4. py, Ty, empezamos por calen-
tar el gas a presién constante p,, hasta la temperatura 7,. Bl volu-
men del gas pasard a ser V', y por la férmula (9) del § 44 tendremos:

Vi=Vighi (1)

Como resultado de este calentamiento, el gas se encontrara
en un estade que se caracterizard por el volumen V', la presién
p1 ¥ la lemperatura 75, por lo cual. podemos hacer gque pase al
estado definitivo V5, py, T, variando por via isoterma su volumen,
para lo que, segiin la ley de Boyle-Mariotte, tendremos: =

V' = paVa.

Poniendo en esta expresién el valor de ¥’ de la férmula (1),
obtenemos:

Ty Ve paVs
prlTi—Pavz o B P e

de donde se deduce, que al variar el estado de una masa de gas dada,
7
la magnitud %.—— permanece constante:

F:14
=i )
La ecuacién (2) fue deducida (en 1834) por el ingeniero francés
Clapeyron, el cual desempefié durante muchos afios el cargo de
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profesor en el Instituto de vias de comunicacién de San Petersburgo.
El valor numérico de la constante B de esta ccuacién depende de la
cantidad de gas que se toma y de las unidades en que se miden p, V
y T.

Segin la ley de Avogadro, las moléculas-gramo de los distinios
gases, a igualdad de presion y temperatura, ocupan el mismo volumen.
A la temperatura ¢ = 0° C y a la presién p = 1 atm, la molécula-gra-
mo de eualquier gas ocupa un volumen igual a 22,41 L.

De aqui se deduce, que si la correlacién (2) no se refiere a una
cantidad cualquiera de gas, sino a un mol, la constante B lendrd
un mismo valor para todos los guses.

Ista constante universal para todos los gases se designa con la
letra R y se denomina constante de los gases. Poniendo en la férmula
(2), en lugar de V, el volumen molar V, (es decir, el volumen de una
molécula-gramo de gas), obtenemos

pVa = RT. 3

El volumen molar V, tiene las dimensiones L*/mol y se mide
en l/mol o en em®mel. La féormula (3) es la ecuacién de estado.
En realidad esta ecuacidn =6lo la satisfacen log gases perfectos, micn-
tras que para los gases reales es \inicamente aproximada, lo misme
que las leyes de Boyle-Mariotte y Gay-Lussac de las que sc deriva. Por
esta razén es de hecho la ecuacién de estado de los gases perfectos.

La ecuacion (3), que es una generalizacion de la (2), fue establecida
por D. I. Mendeléicv, el cual la dio a conocer por primera vez en la
asamblea de la Sociedad Fisico-Quimica Rusa en 1874, publicandola
después en 1875. Por esto, en adelante llamaremos a la expresion (3)
férmula de Mendeléiev-Clapeyron.

El valor numérico de R se puede deducir partiendo de que,
cuando ¢ = 0° C, es decir, cuando T = 273° K y p = 1 atm, el volumen
de un mol ¥y = 22,4 1l/mol, de donde

_ pVa _1-23.4
=77 T3
El valor de R en el sistema CGS se obtiene expresando la pre-

si6n p en barias y el volumen molar ¥, en cm®/mol:

R = 1032.881.22,4.10%
. 273

=8,31.107 ergios/grado mol. (4a)*)

1 atm/grado mol=0,082 1 atm/grado mol.  {(4)

barias cm?/grado mol =

La denominacién de la unidad de medida de la constante de los
gases, ergios/grado mol, procede de gue la baria = dina/cm?®, de
donde la baria cm® = dina em = ergio.

=) Mis exactamente

R=28,313.107 ergios grado mol=10,08204 1 atm/grado mol.
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La férmula (3), que solamente es vélida para un mol de gas,
puede generalizarse con facilidad para cualquier masa. Para esto,
se representa por p el peso molecular del gas; entonces, si a una
presién y temperatura determinadas, un mol de gas ocupa un volu-
men molar V,, m gramos de gas ocuparin a esta misma presién

y temperatura un volumen ¥V =2 Vo. De donde se deduce que, para

m gramos de gas, a la presién y temperatura dadas, la expresion
pV/T también serd m/u veces mayor que la constante de los gases R,
pero como p¥/T permanece constante para todos los cambios del
gas, tendremos que, en general, para m gramos de gas
v
L= -'E-R. de donde pV:%RT- (5)

La férmula (5) es de por si una generalizacién de la de Mende-
léiev-Clapeyron, aplicable a cualquier masa m de cualquier gas; en este
caso, la constante R es la misma para todos los gases y su valor
numérico es el que se da en la expresién (4) 6 (4a).

La férmula (5) relaciona las cuatro magnitudes m, p, VyT,
que caracterizan la cantidad de gas dada. Conociendo tres de estas
magnitudes, la férmula (5) nos permite calcular la cuarta.

Partiende de esta férmula (5) se determina directamente la
densidad del gas:

nm PR
P=5="Tgr- {9

De esta forma, la densidad del gas resulta ser directamente
proporcional a su peso molecular y a su presién e inversamente
proporcional a su temperatura absoluta.

En los gases se utiliza frecuentemente la densidad relativa,
es decir, la relacién que existe entre la densidad del gas dado p
v la densidad p, de un gas determinado, que se considera como
patrén, tomado a la misma presién y temperatura que el gas que
se examina. En este caso

=2t . PR
anT' PO‘-RT’

de donde la densidad relativa

AN
=% " (7)

La densidad relativa se toma generalmente con relacién al hi-

drégeno, para el cual p, = 2 aproximadamente; por comsiguiente,
la densidad relativa:

. 1
PHy = 5 [n (7a)
130705
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Esta formula permite establecer el peso molecular de los gases
midiendo su densidad relativa con respecto al hidrégeno.

Examinemos unos ojemplos sobre el empleo de la férmula de Mendeléiev —
Clapeyron y sobro 1a determinacién de la densidad de los gases,
Ejemplo 1. ;Qué volumen, en litros, ocupard 1 g de nitrégeno
(p == 28) a la presién de 380 mm Hg y temperatura de 27° C?
Solucidn. Porla férmula () tenomos:
mRT

V=,

np
TReducimos la presién p de mm Hg a atmésieras:

380
P =555 atm=0,5 atm,

Beducimos la temperatura a la escala de Kelvin;
T =t~} 273° = 300°,
v tomamos para }a constante do los gases el valor

R = 0,082 1 atm/grado mol,
cnlonces
1.0,082-300
—28.0,5

Ejemplo 2. A qué es igual la densidad del hidrogenoe (u = 2} a (°C
¥ a Ia presién de 1 atm?
Solucidn Porla fdrmula (B):

— Pr
P2 R

Si todas las magnitudes que entran en el segundo miembro do esta expre-
sidn se toman por el sistema CGS, es decir, p en g/mol; [y en bariag; R, en
ergios/grado mol y T, en grados Kelvin; p resultard en gifem?®.

Si empleamos ol sistema mixto siguiente:! R en Fatm;"gmdo mol; p, en
g/mok; p, en atin y T, on grados Kelvin; p resultard en g/1, es decir, en un sistema
en ¢l cual se toma como unidad de densidad un cuerpe cuyo gramo-masa tienc
ol volumen de 1 1.

£s evidente, quo del valor numérico de la densidad en g/l podemos pasar
al valor numdérico de la misma on g/em® dividiendo el primero de ellos por 1000,
Es decir, este ejemflo puede resolverse por dos procedimientos:

1) reducimos la presién a barias: p =1 atm = 1033.981 barias =
= 1,(13-10% barias, y tencmos

2-1,043. 108 _ ]
p—m g/om?®=8,9.10-% g/cm3;

V= 1=1,75 1.

2y empleamos el sistema mixto indicado anteriormente, y entonces
o =gsgrr 81 =8,9+10 g/l=8,9.105 glom?.

§ 46. Conceptos fundamentales de la teoria cinética de los gases.
La densidad de los gases en condiciones normales (es decir, a 0°C
v a la presiéon de 1 atm) es aproximadamente 1 000 veces menor que
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la de los liquidos. En los liquidos las moléculas estin en estrecho
contacto unas con otras, de donde puede deducirse, que las distancias
que hay entre lasmoléculas de los gasesson aproximadamente ;7”1 000,
es decir, decenas de veces mayores que las dimensiones de las pro-
pias- moléculas, Por lo tanto, puede considerarse, que todo gas es
un conjunto de moléculas separadas entre si por intervalos suficiente-
mente grandes. Las moléculas se mueven en desorden, recorriendo
libremente el espacio que media entre dos choques consecutivos
entre si o con las paredes de la vasija que contiene el gas. Las fuerzas
que ejercen las moléculas entro si, salvo en el momento de los choques,
son tan pequefias que pueden despreciarse. Las moléculas no pierden
encrgia cuando chocan entre si o con las paredes, es deeir, cumplen
las leyes de los choques cntre esferas periectamente eldsticas. Este
modelo mecinico del gas, considerado como un conjunto de molé-
culas esféricas elésticas, que se mueven libre y desordenadamente,
cstd demasiado simplificado, pero permite explicar las principales
cualidades de Jos gases, Mas adelante veremos ¢c6mo hay que desarro-
llar este modelo para que se ajuste més exactamente a las propiedades
de los gases reales. Las cualidades de Tos gases reales no se pueden
explicar partiendo oxclusivamente de conceptos mec4nicos. Tenien-
do en cuenta lo dicho en el § 31 sobre los limites que existen en la
utilizacién de la mecdnica cldsica, en general, debemos plantearnos
la pregunta de hasta qué punto es posible emplear en este modelo
la concepcidn de las moléculas como particulas que se mueven segiin
las leyes de la mecanica clisica.

En el § 31 dimos a conocer la relacidn, segin la cual, Ja indeter-
minacién de la coordenada Az y de la componente de la velocidad
Av, deben satisfacer la desigualdad:

A:c-m;x>£-.

Apliquemos esta correlacién a la moléeula que se mueve en un
gas en condiciones normales. En calidad de gas podemos tomar el
nitrégeno, cuya molécula tienc una masa m = 4.7.10-%g. Como
veremos més adelante, las moléculas que se encuentran en estas
condiciones tienen unos recorridos medios, sin chocar con otras
moléculas, del orden de 10-% cm y una velocidad del orden de 400 m/s.
Por lo tanto, para poder hablar del cardcter del movimiento
de las moléculas. hay que tener la posibilidad de fijar sus posi-
ciones con una exactitud minima Az ~ 10-%® ¢m. Entonces, segun
el principio de la incertidumbre, la indeterminacién de la velo-
cidad serd:

[ =27
Avy ~ %-%;:M-i.fo—}-gm_—;cma‘sa 1,4-10% em/s,
es decir, cerca de 1/3% de la velocidad.

13#*
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De esta forma, dentro de los limites de precision que necesitamos,
podemos considerar la molécula como una particula er el sentido
ordinario de la palabra. A presiones muy elevadas, cuando las mo-
léculas se encuentran mucho més cerca unas de otras (y hay que
tomar para Az valores mds pequeiios), o a temperaturas muy bajas,
cuando es pequefia la velocidad de las propias moléculas, estas
consideraciones no sirven.

_ El modelo del gas como conjunto de particulas que se mueven
libremente permite, en primer lugar, explicar directamente la pro-
piedad que tienen los gases de llenar totalmente las vasijas que los

i Fig. 143. Promediacién del movimiento de las mo-
b léculas en un recipiente edbico.

contienen y de penetrar unos en otros (difusién). Los choques de las
moléeulas son los que originan la presién del gas sobre las paredes
de las vasijas que lo contienen.

La idea de explicar la presion del gas sobre las paredes, como
resultado de los choques de las moléculas, fue propuesta en 1738
por Daniel Bernoulli, académico de San Petersburgo. En los afios
1744 —1748, M. V. Lomondsov elabord y desarrollé la teoria atémico-
molecular de la constitucién de la materia, demostré por primera
vez la veracidad de la teoria cinético-molecular del calor y ex-
plic6 desde este punto de vista muchos fenémenos. El ulterior desa-
rrollo de la teoria cinético-molecular de los gases, que no se produce
hasta mediados del siglo XIX, se debe a los trabajos de toda una
serie de fisicos, entre los que destacan Clausius, Boltzmann y Max-
well.

Calculemos ahora la presién que se origina como resultado del
choque de las moléculas con las paredes del recipiente. Figurémonos
un recipiente en forma de cubo, cuya arista tiene una longitud
Al (fig. 113), ¥ que dentro de ella se mueven desordenadamente n
moléculas, cuyas dimensiones despreciamos. Como el movimiento de
las moléculas es completamente desordenado®), el efecto de sus
chogues con las paredes serd igual al que se produciria si /5 de la
totalidad de dichas moléculas se moviera en linca recta entre las
paredes delantera y trasera del cubo, !/; entre las paredes superior
e inferior y otro !/, entre las paredes derecha e izquierda. 8i tomamos
aisladamente una molécula lanzada perpendicularmente hacia una
de las paredes, por ejemplo, hacia la delantera, con una velocidad v,

*) Es decir, carente do toda dircecién privilegiada. (N. del T.)
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al llegar a ella rebotari hacia atrds y, como resultadoe, su cantidad
de movimiento variard en la magnitud m-v — m (~v) = 2 mv. donde
m es la masa de la moléeula; esta variacién de la cantidad de movi-
miento determina el impulso de la fuerza que, por parte de la pared,
actiia sobre la molécula durante el golpe:

Af 8t = 2mu,

donde Af es la fuerza del golpe y &¢, el tiempo que dura el mismo.
Por la tercera ley de Newton, sobre la pared actuard una fuerza
numéricamente igual a Af. Al rebotar en una pared, la molécula
saldra lanzada hacia la pared opuesta, de donde serd también despe-
dida y volverd a la primera pared, después de transcurrir un tiempo
determinado Af. La fuerza media Af, que actiia sobre la pared durante
el tiempo que transcurre entre dos choques consecutivos de la molé-
cula, se determina partiendo de que su impulso Af-Af debe ser
numéricamente igual al impulso de la fuerza Af que actiia durante
el tiempo del golpe 8¢, de donde

AF-At = 2mvy, (1)

La magnitud A¢ representa el tiempo que necesita la molécula
para, después de rebotar en la pared delantera del cubo, desplazarse
hasta la pared trasera del mismo y regresar a la anterior, de donde

A AL

v

Poniendo este valor de A¢ en (1), obtenemos
T mt
A=

Este es el valor medio, con relacién al tiempo, de la fuerza de
los chogues de una molécula. Las diferentes moléculas se mueven con

velocidades distintas, vy, vg, v3, . . ., ¥ la fuerza total de los chogues
de todas ellas con la pared serd
mud myg mug,

f_=%?‘+ YRty i aCR R s v

donde n’ es el nimero de moléculas que se mueven entre las paredes
delantera y trasera. Sacando factor comin-—Ila magnitud constante
%—y multiplicando y dividiendo el segundo miembro de la igual-
dad por n', tendremos

T n'm v+l vl el
et Al n' %

La magnitud
v+l vgh. et B

n
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representa el valor medio de los cuadrados de las velocidades de las
moléculas o, en otras palabras, el cuadrado de la velocidad cuadrdtica
media (o velocidad eficaz). De donde

Fnmy
f= AT v

El nimero de moléculas que se mueven entre las paredes delan-
tera y trasera puede considerarse igual, como ya dijimos, a 1/, del
numero total de moléculas n, y, por consiguiente, )

v L oRr =
=3 ar-mo

Dividiendo los dos miembros de esta igualdad por Al®, tendremos

i i n -
IF =7 a0 @

pero Al* es el drea de la pared del cubo, por consiguiente, f/Al? sera
la presién p que sufre dicha pared, y AI® es el volurien del cubo, de
donde tenemos, que n/Al® serd igual al nimero de moléculas n, que
existen en la unidad de volumen; en definitiva, la igualdad (2)
toma el aspecto

1 -,
p =g no-mv*. (3)

Es decir, la presién p que ejerce el gas sobre las paredes de la
vasija se determina por el niimero de moléculas ny que hay en la
unidad de velumen, por la masa m de las moléculas y por el valor
medio del cuadrado de sus velocidades v. La férmula (3) puede
tomar otro aspecto si dividimos y multiplicamos por 2 su segundo
miembro, entonces

p=%n{25), @)
pero
oo 1 -
g

es la energia cinética media del movimiento de traslacién de una
molécula, de donde

p="3 new, (4a)

os decir, la presién del gas puede expresarse también mediante la
energia cinética media del movimiento de traslacion de sus molé-
culas.

La férmula (3), o su equivalente (4a), se conoce con el nombre
de férmula fundamental de la teoria cinética de los gases.
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Multiplicando los dos miembros de la férmula (4a) por el volu-
men de un mol de gas V,, obtenemos

2 —
PVo=5 noVow,

pero 1,V es el niimero de moléculas que hay en el volumen molar V,
es decir, el nimero de moléculas de un mol de gas; este niimero
es igual al nimero de Avogadro: ny,¥V, = N, de donde

pVo_—'-‘%' N'E;’

pero pVy = RT, donde T ez la temperatura del gas por la escala
de Kelvin y R la constante de los gases, de donde

pVo= % Nw=RIT. ()

La férmula (5) relaciona directamente la energia cinética media
w del movimiento de traslacién de las moléculas con las magnitudes
macroscopicas que caracterizan el gas, es decir, con su presién,
volumen y temperatura. De la férmula (5) deducimos que

— # 3 R
v="5-=5§ 0 ®)

como quiera que B y N son magnitudes constantes, la magnitud
R
k= 5 ()
también es constante y se denomina constante de Boltzmann.
El valor numérico de la constante de Bolzmann es

= % ergios/grado = 1,38-10"1® ergios/grado.

Poniendo en la férmula (6) la constante de Boltzmann, obtenemos
= kT. (6a)

Las formulas (6) y (6a) muestran que la energia cinética media
del movimiento de traslacién de las moléculas depende exclusivamente
de la temperatura y es directamente proporcional a la temperatura
absoluta T.

De esta forma, la escala de temperaturas absolutas (de Kelvin)
adquiere un sentido fisico directo. Segin la formula (6a), el movi-
miento de traslacién de las moléculas cesa totalinente a la tempera-
tura de cero absoluto. Sin embargo, ain con este cero absoluto se
conservan algunas formas de movimiento dentro de las moléculas
y de los dtomos, de modo que el movimiento interno de la materia
no se detiene totalmente ni cuando la temperatura es de cero absolu-
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to. Mas adelante veremos que en la préctica es imposible conseguir
el cero absoluto.

Las deducciones indicadas nos permiten determinar no sélo
la energia cinética media del movimiento de traslacion de las molé-
culas, sino también toda una serie de magnitudes que caracterizan
la naturaleza cinético-molecular del gas.

De la férmula (6) podemos obtener el valor medio del cuadrado
de la velocidad de las moléculas:
3RT -

=R
pero m es la masa de una molécula y ¥, el ntimero de moléculas
que hay en un mol; dé donde mN es el peso molecular p, por lo tanto,
la velocidad cuadrdtica media del movimiento de traslacién de las

moléculas sera:
= anr X
Ve=v 5 ()

es decir, la velocidad cuadritica media de]l movimiento de traslacion
de lags moléculas es directamente proporcional a la raiz cuadrada
de la temperatura absoluta del gas e inversamente proporcional
a la raiz cuadrada de su peso molecular.
Cuando la umridad de volumen contiene un ntimero de moléculas
igual a ny, por la férmula (4a) obtenemos
3p

nn.= a_; ;

poniendo en esta igualdad el valor de w que nos da la férmula (6a)
hallamos
Rp= Iqu (9)
De la férmula (9) se deduce que, "a igualdad de presién y tempe-
ratura, todos los gases tienen el mismo nimero de moléculas en la
onidad de volumen (este: mismo resultado se deduce también
directamente de la ley de Avogadro). En condiciones normales, es
decir, cuando p =1 atm y I = 273° K, en 1 em® de cualquier gas habra

ng=2,683-10'% cm~3
moléculag; este nimero lleva el nombre de Loschmidt.

Para mejor asimilacién del orden de las magnitudes que caracterizan la
teoria cinético-moleculsr de los gases, ofrccemos varios ejemplos numéricos.

Ejemplo 1. jCudntas moléculas do gas debe haber en la unidad de
volumen para que, a la temperatura de 27° C, la presién que ejerzan sobre las
paredes de la vasija sea igual a una baria?
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Solucidn. Porla f6rmula (9):
e 1 -8—9 49. -3
ng= AT~ TE8-10-10.30 cm~¥=242.101% cm=3,

es decir, en 1 em? deben encontrarse 2,42 .10 moléeulas.

Ejemplo 2. Hallar la velocidad cuadritica media de las moléculas
de nil.rugocgo (i = 28) a las temperaturas: a) ¢t = 1000°C; b) t =0"C y c) =
= —270° C.

Solucién. Poniendo en la formula (8) B = 8,31 -107 ergios/grado mol,
b =28 g/mol ¥y T = 1273° K, obtenemos: -

= 3- - <15
Vo =1/:"-5_'§'L2%9”i§ cm/fs==1,06.105 cm/s= 1060 m/s.

Procediendo anilogaments resolvemos los otros dos casos: b) Y vi=

= 493 m/s; ¢) Vv‘ = 51 m/s. Es decir, cuando las temporaturas no son demasia-

do bajas, la velocidad de las moléculas de los gases es extraordinariamente gran-

ge.fﬁ ‘lla temperatura ambiente las moléculas aleanzan la velocidad de una bala
B iusil,

Ejemplo 3. ;A qué es i%ual, expresada cn ergios, la emergia cinética
media del movimiento de traslacion de las moléculas de un gas a las temperatu~
ras: a) t=1000°C, b) t =0°C y ¢} ¢t = —270° C?

Solucién. Por la férmula (6a) tenemos, que a ¢ = 1000° C, es decir
a T =1273°K:

o % kT =.§ 1,38-10-16.4273 ergics=2,63.10~19 ergios;

anélogamente, para los otros casos hallamos:
b) w = 5§,65-10"% ergios y ¢} w == §,24.10-1 ergios. Es decir, a pesar de sus
grandes velocidades, la energia cinética media de cada molécula es muy pequefia,
incluzo a temperaturas de 1000° C. Esto ¢s consecuencia de que la masa de estas
moléculas aisladas es también muy peguefia.

§ 47. Presiones parciales de las mezelas de gases. De acuerdo
con la férmula fundamental de la teoria cinética de los gases [f6rmula
(4a), § 461, la presién del gas es

P=% niv, (1)

donde n, es el nimero de moléculas que contiene la unidad de volu-
men, y w, la energia cinética media a la temperatura dada 7.
La férmula (1) no depende de la clase de moléculas, puesto que todas
las moléculas a la temperatura dada 7 tienen la misma energia

cinética media w.

Supongamos gue el gas en cuestién no es homogéneo, sino una
mezcla de gases diferentes, en la cual, por unidad de volumen, el
nimero de moléculas del primer gas es igual a ng,; el del segundo,
ngg; el del tercero, ny; y asi sucesivamente.

En este caso, el nimero total de moléculas por unidad de volu-
men r, serd

Rg = ngy + Moz + Moz + .. .
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¥ por la férmula (1), la presién que ejerce sobre las paredes de Ia
vasija_toda la mezcla serd

2 =y & - 2 =
P=g ot + g No2l -5 RoaW+ .« .+ (2)
pero, es evidente que

2 -_—
b= gl
es la presién que e]ercena el primer gas si fuera el Gnico contenido
en la vasija, en la misma cantldad que interviene en la mezcla.
Anélogamente

2
Pa== Rasw

es la presién que ejerceria el segundo gas si fuera el (nico contenido
en la vasija, en la misma cantidad que interviene en la mezcla, etc.

Las presiones p;, pa, ps, etc., se llaman presiones parciales. Por
la férmula (2) tenemos 2

P=pP +pz+pa+... (3)

La férmula (3) representa la Nlamada ley de Dalton: cuando se irala
de gases perfectos, la suma de las presiones parciales es igual a la
presion fotal de la mezcla.

De la ley de Dalton se desprende lo siguiente: si varios gases
perfectos (que se encuentiran a igual presion p, pero que ocupan
compartimientos separados cuyos volimenes sean V,, V., V3, ...),
se ponen en mutuo contacto quitando los tabiques que los separan,
una vez que se mezclan entre si por completo, gracias a la difusién,
su presién total no varia; en otras palabras, cuando se mezclan gases
perfectos a presion constante, su volumen total no varia, es decir, sus
volumenes se adicionan,

Esta ultima circunstancia puede comprobarse por medio de un
experimento directo. Pero la medicién directa de las presiones par-
ciales en una mezcla de gases es dificil. Esta medicién puede efectuar-
se si se dispone de un tabique permeable a uno de los gases e imper-
meable a todos los demas (es decir, un tabigque semipermeable). Por
ejemplo, una ldmina de platino caldeada deja pasar ficilmente al
hidrégeno pero es casi impermeable a los demds gases, El gas que
pasa a través del tabique equilibra su presién parcial por ambos lados
del mismo.

Figurémonos una vasija de platino cerrada B (fig. 114), caldeada
después de hacer en ella el vacio. Supongamos que en estas condicio-
nes la vasija B estd rodeada de una mezcla gaseosa de hidrégeno
vy otro gas cualquiera (quimicamente inactivo con relacién al hidré-
geno, como sl argdn, por ejemplo). En este caso el hidrégeno penetra-
ra en la vasija de platino caldeado B, hasta que la presion que ejerce
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sobre las paredes de ella no se iguale por ambos lados. Esto ocurrird
cuando la presién del hidrégeno dentro de la vasija B sea igual a su
presién parcial fuera de ella, es decir, en la parte donde se encuentran
los gases mezclados. De esta forma se puede medir directamente la
presién parcial del hidrogeno valiéndose del manémetro C.

Este experimento puede hacerse tambisn de la forma siguiente:
se empieza por llenar de un gas cualquiera, por sjemplo, de argén,
a una misma presion py, la vasija B y el espacio que la rodea. Después,
se sustituye el argdn que hay fuera de la vasija por una mezcla de
argén e hidrdgeno, cuya presién también sea igual a p,, mientras

5

Fig. 114, Esquema del oxperimento { =

para hallar la presién parcial del
hidrogeno.

Mezcla de gases J ¢

que la presién parcial del hidrégeno que hay en ella sea p;. Entonces,
si se caldean las paredes de la vasija B, el hidrégeno comienza a pene-
trar en ella, mientras que el argén exterior no puede hacer lo mismo.
Como resultado se obtiene una diferencia de presiones entre la mezcla
gaseosa que se encuentra fuera de la vasija B y la que hay dentro
de ella. La presién que se establece dentro de la vasija B es igual
a pg + py, es decir, mayor que la presion p, en la magnitud p.
Esta presién «complementaria» p, nos sirve de medida de la presién
parcial del hidrégeno on la mezcla.

En los gases reales y en los vapores se observan ciertas discre-
pancias con la ley de Dalton, las cuales fueron estudiadas minucio-
samente por B. B. Golitsin en el aiio 1890.

§ 48. Energia interna del gas. Grados de libertad. Como dijimos
en el § 46, la teoria cinética de los gases nos lleva a una conclusién
muy importante: las moléculas del gas se mueven desordenadamente
y la energia cinética media de su movimiento de traslacion w a una
temperatura 7', es igual a

we=g (45) T =547, (1)

donde R es la constante de los gases; N, el niimero de Avogadro
vk =Ij—v. la constante de Boltzmann, De esta forma, la energia
cinética de la traslacién de las moléculas depende exclusivamente
de la temperatura T, puesto gque las demds magnitudes que inter-
vienen en la expresiéon (1) son constantes. Al caelentar o enfriar un

gas, es decir, al comunicarle o sustraerle cierta cantidad de calor,
varia la energla cinética de sus moléculas.
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La energia cinética del movimiento desordenado de las molécu-
las de un gas perfecto determina su energia interna. Pero cuando se
trata de gases reales, como veremos mis adelante, hay que temer
también en cuenta Ja energia potencial reciproca de dichas molé-
eulas, puesto que la energia interna de los gases reales representa
de por si la suma de la energia cinética del movimiento de las molé-
culas y de su energia potencial.

La energia cinética del movimiento de las moléculas, en general,
no se reduce a la energia cinffica de su traslacion, sino que puede estar
integrada también por la energia cinética de su rotacién y de sus vi-
braciones.

Para calcular la encrgia que se invierte en las diferentes formas
de movimiento de las moléculas hay que introducir el concepto
de grados de libertad.

Por grados de libertad de un cuerpo se entiende, el nimero de coor-
denadas- independientes que hay que tomar, para determinar la posi-
cién de dicho cuerpo en el espacio. Asi, por ejemplo, un punio material

o tiene tres grados de libertad, puesto que su posi-
cién en el espacio se determina por tres coordena-~
das, por cjemplo, las coordenadas, z, y, z, del sis-
tema de coordenadas cartesianas. :

Fig. 415, Los sélidos tienen seis grados de libertad. '

La posicién de un s6lido (fig. 115) puede determinarse conociendo:
1) 1a posicién de su centro de gravedad C en el espacio, 2) la direccién
de un eje determinado 00', y 3) el 4ngulo de giro del sélido ajrededor
de este eje, con relacién a una posicién inicial determinada. Para
determinar la posicién del centro de gravedad hay que tomar tres
coordenadas z, y, z. Para establecer la direccién del eje 0O’ en el
pspacio hay que conocer dos coordenadas més, por ejemplo, losdos
&ngulos @ y1p, que forma con dos de los tres ejes coordenados. Final-
mente, el dngulo de giro del s6lido alrededor del eje 00" se determina
por otra coordenada (el dngulo ¢ de la fig. 115).

De esta forma, el s6lido tiene seis grados de libertad.

Pero si algunas partes del sélido pueden desplazarse (vibrar)
con relacién a otras, para examinar estos movimientos hay que
introducir grados de libertad complementarios, ademds de los ya
indicados. Y al contrario, si el s6lido, por cualquier causa (por
ejemplo, por ser completamente simétrico) no gira con respecto
a un eje determinado, tendrd menos deseis grados de libertad, o mejor
dicho, cinco.
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La esfera, que no estd sometida a rotacién y solamente posee
movimiento de traslacién, puede considerarse como un punto mate-
rial con tres grados de libertad.

Cada molécula de gas tiene un nimero determinado de grados
de libertad, tres de los cuales corresponden a su movimiento de
traslacién en el espacio.

La premisa fundamental de la teoria cinética do los gases es
la suposicién de que el movimiento de las moléculas se desarrolla
en absoluto desorden; este desorden no sélo se refiere al movimiento
de traslacién, sino también a todas las demis formas de movimiento
de las moléculas (rotacién, vibraciones). Ninguna do estas formas
de movimiento predomina sobre las demas, por lo que es natural
suponer, que a cada grado de libertad de las moléculas le correspon-
de, por término medio, una misma cantided de energia w. Esto que
acabamos de indicar se conoce con el nombre de principio de la equi-
particién de la energia entre los grados de libertad. Partiendo de este
principio, es ficil obtener la energia media w, correspondiente a un
grado de libertad. Al movimiento de traslacién de las moléculas,
con sus tres grados de libertad, le corresponde por la férmula (1)
la energia .

- 3
w=~§-kr.
de donde a un grado de libertad le corresponderd una energia media
— i 1 1R
wom= 5 kT =5 (‘Er‘) T. 2)

Supongamos ahora que el gas estd formado por moléculas igua-
les, y que cada una de ellas tiene i grados de libertad; en este caso,
a cada molécula {con todos sus grados de libertad) lo correspondera,
por término medio, la energia

— i i n
w——z-kTm?(-N—) T. 3

Para obtener la energia interna total del gas hay que multi-
plicar este valor de w por el nimero de moléculas que lo integran,
Si referimos la energia interna e un mol de gas, obtendremos su valor

U, multiplicando w por el nimero de Avogadro &, de donde
Up=-5RT. (4)

Por la férmula (4) vemos que la energia interna de un gas se
expresa por medio del niimero de grados de libertad i de sus molécu-
las y de su temperatura absoluta 7. De esta forma, la energia inter-
na de una cantidad dada de gas perfecto sélo depende de su tempe-
ratura 7'y en ella no influyen ni el volumen, ni, por consiguiente,
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la presién. Cuando los gases son reales, la energia interna total,
que, como ya indicamos, estd initegrada por la energia cinética del
movimiento de las moléculas y por su energia potencial, depende
también del volumen que ocupa el gas. Pero la energia interna de
un gas real no se limita a las formas mecénicas de la energia (véase
el § 49).

§ 49. Calor especifico de los gases. Aplicando el conceplo de la
energia interna, podemos hallar la expresién del calor especifico.

Se entiende por calor especifico ¢ de una substancia cualquiera,
una magnitud fisica numéricamente jgual a la cantidad de calor
que hay que comunicar a la unidad de masa de dicha substancia
para elevar su temperatura en 1°C.’

Junto con el calor especifico nos ocuparemos del calor molecu-
lar € o calor especifico molar. Se entiende por calor molecular o calor *
especifico molar € de un cuerpo cualquiera, una magnitud {isica
numéricamente igual a la cantidad de calor que hay que comunicar
a un mol de este cuerpo para que su temperatura aumente en 1°C.
Evidentemente, entre los calores molecular € y especifico ¢ existe
la correlacién:

C = pe,
donde p es el peso molecular del cuerpo dado.

Caando se trata de gases hay que distinguir en gqué condiciones
se calientan, por ejemple. a volumen constante V o a presidn cons-
tante p.

Examinemos el caso del calentamiento de un gas a volumen
constante V.

En este caso, el trabajo de las fuerzas externas es igual a cero y todo
el calor que se comunica al gas se gasta en aumentar su energia
interna U. De donde el calor molecular de este gas a volumen cons-
tante 'y es numéricamente igual a la variacién de la energia inter-
na de un mol de dicho gas Uy al elevar su temperatura en 1°C. Como
quiera que.por la formula (4), § 48, esta variacién es igual a

i i i
AUy= R(T+1)—5 RT =+ R,
para el calor molecular del gas a volumen constante, tenemos
Cy=R. (2)

Poniendo este valor de Cy en la correlacién (i) obtendremos
el calor especifico :
i R
Cv=%r- (2«')}
De la férmula (2) se deduce, que el calor molecular de un gas
a volumen constante Cy depende de los grados de libertad i de sus
moléculas y del valor de la constante de los gases R.
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LEn el § 45 dimos el valor numérico de la constante de los gases
Il en ergios/grado mol y en 1 atm/grado mel. Si utilizamos estos
valores de R, obtendremos el calor especifico en estas mismas uni-
dades. Pero geueralmente el calor especifico se expresa por medio
de la cantidad de calor gue se comunica al cuerpo. La unidad de can-
didad de calor es la caloria. Una caloria («pequefia» o «caloria-gra-
mos) es igual a la cantidad de calor necesaria para elevar la tempe-
ratura de 1 g de agua desde 19,5 hasta 20,5°C.

Como la transmisién del calor es una forma de la transmisién
de la energia ¥ como, seghin la ley de la conservacién, toda canti-
dad de calor transmitida equivale a una determinada cantidad de
energia*), las calorias pueden servir no sélo para medir la cantidad
de calor, sino también la energia y el trabajo. Por lo tanto, cabe
preguntarse, ¢qué relacion numérica existe entre la caloria y las
dem4s unidades de energia? Las mediciones mas exactas dan:

1cal = 4,182 julios;

aproximadamente podemos admitir que 1 cal = 4,18 J. Valiéndonos
de esta relacién entre la caloria y el julio, podemos reducir facil-
mente el valor de la constante R de crgios/grado mol a cal/grado
mol, a saber:
- 7
R =8,313.107 ergios/grado mol =2’r—f;g-7—$—?cah’grado mol =
=1,9858 cal/grado mol.

Aproximadamente puede Lomarse R = 2 cal/grado mol. Utili-
- zando este valor de la constante de los gases R, por la férmula (2),
obtenemos el calor molecular del gas €y en cal/grado mol,

Para poder calcular €y nos queda por esclarecer el nimero de gra-
dos de libertad i que debe atribuirse a las distintas moléculas. Pero
antes de detenernos en esto. deduciremos la expresién del calor mole-
cular del gas a presién' constante C,.

- Al calentarse a presién constante p, el gas se dilata; el calor *
exterior que se le comunica no se gasta inicamente en aumentar sus
reservas de energia interna U, sino también en realizar un trabajo 4
contra las fuerzas exteriores. De csta forma, el calor molecular a pre-
sion constante €, es mayor que a volumen constante Cy en una canti-
dad igual al trabajo 4 que realiza el mol de gas, como resultado de
la dilatacién que experimenta al elevarse su temperatura 7 en 1°C
a presién constante p.

CPE—C‘;{“'-A.

Para calcular csle trabajo A, supongamos que un mol de gas,
que se cncuentra a la temperatura 7 y a la presion p, esta encerrado

*) Véase el capitulo VII1 Principios de Termodindmica.
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en un cilindro con émbolo (fig. 116). La fuerza exterior que sostie-
ne al émbolo es f = pS, donde S es el irea de la superficie frontal
del émbolo. Al calentar el gas a presién constante p, en 1° C, este
se dilata y el émbolo se cleva una altura k; al ocurrir esto el gas
realiza un trabajo ;
A = fih = p-Sh,

pero Sh = AV, donde AV, es el aumento del volumen del gas, por
consiguiente

A = p-AV,. (4)
El aumento del volumen del gas podemos hallarlo por la ecua-
. cién de estado de los gases perfectos. A latempera-
tura T y la presion p, el volumen de un mol de gas
V, es igual a
Vemr.
P
b }h

Fig. 116. El trabajo que realiza e} gas es igual a fh.

A la temperatura (7 + 1)° y a la misma presién p, el volumen
¥V, sera:

Vi=2(T+1),

por consiguiente, el aumento del volumen de un mol de gas al aumen-
tar su temperatura en 1° G serd

’ i B L

AVy=Vy—=V,= = (T+1) s Te= =4

Poniendo este valor de AV, en (4), hallamos el trabajo A que

realiza un mol de gas, como resultado de la dilatacién que experi-
menta al calentarse en 1° C a presién constante p:

A = R.
Es decir, el trabajo A, que buscibamos, es igual a la constante
de los gases R. Colocando este valor de A en (3}, hallamos la rela-

cién que existe entre los calores moleculares del gas a presién cons-
tante Cp y a volumen constante Cy:

Cp=Cy+ R. (3)
De donde, valiéndonos de la férmula (2), obtenemos la expre-

sién de Cp por medio del namero de grados de libertad de las molé-
culag del gas

Cy=4 R+R=1FLR. ©)
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Aprovechando la relacion (1) existente entre los calores espe-
cifico y molecular, hallamos

cp=cv+ o (5a)
0
i+2
Cﬂﬂi;:—‘"g‘- (6a)

De las férmulas (2} y (6) 6 (2a) y (6a) obtenemos

Co_ o 42
2

Cy oy

Q)

La relacién entre los calores moleculares y especificos a presién
¥y a volumen constantes C,/Cy = cp/ey se designa con la letra 4;
esta relacién depende exclusivamente del ntimero de grados de Iiber-
tad de las moléculas que componen el gas.

Para adjudicar a las moléculas un niimero determinado de gra-
dos de libertad, hay que partir de un modelo concreto de molécula.
Hasta ahora hemos admitido que la molécula es como una esfera;
si consideramos que esta molécula esférica es incapaz de girar, le
podemos adjudicar tres grados de Iibertad. En este caso, valién-
donos del valor de R — 1,9858 cal/grado mol, obtenemos por las
formulas (2), (6) y (7):

‘ Cyp= %R = 2,979 cal/grado mol =< 3 cal/grado mol,

i—3) Cp=3 R=14,965 cal/grado mol ==5 cal/grado mol,

[ 5
s R -
P 3 1,87,

Como demuestran los resultados de las mediciones que se reco-
gen en la tabla V, estos valores de los calores moleculares son cier-
tos para el helio y el argén, los cuales son gases monoatémicos y, por
consiguiente, estin formados por particulas que son de por si dtomos
aislados y no grupos de itomos unidos en forma de moléculas. Es
decir, cuando se trata de gases monoatimicos, los calores moleculares
calculados de acuerdo con la teoria cindtica de los gases y sus valores
obtenidos experimentalmente para los gases reales, coinciden entre
st con bastante ezactitud cuando el niimero de grados de libertad de las
moléculas se toma igual a ftres.

Para los gases diatdmicos, como son el hidrégeno, el oxigeno, ol
nitrégeno, el monéxido de carbono, ete., se puede tomar el modelo
giguiente: dos &tomos, 4 y B, unidos rigidamente entre si de manera,
que sus centros se encuentran a una distancia invariable I (fig. 117)
el uno del otro.

140705
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Tabla V

Valores experimentales de los calores moleculares
de algunos gases

Gas G 1 G v
Falith, B e e o wompim a 8 w6 wirpie & w 2,98 | 5,001 1,67
Axpbn, AT. o oo w3 ciwinm & s # » 2,98 | 5,07 | 1,65
Hidrégeno, Hy . . . . . . S W NS E W 4,87 | 8,87 | 1,41
Mitebgono, Maiiiv o joam &y sleis & 4 4,96 | 6,84 ) 1,41
Oxipenn; O v ¢ v@ a5 WS voais W g« 4,99 | 6,90 1,40
Monéxido de carbono, CO . . , . . . .. 5,010 | 7,01 | 1,40
Vapor de agua, H,O . . . . . .. . ... 6,65 | 8,65| 1,3
Matano, CHy .« « o v v 5 o o eouin = = 6,51 ) 8,51 | 1,30
Cloroformo, CHCl; . . . . . . . e - | 15,2 |47,2 | 4,48
Alcohol etflico, CoHO . . - . . . . . . 18,9 j20,9 | 1,11

Como quiera que ninguno de estos dos Atomos entra en rotacitn,
hay que admitir que este modelo no gira con respecto al eje 00',
que pasa por los centros de ambos 4tomos. Por esto, a la molécula

ca.

Q g Flg. 117. Modelo de una molécula diatémi-

e . et
A

diatémica deben atribuirsele einco gredos de libertad. Entonces, por
lag férmulas (2), (6) ¥y (7):

cv=.,§ﬂ = 4,965 cal/grado mol =<5 cal/grade mel,

i=51 C,,:%R= 6,951 cal/grade mol == 7 cal/grado mol,

Por la tabla V puede verse que estos datos coinciden, con bastan-
te exactitud, con los valores de los calores especificos molares que
se observan para ol hidrégeno, nitrégeno, oxigeno y monéxido de
carbono; por lo tanto, a las moléculas de estos gases diatémicos hay
que atribuirles efectivamente cinco grados de libertad.

Si consideramos las moléculas mis complejas (#riatdmicas y polia-
témicas) eomo particulas s6lidas asimétricas, tendremos que atri-
buirles seis grados de libertad.
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En este caso, para sus calores moleculares obtenemos:

Cy= 5 R =6 cal/grado mol,
i=6 CPE%R ez 8 cal/grado mol,

Cy 8
=.E_;.=~E.=i,33. .

En la tabla V puede verse que estos valores se aproximan a los
datos experimentales correspondientes al vapor de agua y al metano,
mientras que para moléculas tan complejas como el cloroformo,
CHCl;, ¥ el acohol etilico, C,HO, el calor molecular resulta mucho
mayor.

Pero las moléculas en forma de particulas s6lidas no pueden tener
mas de seis grados de libertad, por lo cual, para aquellas molécu-
las complejas cuyo calor molecular Cy es mayor que seis, hay que
tomar en consideracion, ademés de los grados de libertad correspon-
dientes a su traslacién y rotacién, los correspondientes a sus vibra-
ciones.

La teoria desarrollada de las capacidades calorificas molares
se funda totalmente en ideas cldsicas, que tienen en cuenta(inica-
mente las formas mecdnicas del movimiento de Ias moléculas, y es
solamente aproximada, Segin esta teoria tendriamos, por ejemplo,
que todos los gases diatémicos, cuyas moléculas tienen cinco grados
de libertad, deberian tener exactamente el mismo calor molecular
Cy a volumen constante. El mimero de grados de libertad solamente
puede ser entero, y la variacién de este niimero de grados en una uni-

dad deberia producir una variacién de %R = 0,993 cal/grado mol

en el calor molecular. Pero por la tabla V vemos que los calores
moleculares de los gases diatémicos son algo diferentes. Estas dife-
rencias superan los errores de observacién y, por consiguiente,

son reales. Por otra parte, son mucho menores ques R. La teoria

anteriormente expuesta no pucde explicar estas diferencias. Segun
esta misma teoria, el calor molecular de los gases no depende de su
temperatura: pero los ewxperimentos demuestran que, en realidad,
el calor molecular depende de ella: el calor molecular de todas las subs-
tancias es menor a bajas temperaturas.

Por ejemplo, para el hidrdgeno gaseoso tenemos:

ToK. « « 197° 90° 40°

Gy » v - 4,38 l 3,25 2,98

14*
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Como puede verse, a baja temperatura, I = 40° K, es decir, a t=
= —233° C, el calor molecular del hidrégeno es mucho menor que
el que obtuvimos partiendo de la teoria clésica, atribuyendo a la
molécula diatdémica de hidrégenc cinco grados de libertad; este calor

molecular es aproximadamente igual n%R. Por el contrario, a tem-

eraturas muy altas los valores resultan ser mayores que los calcu-
ados. Es decir, la teoria clisica solamente da buenos resultados
a temperaturas medias. Esto se explica, porque las ideas clasicas

w

Fig. 118. Variacién de la cnergia de
rotacién (o vibratoria) de las molécu-
las; esta encrgia varia a sallos.

no son aplicables a moléculas y Atomos independicntes. La verda-
dera teorin de la capacidad calorifica molar nos la da la mecanica
cuAntica.

. De acuerdo con los puntos de vista cldsicos, la energia wy, co-
reespondicnte a cualquier grado de libertad, puede variar continua-
mente. Pero segin la teoria de los cuantos, la energia de la rotacion
de las moléculas, lo mismo gue la energia de sus vibraciones, puede
variar exclusivamente a saltos; 1a representacién grifica de la cner-
gia de rotacién o de vibracién w con relacion al tiempo ¢, es una
linea escalonada (fig. 118). Para la energia de rotacién de las molé-
culas diatémicas ovdinarias (nitrégeno, oxigeno) estos escalones
representan de por si magnitudes del orden de 10-1% ergios. La cner-
gia media correspondiente a un grade de libertad —é— kT, a T =
= 300° K, esigual a w = 2,17-10"* ergios; es decir, que los escalo-
nes de la energia de rotacién de las moléculas, a la temperatura ordi-
naria, son pequefios en comparacién con la energia media correspon-
diente a un grado de libertad. Gracias a esto, el calor molecular pue-
de calcularse desde el punto de vista clasico. Pero a bajas temperatu-

ras, cuando la propia energia w, es comparable a la magnitud de
los escalones de energia, los puntos de vista clasicos son inaplicables.

En estas condiciones resulta que la energia de rotacion de las
moléculas deja de variar con la temperatura. Como consecuencia,
el calor molecular de todos los gases a bajas temperaturas tiende

al valor de Cy = 5 R.

Ademass, cuando las temperaturas son bajas, el cileulo delvalor
medio de la energia, por la teoria de los cuantos, es diferente que



§ 49. Calor especifico de los gases 213

por la clisica (puesto que hay que tener en cuenta la llamada «degra-~
daciény del gas).

Finalmente, a temperaturas muy bajas el gas se hiela y se soli-
difica, y el calor molecular de los cuerpos sblidos, como veremos
mas adelanle, tiende a cero cuando la temperatura se aproxima al
cero absoluto.

En cuanto a la energia de las vibraciones se refiere, sus escalones
son mucho mayores: para moléculas no muy complejas, son del
orden de 2-10-12 ergios, es decir, aproximadamente diez veces mayo-
res que la energia media w,, correspondiente a un grado de libertad
a la temperatura ordinaria. Gracias a esto, a la temperatura ordi-
naria podemos no tener en cuenta la energia de las vibraciones, pues-
to que ésta influye tnicamente a temperaturas elevadas*). Para
las moléculas complejas los escalones de la energia vibratoria pueden
ser menores, v, entonces, el papel de esta energia de las moléculas se
deja sentir también a temperaturas ¢
medias. (i

En la fig. 119 se ve c6mo varia 7
el calor molecular de un gas dia-
tomico con la temperatura. A g
temperatura elcvada tienen impor-
tancia las vibraciones (a ellas les
corresponden dos grados de liber- %

=
-

Fig. 119. Variacién del calor molecular o
de un gas dialémico con la temperatura, wdsl'emfni;:_r;sarasg”ﬂs

tad, véasze el § 93) v el calor molecular Cy -——;—R; a temperaturas

3
medias Cv=vg~ R y a temperaturas muy bajas Cy =5 R. La parte

punteada de la curva, tendente a cero, indica las variaciones del
calor molecular después de la solidificacién del gas.

Al calcular la relacién entre el calor molecular de los gases polia-
tomicos y la temperatura, cuando ésta es muy elevada, hay que
tener en cuenta también la disociacién de las moléculas. Por ejemplo,
al disociarse una molécula diatémica aparecen dos Atomos, cada
uno de ellos con tres grados de libertad. Conando se produce la diso-

*) La teorfa cudntica de las moléculas demuestra, que en éstas existe la
llamada energia nula de vibracién, la enal no desaparece ni a la temperatura de
cero absoluto. Sin embargo, el escalén de energia vibratoria siguiento al enulos
se encuentra a tanta altura, que s6lo hay que tenerlo en cuenta a temperaturas
muy altos. De esta forma, aunque a temperaturas bajas y medias las vibraciones
no cesan por completo en las moléculas, tamgoso dependen de la temperatura y,
por consiguiente, no influyen en la capacidad calorifica.
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ciacién completa de un gas diatémico, éste se transforma en una
mezcla de dos gases monoatémicos, la suma de cuyos calores mole-

culares serd ignal a % R.

Por esta razén, la variacién del calor molecular de un gas dia-
témico, a altas temperaturas, se diferenciard en realidad de la re-
presentada en la fig. 119.

§ 50. Distribucién de las velocidades. Ley de Maxwell. En el
§ 46 examinamos solamente el valor medio del cuadrado de la velo-
cidad de las moléculas. Pero en realidad, las moléculas sc mueven
a velocidades distintas y para cada temperatura I existe una
velocidad v, més probable. Las moléculas cuya velocidad es mucho
mayor o mucho menor que la mis probable son raras.

Como el movimiento de las moléculas es completamente desor-
denado, no es posible plantearse la cuestién de cuéntas moléculas
tienen exactamente la velocidad dada v, puesto que, en general,
estas moléculas pueden no existir en un momento dado. Sin embar-
go, puede plantearse la cuestién de determinar el niimero de molé-
culas cuyas velocidades est4n comprendidas en un determinado
intervalo de velocidades, por ejemplo, aquellas cuyo valor se en-
cuentra entre dos veloeidades dadas v, y v,. La ley de distribucion de
las velocidades fue deducida por Maxwell, el cual, valiéndose del
cilculo de probabilidades, determiné el niimero de moléculas An,
cuyas velocidades se encuentran comprendidas en el intervalo exis-
tente entre una velocidad dada v y otra v - Av.

La ley de Maxwell es més ficil de formular introduciendo el
concepto de velocidad relativa

l=—, (1)

donde v es la velocidad dada y vy, la velocidad més probable de
las moléculas del gas en cuestién a la temperatura dada. Segin la
ley de Maxwell, el nimero de moléculas An cuyas velocidades rela-
tivas est4n comprendidas entre u y # + Auw, (donde Au debe tomarse
pequefio con relacién a u), es igual a

4 P
An= W nee~¥uAu, {2)
donde n es el niimero total de moléculas del gas que se examina.

La velocidad mas probable vy, segiin los célculos de Maxwell,
es igual a .

2RT
-F'_ H] [3)

UVp=

donde p es el peso molecular del gas; 7, su temperatura absoluta
y R, la constante de los gases. Como R = kN y p = mN siendo
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% la constante de Boltzmann; m, la masa de la molécula del gas
dado y N, el niimero de Avogadro; la férmula (3) puede tomar tam-

bién la forma:
2kT
vP=V m (33)

Tomando como abscisas los valores de la velocidad relativa de
las moléculas u y como ordenadas el valor de la magnitud ::u (1la-
mada funcién de distribucién), obtenemos la curva representada
en la fig. 120. Esta curva tiene su
méximo para u = 1, lo que corres- 5 1
ponde a un valor de la velocidad rrngus l i

v igual a la velocidad més probable =7 v
Yp- k- .r/ \
04 N
Fig. 120. La funcién de distribucién de a2 / o
Maxwell. I N
o

0 04 08 12 I8 20 u

El nimero relativo de moléculas %‘, cuyas velocidades estdn

comprendidas entre ¥ ¥ u -~ Au, es igual al producto de la ordena-
da de la curva por Au, es decir, puede representarse como el drea
de la columna rayada de la fig. 121.

An
Ay
Fig. 121, El &rea de la columpa rayada
representa el nimero relativo de moléculas,
“ cuyas velocidades estdn comprendidas en
? el intervalo de velocidades dado Aw.
A Ry il L3

=

u i

Para dar una idea m4s concreta de la ley de Maxwell citaremos
los datos siguientes: la velocidad méas probable de las moléculas
de nitrégeno (u = 28) a 148° C es igual a

. 107,421
Up = ¥= ]/E-‘iiiﬁ—é Cm,r"8= 500 m/s.

En estas condiciones la distribucién de las moléculas de nitré-
geno por las zonas de velocidades sera la siguiente:
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Partt‘i- (end LA ldl.c}ﬁ ndmu:ro:!nta}‘adi% uxlflié-

culas deé nltrdgeno (a T = »

Zona de velocidaaes en m/s cuya velocldad osté comprendida entre
loa limites indicados

0 < v <100 0,6
100 < v < 300 12
300 < v <500 30
500 < p <700 29
700 < v <1000 23

1000 < o 5,4

De esta tabla se desprende que el 59% dol niumero total de molé-
culas tiene velocidades comprendidas entre 300 y 700 m/s, es decir,
en la zona correspondiente a la velocidad mds probable v, =
= 500 m/s. El ntimero relative de moléculas lentas (v << 100 m/s}
y de moléculas muy répidas es pequefio. Sin embargo, el nimero de
moléculas cuya velocidad sobrepasa en més del doble a la més pro-
bable (v = 1000 m/s), alcanza un 5,4%. La velocidad més probable
de las moléculas de un gas dado se determina por su temperatura,
siendo mayor cuanto mas alta es ésta. No obstante, en el gas existe
cierto niimero de moléculas que se mueven a considerable velocidad
ain a temperaturas no elevadas. La existencia de estas moléculas
wcalientes», como veremosg més adelante, desempefia un papel bastan-
te importante en el desarrollo de muchos procesos.

La curva de distribuciéon de Maxwell permite hallar una velo-
cidad media aritmética, para la que, como puede demostrarse, se
obtiene el valor:

- . /BRT
V== e (4)

De esta forma, comparando las tres velocidades que hemos
examinado:

1) la més prohable

_ . /2’7 AT
Up—]/TEé 1,41 ]/T )
2) la media aritmética

= 8.??‘1"é 1,60 RT

= T — ¥
3) la media cvadréatica

e 3RT RT
= — e T _,
V=) T a3y X
vemosg, que la menor de ellas es la més probable, y la mayor, la

media cuadritica (fig. 122). La relacién entre estas velocidades no
depende ni de la temperatura ni de la clase de gas. ]
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Examinemos un ejem plo sobre la aplicacién de la férmula de Max-

well. Supongamos que hay %ue delerminar qué parte de las moléculas de hidré-

eno {p = f}a a I = 300° K tiene velocidades comprendidas en el intervalo
Se 1900 a 1905 m/s.

an

nHAY

Fig. 122. Comparacién de las velocidades
do las mioléculas: vp es la velocidad maés
probable; 7, la velocidad media aritméti-

ca; ¥ V'u_ﬂ, la velocidad media cuadrdtica.

I

1

1
1
i
|
1
|
|
|

p 0 VOE Lo

Para esto, se empicza por hallar el valor de la velocidad més probable de
las moléculas de hidrégeno a T = 306° K

vp= l/ %: V 1'—'E’ﬂ';—'}wiﬂ}t:mfs=l,ﬁ-‘.ll]5 em/fs.

De donde la velocidad relativa, correspondiente a la velocidad de las molé-
culas de hidrégeno » = 1900 m/s a la temperatura dada, sera:

v 1,9-105 i.9
™ BA0F 7 o
El valor de Au s¢ determina por la corrolacién au=€-5’-'; ¥ como Av =
P

= 1905 — 1900 m/s = 5.10% cm/s, tendremos que
5.102

ﬁunwmﬂ.mm,
El valor de n_‘:u , correspondiente a u = 1,2, lo hallamos por la fig. 120,
de donde tenomos:
n—%;-:o,?s.

De donde el nimero relativo de moléculas, cuya velocidad estd compren-
dida en cl intervalo de velocidades de v = 1900 m/s a » = 1305 m/s, serd igual

i*ni =0,78.0,0031 = 2,5.10-3,

es decir, ¢l 0,25 % del ndmero total de moléculas tiene una velocidad compren-
dida en ol intervalo indicado. ”

En muchos problemas coneretos tiene gran impeortancia conocer el nimero
de moléculas cuya velocidad cs mayor que un valor dado do «. El niimero de
estas moléculas se representa en el diagrama, quo da la ley de distribucién de
Maxwell, eomo ¢l drea rayada de la fig. 123, Esta érea, como funcién do la
velocidad u, puede calcularse integrando la férmula de Maxwell; el resultado
de esto caleulo puedo darse en forma de tabla o de diagrama. Llamando 2, al
niumero de moléculas cuya velocidad es mayor que la dada u, la curva de la
fig. 124 nos da los valores de ny/n en funcion de u. El valor 1,0 de la ordenada
de osta curva para u = 0 significa, quo todas las moléculas tienen velocidades
comprendidas entre 0 e co; la ordenada 0,57 para u = 1,0 representa gue ol
57% de todas las moléculas tiene velocidades que sobrepasan a la més probable,
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etc. Para 1as grandes u (practicamente para u > 3) la magnitud n,/n se repre-
senta aproximadamente por la siguiente formula:

2= 1,280 ®

Examinemos otros ejemplos concretos.
E J emplo 1. ;Qué parto de las moléculas del gas tienw velocidad com-
prondida entre 4/2v, y 20,7

Fig. 423. ¥l érea de la figura rayada da el
niwero relativo de moléculas cuyas veloci-
dades son mayores que el valor » dade.

Soluecién Como quicra que en este caso cl intorvalo de velocidades
Au es grande, no se puede emplear directamente la férmula de Maxwell (2).
Por esto, nos valemos del diagrama de la fig. 124. Para la velocidad de las

10
i
PN
ae
N |
P EEEENTH
Fig. 124. Las ordenadas de esta curva dan i
<] nimero relativo de moléculas cuyas ve- 021 )]
locidades son mayores que el valor dado u, izl EE

0 HE
0 g4 08 12 46 20u

moléculas igual a 4/2 de la més probable, la velocidad relativa es u = 4/2;
segin el diagrama de la fig. 124, a este valor de uwncsponﬂa-’%‘ = 0,92, lo que

significa que el 92% de todas las moléculas se muove con velocidades que so-
brepasan a 1/2vy. También tenemos, que la velocidad 2vp corresponde a u = 2

¥ que a este valor do u lo pertenece, segin el diagrama, el de %-:U.OS, que

quiere decir, que el 5% de todas las moléculas tienon velocidades mayores gue
¢l doble de 1a més probable. De estos datos se deduce que el nimero de moléeu-
las cuyas velocidades se encuentran entre 1/2v;, y 2vp, constituye el 9204 — 5% =
= 87% do la totalidad de las moléculas del gas.

E 110 mplo 2. ¢Qué E“rw de las moléculas tiene una enorgia cinéiica
de traslacién mayor que el doble de la media? i
Solucion. La energia cinftica media es la que tione uma molécula
que se mueve a la velocidad cuadritica media. Por lo tanto, la velocidad de
las moléculas cuya encrgia cindtica es igual al doble de la energia cinética
media debe satisfacer la condicién

v=V2.V 5.
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La velocidad relativa u, correspondiente a este valor de v, es igual a

pero

de donde obtencmos

U= VE 1/_%= vi-:l 1 ,73.

Seglin el diagrama de la fig, 124, al valor de u = 1,73 corresponde el de "—ni-z

= 0,11, de donde sc deduce, Tm ol nimero de moléculas, cuya energia ciné-
tica es mayor que el doble de la media, constituyo un 14% de la totalidad de
as moléculas,

La férmula de Maxwoll (2) nos da ¢l niimero de moléculas cuyas velocidades
s¢ eneuentran cn el intervalo dado Av, independientemente de las direcciones que
dichas velocidades tengan. Pero puede plantearse un problema més concreto:
seudl es ol nimero de moléculas, cuya velocidad se encuentra comprendida
en un intervalo dado y que tienen una direccién determinada? Para resolver
«¢sle problemy introducimos en nuestro analisis el vector velocidad do las molé-
<ulas v y designamos sus componentes por vy, v, ¥ vy.

El nitmero de moléculas, cuya velocidad tiene sus componentes v, vy ¥ v,
<omprendidas respeciivamento en los intervalos v, vy - Avyg vy, Yy~ Avy, ¥
oy, Uy, -+ Apy, s igual a

3 I e e
An= ( 2:;‘?, )E-Ps-e' = ("‘::"”y‘t""z) Aveduydo,, {6}
¢ : Eg
An= (-ﬁ?ﬁ)z-n-e_ WA»,,M,M,, {Ga)
donde
E, =T-(i%io;wg la energia cindtica de una molécula,

Ia suposicién hecha para las componentes de las velocidades v,, vy ¥ Uy,
limita, tanto el intervalo en que sc encuentra el valor numérico do la velocidad
v, como su direccién. Efectivamonte, introduzcamos un sistema de coordenadas
¥ tomomos sohre sus ejes los valores de vy, vy, ¥ v, (fig. 125); el vector velocidad
v estara representado en este sistema por una flecha, cuyo punto de aplicacion
se encontrard en el origen de coordenadss. La condicién de que
las componentes de las velocidades de las moléculas vy, v, ¥ ¥, Se encuen-
tren en cl intervalo vy, v+ Avy vy, vy -+ Avy ¥ vy, U1 A, significa que
30 trata de todas aquellas moléculas cuyas voldcidades ¥ se re resentan en la
fig. 125 como vectores que ticmen sus extremos dentro de un cubo dado Aw =
= Avy-Avy-Av;.

Si el vector velocidad de las moléculas se limita tinicamente por la condi-
<i6n do que su valor numérico se encuentre deniro de un intervalo de velocidades
dado », »-+ Av, estas velocidades se representardn como vectores (fig. 126)

ue tendrin todas las direceiones posibles, pero cuyas longitudes terminarin
entro de una capa csférica de radio v y do espesor Av *). El nimero de molé~

*) Para mayor claridad, en la fig. 126 se representa (inicamento la seccitn
do esta capa eslérica por el plano YZ.
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culas cuyas velocidades satisfacen esta condicién se expresa por la férmula (6),
donde el producto Aw,Av,Av, deberd ser sustituido por el volumen de la capa

esférica citada

de donde segin (6)

Aw = 4n® - Av,

e

my?

An = [m"«;‘—r*) -n-c“ IRT | 4rytAv, (T

Se ve ficilmente, gue la férmula (7) se convierte en la férmula de Maxwell
(2) si en ella se introduce la velocidad relativa u = ;"- Ambas férmulag, (6)
B

Uz
Aw

o, Uy

Ty .

Fig, 125. Las velocidades cuyas componen-
tes vy, v, ¥ v, estdn limitadas por los inter-
valos dados Av,, Ay, ? Ap,, Se represen-
tan por vectores que tienen sus exlremos
dentro de un cubo Aw = Av AvyAv,.

v (7), nos dan )a distribucién de las moléculas segin sus velocidades. Solamente
se diferencian entre si por el procedimiento que se emplea para elegir los grupos

de moléculas cuyo nimero rela tivo nos ocupa.

Fig. 126. Las velocidades cuyos valores

numéricos estin limitados por um inter-

valo dado se representan por vectores cuyos

extremos se encuentran dentro de una capa
esférica.

La f6rmula (7) puede tomar otro aspecio, si en lugar de las velocidades

se pone en ella la energia cinética E.. Diferenciando la igualdad E,ﬁi—;—.obm-

nemos

dE, = mwv dv.

Sustituyendo las diferenciales dE. y dv por pequeiios intervalos de encrgia

v velocidad, AE, y Av, hallamos

Av =L AE..
muy
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Poniendo este valor de Av en (7) y teniendo también en cuenta que v =
TE, i

= ot obtenemos

_ Ec

Amees i TR ®)
V; (.k’f]sfz

La [6rmula (8) nos da el numero de particulas An que tienen la energia
winética correspondiente al intervalo de energin dado.

Boltzmann generalizé la ley de distribueién do Maxwell () para el caso
<n que las moléculas s¢ muevan en el campo de la gravedad (en el caso mas
general, en un campo de fuerzas cualquie- a
ra). En estas condiciones, la energia cinéti- 37
c¢a K, de la férmula (6) deberd ser sustitui-
da por la energia total de las moléculas
£ = E_ Ej, dondo E} es la energia polen-

Fig. 127. Diagrama que concuerda con la \G
ley de Boltzmann,

<ial. Ademds, como quiera que la onergia potencial, en términos generales, de-
pende de las coordenadas, hay que referirse a un nimero de moléculas para las
que estén limitadas a intervalos doterminados no sélo las velocidades, sino
I.amll;ién sus coordenadas. En defivitiva, ¢n lugar de la ley de distribuci6n (6)
se obtiene

A

E

3
= E
2 -_—
An= (—_2;""” ) nee T Au A Av,Azd Az, (8a)

La férmula (8a) expresa lz ley de distribucin de Boltsmann. En la fig. 127 se
representa graficamente la relacién entre f:w ¥ E,donde Aw = Av,Av,Av,AxX
X Ayds,

§ 51. Distribucién de las particulas por alturas. La férmula de distribu-
<ion de Boltzmann permite obtener 1a ley de la disminucion del namero de par-
ticulas al aumentar la altura, en ol campo do la pravedad. Figurémonos una
columna vertical de gas y supongamos que todas sus partes se encientran a igual
temperatura 7. En estas condiciones, la velocidad de las moléculas y su distri-
bucién por velocidades, serd igual en todas partes (abajo y arriba) y estard
sometida a la ley de Maxwell, gub nosotros utilizaremos bajo el aspecto quo
presenta en la férmula (8) del § 50,

La distribucién de las particulas por energias la da Ia f6rmula de Boltzmann
{8a) del mismo pdrrafo:

3
-t E
m 2 bt -
An = (—i" ) e T AvgAvyAv,ArAyAz, 1)

La cnorgia total £ = E .+ E,, donde E, cs la energia cinética y Ep, la
energia potencial; en este caso, la energia potencial es la energia de las molécu-
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las en el campo de la gravedad, es decir, £, = mgh, donde k ¢s la altura a que
s cneuentran las molécnlas. Por consiguiente, (1) toma la forma:

" .32 _ Ectmeh
An= (w) +R-€ kT szdvyﬁu,dxﬁygsz,

o, pasando al nimero de partfculas correspondientes a la unidad de volumen,

% mgh Eq
= _mgh _ Ee
Ay ('W) cnee Mo BT A Avydo,. (2)

La distribucién de moléeulas por velocidades, a cualquier altura, se expre--
sa por la férmula de Maxwell (6) del § 50:

3

= Eqn
7 -
An= (-E—’-:;—T- ) npe AT AveAuvydvg, (3

donde ny, es el ntimero de zparl.iculas por unidad de volumen a la altura k.
Las formulas {3& H (2) pueden congordarse si se admite que el nimero de
moléculas por unidad de volumen ny, a la altura k, se expresa por la correlacion

Rp=hy- £ [ {4y

donde ng es el nfimero de moléculas por unidad de volumen a la altura & = 0.

Esta férmula de » nos da la ley de distribucién del nimero de moléculas por

unidad de volumen en funcién de la_ altura:

ny el nimero de moléculas por unidad de volu-

{ men ny, disminuye exponencialmente a me-
dida que aumenia la altura (fig. 128).

Fig. 128. Ley de la disminucién del ndmero-
de particulas por unidad de volumen al au-
mentar la altura k&,

h

Con la férmula (4) se E‘mde obtener facilmento la expresién de cdmo dopen-
de de la altura la presidn del gas. .
La presién del gas a una altura dada es proporcional al niimero de dpart:»
culas n por unidad do volumen [{6rmula (4) § 48], de donde la ley de la dismi-
nucion de la presién p al aumentar la altura kb serd la misma que la ley do dis-
minucién del nimero de particulas:
-

- e
Ph=po-€ g
Com: E;— =R£' donde p es el peso molecular dcl gas, ¥ R, la constante de
los gases, podemos escribir la {6rmula anterior de la forma signiente:
o ah
pr=pee "' (5

La férmula (5) se llama barométrica y refleja como la presion del gas dismi-
nuyo exponencialmente al aumentar la altura,” Ademés, la formula (5) muestre
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cbémo esta disminucién de la presi6n del gas, al aumentar Ia altura, depende del
sesu molecular: cuanlo mayor es el peso molecular del gas, tanto més de prisa

isminuye su presién al aumentar la altura. La férmula (5) puede emplearse
para caloular aproximadamente la presi6én atmosférica p, a diforentes alturas,
admitiendo quo la temperatura T es igual a todas las alturas, aunque en realidad
esta condicidon no se cumple cuando la difercncia entrv ellas es considerable.

§ 52. Determinacién del nimero de Avogadro. En todo gas que
se encuentre en el campo de la gravedad, el niimero de moléculas
por unidad de volumen disminuye al aumentar la altura. Si este
nimero de moléculas por unidad de volumen, a una altura cero,
es igual a n,, a una altura & sera

= mah
np=mnee T (1)

donde m es la masa de una molécula; g, la aceleracion de la grave-
dad; k, la constante de Boltzmann y 7, la temperatura por la escala
de Kelvin [el fundamento de la férmula (1) puede verse en el § 51].

La férmula (1) para determinar la distribucién del ndmero de
moléculas con relacion a la altura, fue aplicada por Perrin a las
particulas brownianas y utilizada para la determinacién del nimero
de Avogadro N. Las particulas brownianas (véase el § 43) se encuen-
tran bajo la accién de los golpes que reciben de las moléculas que
se mueven desordenadamente, Particndo de las ideas generales so-
bre el cardcter de estos golpes desordenados, se puede demostrar,
que la energia cinética media w de une particula browniana es igual
a la energia cinética media de las moléculas a la temperatura
dada T, es decir,

w=ghl =5 (5) T @

Por lo tanto, el conjunto de las particulas brownianas reproduce
exactamente el modelo de la estructura cinético-molecular del gas;
aunque en este modelo las «moléculass son tan grandes que pode-
mos verlas al microscopio y las velocidades de sus movimientos
son pequeiias, porque su masa 7 es muy grande en comparacién con
la de una molécula aislada. El conjunto de las particulas brownija-
nas cumple todas las leyes de los gases, incluida la (1), que determina
la disminucién del nimero de particulas al aumentar la altura.

De la férmula (2) se deduce que el niimero de Avogadro N es igual a

3 n
N“"EE,"‘TI (3)
donde vemos que, conociendo la energia cinética media w de una

particula browniana, g una temperatura dada 7, se puede determi-
nar directamente el nimero de Avogadro V. Sin embargo, los inten-
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tos realizados para establecer directamente la energia cinética media
de las particulas de Brown w =£‘2—u~a. por la masa m de una parti-

cula y el valtor medio del cuadrado de su velocidad 72, no han dade
los resnltados apetecidos. Esto se explica porque, debido a lo cad-
tico que es el movimiento de las particulas antedichas, no es posi-
ble determinar el valor medio del cuadrado de su velocidad v? obser-
vandolas al microscopio. Por esto Perrin dio un pequefio rodeo
y empezd por hallar la energia cinética media w partiendo de la
ley de distribucién de las particulas por alturas.

Si en un liquido cualquiera hay particulas brownianas en sus-
peusién, no todas ellas descienden hasta el fondo con el tiempo,
sino que, debido al movimiento que realizan, se reparten de manera
gue su densidad disminuye al aumentar la altura: la cantidad de
particulas serd mayor junto al mismo fondo, mientras que a cierta
altura habrd pocas. La ley de la distribucién del nimero de parti-
culas hrownianas 7 segiin sea la altura h viene determinada por la
férmula (1). Esta disminucién del nimero de particulas, al aumen-
tar la altura, es extraordinariamente ripida (porque la masa m
de cada particula es muy grande en comparacion con la masa de una
molécula aislada), pudiendo apreciarse cuando las variaciones de
la altura . son pequefas fracciones de milimetro.

Poniendo en la férmula (1), en lugar de la temperatura T, su
valor por medio de w, segiin la férmula (2), obtenemos

3Ph

my=rgre W, @

donde P es el peso de una particula browniana; en esta formula
(4) vomos que, por la ley de disminucién del nimero de particulas
al aumentar la altura, conociendo su masa m se puede hallar la
energia cinética media w, y conociendo el valor de w podemos cal-
cular por (3) el nimero de Avogadro N.

_ Perrin preparé una emulsién bastante homogénea de resina de
garcinia morella (gutagamba o gomaguta), centrifugindola repe-
tidas veces hasta conseguir la formaci6n de particulas esféricas
de iguales dimensiones, del orden de una micra. Estas particulas,
suspendidas en el agua, reflejaban un intenso movimiento brow-
niano al ser observadas al microscopio. El nidmero de particulas
contenidas en el liguido disminufa a medida que aumentaba la
altura. Esta disminucién era muy ripida.

Para observar esta disminucién se utilizé el procedimiento si-
guiente: en el portachjetos (fig. 129) se practicé un hueco cilindrico;
este hueco se llend de emulsién v se tapd con el cubreobjetos. La
emulsién asi preparada se observd al mieroscopio con poca profundi-
dad de campo visual. Enfocando el microscopio a una determinada
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capa de emulsién, se podian observar claramente las particulas que
se encontraban en esa capa, pero las imagenes de las particulas situa-
das mas arriba 0 més abajo resultaban desenfocadas. Desplazando
el objetivo del microscopio se podian ir enfocando sucesivamente las
distintas capas de la emulsién y, de esta forma, comprobar la varia-
cién del nlimero de particulas al aumentar la altura.

g g Objetivo del
ﬂl]llﬂ Imicroscopio

Cubreobjetos

Fig. 129. Procedimiento para observar las particulas Portachi
brownianas al microscopio. @E;& e hjotos
S1917

En la figura 130 se representan varios microfotogramas instan-
tineos de las particulas brownianas tomados de diferentes capas del
liquido: en la capa inferior hay muchas particulas, mientras que
en la superior hay pocas. El computo directo ‘del
nimero de particulas nj que se ven al microscopio
en las capas situadas a difcrentes alturas h, permi-
te establecer la ley de su disminucién al aumentar
Ja altura. Como quiera que el némero de particu-
las nj que se observanen el campo visual del mi-
croscopio es proporeional al nitmero do particulas ny
por unidad de volumen a esta misma altura, te-
nemos, que el nimero n; deberd satisfacer la for-
mula (4).

Supongamos que el nimero de particulas de una
capa situada a la altura ki, sea n,} por la férmula (4)

Fig. 430. Distribucién de las particulas brownianas por ca-
pas a diferentes alturas. Cuanto més alta estd la capa, me-
nor es el nimero de particulas que hay en clla.

andlogamente, para el nimero de particulas ni,, que se encuenfran
en la capa cuya altura es h,, obtenemos

ap
-3 in nj, == (mhp)
Nhy=s RO € w . de donde =e u .

hy
15=0705
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Logaritmando esta ecuacién y resolviéndola con relacién a w, obte-
nemos
= 3 Plha—h)
In —-
n

Aqui, los valores de ni, y de nrp, se hallan contando directamente
el ndmero de particulas que se ven al microscopio, y fi,—hy es la
magnitud en gque hay que desplazar el objetivo del microscopio para
pasar de la observacién del nimero de particulas de la capa situada
a la altura k, a la observacién de las que se encueniran en la capa
situada a la altura h,. Este desplazamiento se mide con el tornillo
mierométrico. Para poder determinar w nos queda por hallar el peso
de una particula browniana m. Este peso fue medido por Perrin va-
liéndose de la férmula de Stokes (§ 42). Esta férmula da la posibilidad
de determinar el radio r de una particula cuando se conoce su veloci-
dad de cafda y la viscosidad del liquido en que se encuentra. El peso
P de una particula esférica se expresa directamente por medio de
su radio r y de la densidad p de la substancia de que estd formada

4 ¥
Pﬂ‘jﬂra(l:"_p)v

donde p’ es la densidad del agua

La velocidad de caida de las particulas aisladas que observé
Perrin era imposible de determinar, puesto que estas particulas reali-
zaban movimientos brownianos. No obstante, se puede proceder del
modo siguiente: se echa la emulsién en una vasija alta y estrecha y se
remueve para que sus particulas se distribuyan regularmente por
toda la altura; hecho esto, se deja en roposo. Las particulas comenza-
T4n a posarse y la parte superior del liguido empezard a clarear. Al
ocurrir esto se forma una divisoria gue limita el enturbiamiento, la
cual, aungue algo impreecisa debido al movimiento browniano, se
distingue bien a simple vista, La velocidad con que desciende este
limite del enturbiamiento nos da la velocidad de caida de las parti-
culas aisladas. De esta forma se pueden hallar todos los datos necesa-
rios para determinar la energia cinética media de una particula w.
Conociendo w, determinamos, como dijimos anteriormente, por la
formula (3) el namero de Avogadro N.

Otro procedimiento empleado por Perrin para determinar el
namero de Avogadro N, se basa también en la observacién del des-
plazamiento de las particulas brownianas y consiste en lo siguiente:
supongamos que el movimiento de las particulas brownianas se
proyecta sobre un eje OX trazado arbitrariamente. Supongamos
también que durante el tiempo {, que dura nuestra observacion, la
proyeccién del desplazamiento en este ej¢ es igual a 2. Si medimos
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cstas # para muchas particulas tendremos que, como demostré Eins-
tein, el valor medio del cuadrado do z satisfari la correlacién
e T (£ i
T 3N
donde R esla constante de los gases; T, la temperatura por la cscala
de Kelvin; 7, el coeficiente de viscosidad del medio en que se en-
cuentran las particulas brownianas y r, el radio de una de estas par-
ticulas. Como todos los datos que intervienen en esta férmula, a ex-
cepcién de N, pueden medirse directamente, podemos servirnos
do ella para ealcular el nfimero de Avogadro V.

Las mediciones llevadas a cabo por Perrin demostraron, que
¢l ndmero de Avogadro es una magnitud del orden de (.10 parti-
culas por mol. Log métodos empleados por Perrinno podfan dar resul-
tados mis exactos. Mas adelante (véase el t. IT) daremos a conocer
otros procedimientos que permiten determinar con mayor exactitud
dicho numero. Como dijimos anteriormente, en la actualidad se
acepta el valor del ndmero de Avogadro N = 6,023.10®® mol-1.

§ 53. Recorrido libre de las moléculas. Como las moléeulas del
gas se encuentran en estado de movimiento caético constante, cho-
can entre si, pero entre cada dos choques sucesivos recorren un cier-
to espacio libre A. La longitud de los recorridos entre dos chogques
suele ser distinta pero, como el nimero de moléculas es muy gran-
de y sus movimientos desordenados, podemos referirnos al reco-
rrido libre medio. Calculemos este recorrido libro medio % de las
moléculas.

Estudiemos para ello el comportamiento de una molécula deter-
minada, admitiendo que tiene forma esférica, que su radio ¢s r y que
se mueve con una velocidad ». Después de cada choque, la veloci-
dad v de la molécula cambia de direccién, pero, para simplificar,
supongamos que dicha molécula sigue moviéndose en la misma
direecion que antes y que todas las demés moléculas estan guietas.
En estas condiciones, la molécula en cuestion chocard con todas
aquellas otras cuyos centros se encuentren a una distancia de 2r
o menor (fig. 131) de la linea recta que marca la direceién de sn
movimiento.

Por consiguiente, en la unidad de tiempo esta moléceula chocara
con todas las z moléculas cuyos centros se encuentran deniro de un
cilindro de radio R = 2r y cuya longitud I cs numéricamente igual
a la velocidad » (fig. 132); el nimero de moléculas z que se encuentra
deniro de este cilindro serd igual a

£

= nh'vn,,

donde n, es el nimero de moléculas que hay en la unidad de volumen.
Poniendo en esta férmula 2 = 2r y suponiendo que v es igual a la

velocidad media del movimiento de las moléculas v, obtenemos

15+
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la expresién del nimero medio de chogues de las moléculas en la uni-
dad de tiempo

Z=1r*Ung. (1)

Pero como las demfs moléculas también se muevenen reali-
dad, el niimero Moqu% z es algo mayor gue el que se obtiene
con la f6rmula (1).

Fig. 131, La molécula chocard con todas ague-

§2‘:~
@q_ E Ilas otras cuyos centros se encuentren a una dis-

==== tancia no mayor de 2r de la linea recta porla
cual se mueve.

Los céalculos numéricos correspondientes demuestran que, efec-
tivamente, z es /2 veces mayor, es decir:

2=4V 2 nr¥on,. (2)

Las dimensiones de las moléculas son magnitudes del orden de
r =< 10-% c¢m; el niimero de moléculas contenido en la unidad de

£ \fee
Fig. 132. La molécula chocard con todas aque-  § =9 ——"777~ el
1las otras cuyos centros se encuentren dentro de A\
un cilindro de radio 2r. :

volumen en condiciones normales es ng == 3-10" y la velocidad

de estas moléculas v == 5.10¢ em/s, de donde deducimos que el
nimero de choques que experimentan las moléculas del gas en la
unidad de tiempo serd una magnitud del orden de

e 4.1/3.3,44 (1079)2.5.108-3.101 571 2 3.409 571,
Es decir, en condiciones normales las moléculas experimentan

varios millares de millones de chogues por segundo.

El recorrido libre medio de las moléculas A se obtiene dividien-
do el camino medio recorrido en la unidad de tiempo por el nimero

de cthuesE que se producen en este mismo tiempo. Como el cami-
no recorrido en la unidad de tiempo es numéricamente igual a la

velocidad v, el recorrido libre medio de laz moléeulas sera:

1:

wijmy

‘ 3
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Poniendo el valor de z que da la férmula (2), obtenemos

= 1
v )

0 si en lugar del radio de la molécula ponemos su didmetro o = 2r,
tendremos
.
'I/E N0y :
Por las férmulas (4) y (4a) se ve, que el recorride libre medio de
las moléculas 2 es inversamente proporcional al nimero de moléculas

en la unidad de volumen n,. Y como a temperatura constante no
es directamente proporcional a la presién del gas, obtenemos

A= (4a)

M_na
Y2 Pu M ®)

donde X, y A; son los recorridos libres medios correspondientes a las
presiones p; y pp del gas. Segiin la férmula (5) el recorrido libre medio
de las moléculas ) es inversamente proporcional ¢ la presién p del gas
a lemperaiura constante.

El valor absoluto del recorrido libre medio de las moléculas
depende de su didmetro ¢. M4s adelante veremos que existen proce-

dimientos para determinar el valor numérico de A para los diver-

sos gases; con estos valores numéricos de A, aplicando la férmula
(4a), se determina el didmetro ¢ de las moléculas. Pero hay que
tener en cuenta que los didmetros hallados de esta forma no repre-
sentan exactamente las dimensiones reales de las moléculas. En
primer lugar, porque las moléculas no son esferas regulares, y en
segundo, porque en realidad los chogues entre dichas moléculas
no son semejantes a los que se producen entre esferas perfectamente
elisticas. Las moléculas son de por si sistemas complejos, consti-
tuidos por nicleos atémicos y electrones. Las fuerzas que actiian
entre ellas, y que se dejan sentir a pequeiias distancias, tienen earac-
teres complicados (en parte eléctricos). EI proceso del choque so
reduce a que, a pequeiias distancias, las moléculas se ropelen entre
si, y esta fuerza de repulsién aumenta a medida que disminuye la
distancia entre ellas (para més detalles véase el § 61). El resultado
de la accién de estas fuerzas es que las moléculas cambian la direc-
cién de sus velocidades.

Es decir, el didmetro de las moléculas ¢, calculado partiendo
de la suposicién de que las moléculas son esferas perfectamente
elasticas, da solamente una idea aproximada de las dimensiones
que éstas tienen; la magnitud o es lo que suele lamarse el didmetro
eficaz de la molécula. La magnitud m? se denomina seccidn eficaz
de la molécula.
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El cardcter aproximado do los cdlculos que conducen a la férmala (4) se
deja sentir ¢n que, en realidad, el recorrido libre medio de las moléeulas depende
en cierto grado de la temperatura, mieniras que por dicha f6rmula no debe existir
esta dopendencia si el calentamiento se realiza a volumen constante. Al glevarse

Tabla VI

Recorrido libre medio y didmetro elicaz
de las moléculas y dfomos

Gas (vapor) %108 cm 108 am
Hidrégeno, Hy . . . . 1,123 2,3
Nitrégeno, Nz . . . . . 0,599 3.1
Oxigeno Qs . . . . . . (0,647 2,9
Helio, He. . . . . . . 1,798 1,9
Argon, Ar . . . ... 0,666 4.8

la temperatura, el recorrido libre medio de las moléculus aumenta un poco.
Llamando h,, al recorrido libre medio caleulado por la férmula (4), el recorrido
medio libre efectivo & a la temperatura T sord

- - T
M=o g

donde ¢ ¢s una magnitud constante para cada gas, que lleva el nombre de cons-
tante de Sutheriand; sa valor se delermina experimentalmente. .
Para ol nitrégeno, por ejemplo, € = 102,7°, de donde el rceorrido lihre

mo{;io_?u quo ]tla la f6rmula de Sutherlund a 7 = 300° K es un 12% mayor que
n I'=200"K. s

En la tabla VI se dan los recorridos libres medios A, en condicio-
nes normales (p = 1 atm y ¢t = 0° C), para algunos gases y vapo-
res, v los didmetros eficaces o calculados a hase de estos valores de .

Para el aire, segan calculos aproximados, ol recorrido libre medio
A puede considerarse, en condiciones normales, igual a & =7.10-%em.

Sabiendo esto, por la férmula (5) obtenemos, a distintas pre-
siones, los valores que recoge la tabla VII.

Tabla VII
Recorrido libre medio de las moléculas del aire a difercnies presiones

Presiom en mm Jlg . . . . 760 i 0,01 10-2 10~4

Recorrido libre modio 7
QI CIEL wrva v o e = woE s 7.40-¢ 5-10-3 5-10"1 5.401 5.108
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En la tabla VII puede verse como el recorrido libre medio A de
las moléculas del gas, que en condiciones normales representa apro-
ximadamente la cienmilésima parte de un centimetro, cuando el
gas estad enrarecido a una presion de 0,01 mm Hg alcanza la magni-
tud de 5 mm y cuando el enrarecimiento es muy grande (con una
presion del orden de 10-% mm Hg), el recorrido libre medio de las
moléeulas llega a tener Ia enorme magnitud de varias decenas de
metros.

Estos calenlos permiten formarnos una idea de lo que representa
de por si un gas en estado de gran enrarecimiento, es decir, cuando
en las vasijas en gue se encuentra se hace el vacio con buenas bom-
bas modernas. Técnicamente no es dificil extraer el aire de una vasija
hasta una presion p o< 10! mm Hg; en estas condiciones, el nlime-
ro de moléculas por 4 e¢m® serd todavia igual, aproximadamente,
a 4-10%, El recorrido libre medio de estas moléculas, segiin los
datos de la tabla VII, es igual a A = 50 cm. Si las dimensiones de
la vasija son del orden de 10 em, tendremos que cada molécula
recorreri varias veces la vasija de parte a parte, rebotando en sus
paredes, antes de gque casualmente se encuentre en su camino con
otra molécula.

De esta forma, a pesar de que la cantidad de moléculas por 1 em?
sigue expresindose ain por un numero de doce cifras, la vasija
puede considerarse suficientemento «vacia», puesto gque las molé-
culas se desplazan en ella libremente de pared a pared.

§ 54. Experimentos con haces moleculares. La posibilidad de
obtener enrarecimientos del gas en (que el recorrido libre de las molé-
culas alcanza decenas de centimetros e incluso varios metros, per-
mite hacer experimentos que, de forma sulicientemente directa,
confirman la veracidad de las conclusiones fundamentales de la
teoria cinético-molecular de los gases.

Figurémonos un recipiente dividido por una serie de tabigues
(fig. 133). Estos tabigues tienen unos orificios pequeiios y redondos,
ay, @y, alineados entre gi. En el recipicnte se ha hecho el vacio hasta
tal grado, que el recorrido libre medio de las moléculas es mayor
que las dimensiones de aquél. En la parte A del recipiente se halla
un metal K de bajo punto de fusién, (por ejemplo, sodio). Si se ca-
lienta esta parte del recipiente, el metal K desprende vapores, los
cuales llenan el espacio 4 con una presion suficienlemente baja.
Las moléculas de vapor cuya velocidad estd dirigida en el sentido
de la linea recta que une los orificios @y y a,, pasan por estos ori-
ficlos y van a parar a la parte B del recipiente. Como la presién de
1os restos de gas que quedaron en el recipiente es muy baja, el movi-
miento de las moléculas en la parte B es rectilineo y uniforme. LKl
conjunto de las moléculas del vapor metilico que atraviesa los ori-
ficios a; ¥ ¢, forma en la parte B un haz molecular que avanza en
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linea recta. Por esto, el experimento que describimos se denomina
experimento con haz molecular (0 atémico). Al llegar a la pared r, los
4tomos del metal se adhieren aellasiempre que esté suficientemente
frin. De esta forma, en la pared r se deposita una capa de metal
apreciable, la cual revela que el haz molecular llegé hasta dicha pared.
La forma de la capa depositada en la paved 7 reproduce la configu-

A B
/' |ﬂy| s L \P

\AY | | _/ Fig. 133, Formacién del haz molecular.

racién de los orificios a, y a,; si estos orificios son redondos, la man-
cha de metal depositado serd también redonda. Pero si en el camino
que recorre el haz se intercala un obstdculo eualquiera, por ejem-
plo, un alambre tensado I, en la mancha de metal depositado se
produce la «sombra» de dicho alambre. Todos estos ex-
perimentos sirven para convencernos directamente de que
f \ las moléculas del haz se mueven en linea recta.

Con el haz molecular se puede efectuar otro experi-
,_G-‘ mento parecido, que permite valorar el recorrido libre de
las moléculas. Cuando la presion de los residuos de gas
Cﬂ es baja, el haz molecular que sale por el orificio a (fig-
134) llega a la pared contraria C; en las laminas laterales
¢ Cy, Cay €y, .. ., a pesar de estar mds cerca, no se deposi-

a

LS

_I
| Fig. 134. Determinacién del recorride libre de las moléculas
por medio de un bhaz molecular.

ta el metal. Perosi afiadimos gas al recipiente, para de esta forma
disminuir el recorrido libre, las moléculas lanzadas en haz comien-
zan a experimentar choques y no llegan hasta la pared C, porque
sus colisiones con las moléculas del gas hacen que se desvien hacia
un lado y que se depositen en la limina lateral C correspondiente
y en las otras més distantes. Cuanto mayor sea la presién del gas que
se aiiade, tanto menor serd el recorrido libre y tanto mds proximas
estardn las laminas laterales a que llegan moléculas del haz. Liste
experimento permite valorar el recorrido libre medio a presiones
diferentes. &l orden de los valores que asi se obtienen coincide con
el de los calculados basdndose en la teoria cinético-molecular de
los gases.

Si ¢l ndmero de moléculas por unidad do tiempo que lleva cl haz al pasar
por cl orificio a es ignal a ng, a cierta distancia = de dicho orificio este nimero
seré menor, puesto que parte de las moléculas se desvia a consecuencia de los
chogues.
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El calculo tedrico demuestra, gue a la distancia z, del origen del haz, 1le-
gan en la unidad de tiempo n, moléculas, lo que se determinafpor la f6rmula

x

ny=nge *,

donde % es el recorrido libre medio. Es decir, el niimero de m_oléculas del haz dis-
minuye segin una ley oxponencial. Si suponemos que z = 2%, tendremos:

25

e g N s
R,z ="nge =nge~2=0,135n,,

es decir, solamente un 13,5% deltotal de las moléculas del haz recorren una dis-
tancia dos veces mayor que el recorride libre medio.

Finalmente, mencionaremos los experimentos que se hacen con
los haces moleculares para valorar la velocidad de las moléculas
de los gases. El primero que realizé estos experimentos fue Stern.

Fig. 135. Esquema del experimento de Storn pa- (%) by
ra hallar las velocidades de las moléeulas.

La jdea del experimento de Stern se reduce a lo siguiente: figu-
rémonos un recipiente cilindrico, a lo largo de cuyo eje hay colo-
cado un alambre K (fig. 135). Este alambre K esta rodeado de un
tabique circular en el que existe una ranura a. En todo el recipiente
se practica un alto vacio. El alambre que utilizé Stern en sus expe-
rimentos era de platino recubierto con una capa de plata. Al calen-
tar el alambre con una corriente eléctrica, la plata se vaporizaba
y se producia un haz molecular que salia por la rendija a y llegaba
al punto b de la pared del recipiente. Si en estas condiciones se hacia
girar dicho recipiente alrededor de su eje, que pasaba por el alambre .
K, el haz comenzaba a retrasarse con relacion a la pared de aquél
y dejaba su huella en el punto desviado b,. La desviacién s entre
los puntos b y b es facil de relacionar con la velocidad media v de
las moléculas del haz. Si R es el radio del recipiente y 7 es el tiempo
medio, durante el cual las moléculas se trasladan desde el alambre
K hasta la pared, tendremos que

- R

[=—.
v
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Durante este tiempo ¢, cada punto de la pared recorre un espa-
cio g, igual a

s = ki,
donde @ es la velocidad angular de la rotacién del recipiente. De
esta 0ltima igualdad tenemos

t=—

wR *
Igualando entre si estas dos expresiones de f, obtenemos

wmA?
=

U=

Como las moléculas se mueven con velocidades distintas, la huella
que se produce en el punto b, es algo imprecisa. Pero midiendo la
desviacién s hasta el ¢entro de dicha huella y conociendo el radio
R del recipiente y la velocidad angular de su rotacién o, podemos

| o /\)
\_/

Fig. 136. Esquema de experimento para
determinar las velocidades de las mo-
léculas.

determinar la velocidad media de las moléculas ». Las mediciones
realizadas para la plata resultaron en perfecto acuerdo con el valor
de Ja velocidad caleulado por las férmulas de Ja teoria cinética de
los gases.

Ll experimento de Stern fue repetido més tarde por procedi-
mientos diferentes, uno de los cuales se muestra en la fig. 136.

En el horno A se vaporiza bismuto en el vacio, con lo que, a tra-
vés de las rondijas a, ¥ @, se desprende un haz atémico. Delante
dc este haz gira un cilindro B con una rendija a;. Cuando estaren-
dija a4 s¢ encuentra enfrente de las rendijas a, y a,, los dtomos pene-
tran en el cilindro. Mientras log 4tomos atraviesan el cilindro, éste
tiene tiempo de girar un determinado &ngulo, por lo que los
Atomos no van a parar al punto b, situado frente a la rendija a,,
sino a un punto algo desviado con respecto al b. Los dtomos més
veloces se desvian menos y los mis lentos mas. Se obtiense upa franja
de metal depositado cuya densidad es diferente en distintos si-
tios. Midiendo la densidad del metal depositado puede hallarse la
ley de la distribucién de los dtomos por velocidades.

La Jey de la distribucién de las meléeulas por velocidades en ¢l haz molecu-
lar, se diferencia algo de la loy de ln distribucion de las molécutas por velocida-
des en el volumen del gas. En este nltimo caso las moléculas se distribuyen
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por velocidades de acuerdo con la loy de Maxwell [formula (2) del § 50]:

An=—— ne""*ulpy, 1)

n

Poro en ¢l haz molecular hay mdis moléeulas réé)idas que en ¢l gas que lo
arigina. Lsto se oxplica, porque las moléeulas ripidas se abron paso con mds
facilidad que las lentas a traves del orificio del dia[m%ma. Los cdleulos demues-
iran, que mientras en el gas el niimero relative de moléculas, cuyas velocidades
se encuentran comprendidas en el intervalo u, u - Au, es igual a An/n, en
el haz, el ndmero relativo de moléculas con velocidades comprendidas en cste
mismo intervalo serd:
An' An V=

= —

. n n 2

-,

donde u es la velocidad relativa de las moléculas. Por esto, la ley de la t!istl'i-
bucién de las moléculas del haz por velocidades no se expresa por la fsrmula (1),
sino por la férmula:

An' =2n'e" " uSAn, (2)

§ 55. Fenémenos de transporte en los gases. Difusion. El movi-
miento desordenado de las moléculas de los gases da Iugar a su cons-
tante remocién, por lo que dos gases heterogéneos puestos en con-
tacto directo se compenelran entre si, es decir, se difunden. El
transporte de las moléculas del gas de unos sitios a otros también
crea un mecanismo, que facilita los fenémenos de rozamiento inter-
no en los gases y de conductividad térmica. Todos los fendémenos
relacionados con el movimiento de las moléeulas se conocen con
la denominacién comin de fendmenos de transporte.

Cuando la teoria cinéfica de los gases estaba en su época de desa-
rrollo se le hacian objeciones del tipo siguiente: si la velocidad con
que se mueven las moléculas es realmente del orden de varios cen-
tenares de motros por segundo, como afirma la teoria cinética de
los gases, la difusién debe realizarse muy de prisa. Por ejemplo,
si en el tincdn de una habitacion se abre un recipiente que contenga
una substancia olorosa, esto olor deberd pércibirse' inmediatamen-
te en toda la habitacién, puesto que las moléculas de ]la substancia
en cuestion solo necesitan unas fracciones de segundo para recorrer
un espacio igual a las dimeonsiones de la habitacién. Pero todos
sahemos gque la difusiéon de los gases, a la presién atmosférica, se
desarrolla lentamente; por eso en nuestro caso, los olores se defunden
despacio. El error de estos razonamientos reside en gue no tienen
en cuenta que las moléculas, debido a la pequeiiez de su recorrido
libre a la presién atmosférica, chocan constantemente con otras molé-
culas y, por consiguiente, se ¢empujans sin salir del sitio. Es decir,
las moléeulas, a pesar de su gran velocidad, es muy poco lo que se
apartan en un segundo del sitio en que estaban, ya que su trayecto-
ria es una linea quebrada sumamente compleja.

Empecemos por estudiar el fenémeno de lg difusion.
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Las observaciones demuestran que, cuando la difusién se rea-
liza a través de una superficie AS, el transporte de la masa de gas
AM serd tanto mayor cuanto mayor sea el drea de dicha superficie
AS, cuanto mayor el intervalo de tiempo At que dure la difusién que
se observa y cuanto més rdpidamente cambie de direccién, perpen-
dicularmente a AS, la densidad parcial p del gas que se difunde.
Tracemos un eje OX perpendicular al drea AS; supongamos que la

densidad parcial del gas, en dos puntos separados entre si por un

intervalo Az, se diferencia en Ap; en este caso la magnitud :—5 carac-

teriza la variacién de la densidad p por unidad de longitud en la

Fig. 137. 'I‘ransgorte de moléculas a tra-
vés dol drea AS de un plano imaginario.

o X

direccién del eje OX; esta magnitud se llama gradiente de d?nsidad.
De lo expuesto se deduce que AM es directamente proporcional al
gradiente de densidad Ap/Axz, al 4rea de la superficie AS y al tiem-
po AL

AM = — D (32) AsAt. (1)

La magnitud D, que depende de la naturaleza del gas y de las
condiciones en que éste se encuentra, se llama coeficiente de difusién.
El signo menos significa que la masa se transporta en el sentido en
que disminuye la densidad.

La férmula (1) caracteriza al fenémeno de la difusién desde el
punto de vista macroscépico.

Examinemos ahora este mismo fenémeno desde el punto de vis-
ta de la teoria cinético-molecular de los gases. Para simplificar,
examinemos dos gases distintos, que se compenetren entre sf, y cu-
vas moléculas sean tan semejantes, que sus masas y secciones efica-
ces puedan considerarse iguales. Estas moléculas tendrén, en con-
diciones iguales, los mismos recorridos libres y las mismas velo-
cidades.

Calculemos el niimero de moléculas de uno de los d:_).a gases que
pasan por la superficie AS (fig. 137), la cual es perpendicular al eje
OX, en cuya direccién tiene lugar el cambio de densidad p del gas.
Separemos mentalmente, a derecha e izquierda de la superiicie
antedicha, dos espacios cibicos 4 y B, situados a una distancia de
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ella igual al recorrido libre medio A. En estas condiciones podemos
considerar que las moléculas que salen de uno de estos cubos llega-
réin a la superficie AS sin chocar con otras.

Supongamos, ademé&s, que las caras laterales de lozs cubos 4 y B
son paralelas a la superficie AS y que su magnitud es igual a la de
ésta; siendo ! la longitud de las aristas de los cubos, es evidente
que {* = AS. Designemos sl niimero de moléculas del gas contenido
<n ¢l cubo A por medio de ny. Como el movimiento de las moléculas
es totalmente desordenado (véase el § 46), podemos considerar
que 1/ parte de las moléculas se muoven a lo largo del eje OX y que,
de ellas, la mitad lo hace en el sentido positivo de dicho ejo y la otra
mitad en el sentido negativo. De esta forma, del niimero total de
moléculas n, que se encuentra en el cubo 4, solamente 1/; de n, se
mueve en direccién a la superficie AS. Como quiera que esta super-
ficie AS se encuentra a una distancia X del cubo, todas estas molécu-
las llegardn a ella, sin chocar con otras, y la atravesaran. El tiem-
po 8¢, durante el cual este /4 de n, pasa a través de la superficie
AS, es igual al intervalo de tiempo que transcurre desde que las
primeras moléculas del cubo A salen en direccién a AS hasta el mo-

mento en que salen las (ltimas; es decir, §¢ = £ , donde v es la veloci-

v
dad media aritmética de las moléculas. De esta forma, el niimero
de moléculas Ar,, que pasan por ld superficie AS de izquierda a de-
recha en la unidad de tiempo, sera:

1
PYOSON o . WOUNE
RAS g =g a7
Llamando n; al nimero de moléculas correspondiente a la uni-
dad de volumen en el sitio en que se encuentra el cubo 4, tendremos

quo na = 108, y la expresién de Ar, se podra escribir de la forma
siguiente:

Ang = — g~ = Rl == n{UAS. (2)

Andlogaments podemos obtener que el nimero de moléculas
An g que atraviesan la superficie AS de derecha a izquierda en la uni-
dad de tiempo, sera:
+-niD-AS, 3)
donde n, es el nimero de moléculas que contiene la unidad de volu-
men en el sitio en que se encuentra el cubo B. De donde la diferencia
entre el nimero de moléculas que pasan a través de la superficie
AS de izquierda a derecha y las que lo hacen de derecha a izquierda,
durante un perfodo de tiempo arbitrario At, sera

An = (n— ) ASAL. (%)

An=
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La maga AM ftransportada a través de la superficie AS durante
el tiempo A¢, de izquierda a dervecha (en direccién positiva del
eje 0X), puede obtenerse multiplicando el numero de moléculas
transportadas An por la masa de una molécula m, de donde

AM e=m-An = 4 bm (ny—n;) ASAL. (5)

La diferencia n; — ng, es igual a la velocidad con que varia
el nimero de moléculas en la unidad de volumen en la direccién OX,
es decir, a la magmtud H 2 multiplicada por la distaneia que hay
entre los cubos A vy B; csta distancia es igual a 24, do donds

" r__ A?lg T
——2A.

ng—ny= %
Poniendo este valor de n; — ns en (5), obtenemos

AM = —--l-t—ﬁ.m- nn 2-ASA¢, poro m-i-'—fﬂ-=a—£:_lf°_);
x
Ia magnitud mn, es igual a la masa del gas que se examma por unidad
~de VOlumen es decir, a la densidad p, de donde
ﬁﬂo ﬂp

MR = Az’

v de aqui
AM = — 0 (52 ) Asaz. (6)

De esta férmula, y de acuerdo con la expresién (1), obtenemos,
que la masa transportada AM es directamente proporcional al gra-
diente de densidad Ap/Az, a la superficie AS y al tiempo Af. Las
formulas (6) y (1) coinciden entre si admitiendo que

D=5 7h. (7

De esta forma, el coeficiente de difusién D resulta relacionado
con la velocidad media del movimiento de las moléeulas v y con el
recorrido libre medio . La velocidad media del movimiento de las

moléculasp es proporeional a ]’/T , mientras que el recorrido libre X,
enando la densidad del gas es constante, no depende do su tempera-
tura. De esto se deduce que, para un gas daﬂo que se calienta a volu-
men conslante, el coeficiente de difusion D ~ } T. Si los gases sor
distintos pero sus moléculas tlenen iguales dimensiones, a igual pre-

sion y temperatura, D ~ T "El recorrido libre de las moléculas

A, como se demostrd en el § 53, es inversamente proporcional a la
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presion del gas, por lo tanto, el coeficiente de difusién es inversa-
. : F i .
mente proporcional a dicha presién p: D ~ o Aqui p representa la

presion conjunta de la mezcla de los dos gases.

En los gases enrarecidos la difusion es més rapida que en los some-
tidos a grandes presiones.

Poniendo en la f6rmula (7), en lugar del recorrido libre medio

%, su expresién segtn la férmula (4a) § 53, obtenemos

v

De esta forma, el coeficiente de difusién resulta relacionado direc-
tamente con el diimetro eficaz de las moléculas o.

Cuando la difusién tiene lugar entre dos gases cuyas moléculas
tienen dimensiones distintas, puede entenderse por ¢ el didmetro
medio de las moléculas de ambos gases: g = % (o4 -+ o3).

§ 56. Rozamiento interno y conductividad térmica de los gases.
En el § 42 introdujimos el concepto de coeficiente de rozamiento
interno (viscosidad) n para los liquides. Esta misma
definicion sirve para los gases.

Cuando las capas de un gas se mueven con veloci-
dades distintas, entre estas capas se producen funerzas:
la capa mas rapida acelera la marcha de la contigua
mis lenta, y viceversa, la capa mas lenta frena la mar-
cha de la mis rdpida. Las fucrzas de rozamicnto inter-
no f que se producen en estas circunstancias son tan-
gentes a las capas del gas.

Fig. 138. Esquema del experimento para delerminar el ro-
zamiento inlerno de los gases.

Q

En condiciones normales, el rozamiento interno en los gases
es mucho menor gue en los ligquidos; no obstante, puede notarse en
una scrie de experimentos. El esguema de uno de ellos se muestra
en la lig. 138. El espacio entre los dos cilindros coaxiales 4 y B esti
lleno del gas que se ensaya. El cilindro 4 va moentado en el eje O
y se hace que gire ripidamente; el cilindro B esta colgado del}hilo
€, cuyo dngulo de torsion puede medirse. El cilindro 4, al girar,
arrastra a la capa de gas més proxima a él; ésta, gracias a la existen-
cia de rozamiento interno, arrastra a su vez a la capa siguiente y asi
sucesivamente. Como consecuencia, el momento de rotacién resulta
aplicado al cilindro B, el cual gira hasta que la clasticidad del hilo
torcido € equilibra el momento de las fuerzas aplicadas a él.
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Llamemos u a la velocidad de la corriente de las capas del gas,
para diferenciarla de la velocidad de las moléculas, que designamos
con la letra v.

Entonces, de forma andloga a como 1o hicimos en el § 42, podemos
escribir, que la fuerza del rozamiento interno f, es

A
f=u(35) AS, )
donde 1 es el coeficiente de rozamiento interno; g; , el gradiente

de la velocidad; y AS, la superficie a que se aplica la fuerza f.
Desde el punto de vista de la teoria cinética de los gases, cuando

un gas fluye, a la velocidad del movimiento desordenado de sus molé-

culas v se.une la velocidad de traslacién u, que es ignal para todas

z 2-——?-;-412 :
y Y, > Fig. 139. Transporie de una cantidad de
; — I s,
0

movimiento,
— X

las moléculas de una capa dada (que corre a una velocidad determi-
nada) y diferente para las distintas capas. Debido al movimiento
cabtico, las moléculas que pasan de una capa répida a otra més lenta
llevan consigo més componente de la cantidad de movimiento mu
v, por consiguiente, hacen que esta tltima se acelere. Y viceversa,
las moléculas que pasan de una capa més lenta a otra més ripida
tienen una componente de la cantidad de movimiento mu demasiado
pequefia y, como resultado, frenan la capa mas ripida.

Destaguemos en el gas una superficie imaginaria AS (fig. 139),
paralela a las capas de aquél que corren con diferentes velocidades
1. Supongamos que la capa I se encuentra debajo de la superficie
AS, a una distancia igual al recorrido libre medio de las moléculas
%. En estas condiciones, las moléculas que parten de la capa I en
direccién a la superficie AS, llegaran a ella sin chocar con otras.
Segin el § 55, ¢l ntimero de estas moléculas Ang salidas de la capa I,
que atraviesan la superficie AS en un tiempo Af, seri:

Any =5 ngASAL

donde 7, es el niimero de moléculas contenidas en la unidad de volu-
men, Estas Anr, moléculas transportan a través de la superficie AS
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una cantidad de movimiento AKX, igual a
AK = Lﬁ nu;ﬂsﬂf-'mu(,

donde u; es la velocidad a que corre la capa 1.

De igual forma, partiendo de la capa 2, que se encuentra encima
de la superficie AS, a una distancia igual a A, se¢ transportard a tra-
vés de dicha superficie, durante el tiempo Af, una cantidad de movi-
miento

AKg= —16— nUASAL. mu,,

donde u,; es la velocidad a que corre la capa 2. E1 nimero de molé-
culas porunidad de volumen n, es igual para ambas capas, puesto que
en el caso que estudiamos se considera que la densidad del gas es la
misma en todas sus partes.

Como resultado de estos dos transportes de cantidad de movimien-
to on direcciones contrarias, la cantidaci de movimiento transportada
a través de la superficie AS, sera:

AK = MKy~ AKy =+ nguASAt (muug — muy).

La diferencia mu; — mu, también puede escribirse de la forma
siguiente: m (u; — uy). La difcrencia de velocidades uy — uy es

igual al gradiente de velocidad —i-—: multiplicado por la distancia

entre las capas I y 2; como esta distancia es igual a 2%, tenemos
Ug—Ty = (%) %
de donde .
Mty — MUy = M (%) 2%
¥, por counsiguiente,
AK =3 ngmiip (2 ) ASAg;

a

teniendo en cuenta gque la magnitud », m es la densidad del gas p,
obtenemos

AK =4 ol (55 asAt,

de donde Ia fuerza f, que actiia sobre la capa més rdapida, por parte
de la mis lenta, serd

AK 1 ==t Au
f:.--F-_—-Fplv( A )AS. (2)

160705
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Comparando las expresiones (2) y (1) vemos que coinciden, siem-
pre que el coeficiente de rozamiento interno v seca:

1 -
n =5 pvk. _ 3)

De esta forma, la teoria cinética de los gases permite expresar
el coeficiente de rozamiento interno v por medio de las magnitudes
que caracterizan la cstructura molecular del gas, es decir, valién-:
dose del recorrido libre medjo de las moléculas %, de su velocidad
media v y de la densidad del gas p.

La formula (3) permite esclarecer cl caricter de la relacién gue
existe entre el coeficiente de rozamiento interno 1 y la presion del
gas p. De las tres magnitudes p, & y v, que entran en la expresién
(3), una de ellag, la velocidad de las moléculas v, no depende de la
presion, pero de las dos restantes, la densidad p es directamente
proporcional a la presién p, mientras que el recorrido libre medio
de las moléculas & es inversamente proporcional a p. Por consiguien-
te, el producto ph tampoco depende de la presién, es decir, el coefi-
ciente de rozamiento interro del gas v no depende de la presion p. Este
resultado, que a primera vista parece paradéjico, depende de lo
siguiente; cuando baja la presién p, disminuye el nlimero do parti-
culas n, por unidad de volumen y, por consiguiente, disminuye tam-
bién el ndmero de particulas que transportan cantidad de movimien-
to de una capa a otra. Pero, en cambio, aumenta el recorrido libre
de las moléculash, y, por lotanto, lasmoléculas llegan ala capa dada,
sin chocar con otras, desde una capa més lejana, que se mueve con
una velocidad u distinta. Y eomo quicra que estas dos causas acthan
en direccionecs contrarias, la cantidad de movimiento que se trans-
porta de una capa a otra permanece constante.

La conclusién de que el coeficiente de rozamiento interno es inde-
pendiente de la presién se confirma perfectamente cn la préctica.
Asi, por ejemplo, las mediciones realizadas con el anhidrido carbé-
nico (CO,) dan los siguientes valores de m para diferentes presiones:

pen mm Hg 760 380 20 2 0,6

yonglems | 14,9.10°5 | 14,9.10-5 | 14,8.40-6 | 14,7.10-6 | 13,8.10-

Estos datos demuestran que mientras la presién varia desde 760
mm hasta 2 mm Hg, eg decir, disminuyendo 380 veces, el coeficiente
de rozamiento interno 7 s6lo cambia de 14,9-10-% g/lcm s a 14.7 ¥
% 1075 gfem s, es decir, practicamente permanece invarjable. Uni-
camente a presionesemds bajas comienza a notarse su dependencia
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de la presién; mas adelante estudiaremos las condiciones que hacen
que 1 comience a depender de p.

Finalmente examinarcmos otro fenémeno de transporte, el de la
conductividad térmica en el gas. Desde el punto de vista macroscé-
pico, el fenémeno de la conductividad térmica consiste en el trans-
porte de cierta cantidad de calor AQ desde una capa mas caliente
a otra mas fria. Si la variacién de 1a temperatura 7 se realiza en la
direccién del eje OX, a través de la superficie AS, perpendicular

| 4 s s s
feane

Fig. 140. Trapsporte de la energia por

las moléculas. /

a dicho eje (fig. 140), eneltiempo Atseratransportadauna cantidad de
calor AQ, lacualseri tanto mayor, cuanto mayorsea lasuperficie AS, el
intervalo de tiempo AZen quese observael transportedecalor, y cuan
to mds de prisa varie Jatemperatura 7 enladireccion del eje OX, cs

i T i
decir, cuanto mayor sea el gradiente de temperntura%; . Por consi-

guiente, podemos escribir: : .
AT
AQ = —x (-33-) ASAL, (4)

donde n es una magnitud que depende de la naturaleza del gas y de las
condiciones en que éste se encuentra; esta magnitud se llama coofi-
ciente de conductividad térmica. El signo menos significa que la
cantidad de calor AQ se transporta en el sentido de la disminucién
de la temperatura 7.

El fenémeno de la conductividad térmica en los gases, generalmen-
te, se complica con el iransporte de calor por conveccidn, es decir,
realizado por las corrientes que se originan en el seno del gas, debidas
a la diferencia de densidades que existe entre las partes del mismo
que se encuentran a temperaturas distintas. Para estudiar la conduc-
tividad calorifica de los gases en su forma m4s pura hay que observar
el transporte de calor a través del gas que se encuentra entre dos
superficies planas paralelas, situadas horizontalmente, de las cuales,
la superior debe tener una temperatura mis elevada. En estas con-
diciones, las capas mds frias y, por consiguiente, méis densas del gas,
se sitdan debajo de las més calientes y menos densas y no se producen
corrientes de conveecion.

Desde el punto de vista einético-molecular, el proceso de la conduc-
tividad térmica consiste en que las moléculas de la capa més caliente,

16+
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que tienen una energia cinética media w mayor, al penetrar en la
capa méas fria, ceden a las moléculas de ésta parte de su energia.
Y viceversa, las moléculas de la capa més fria, al llegar a la mas
caliente, reciben de las moléculas de ésta cierta cantidad de energia
cinética, En definitiva, la capa mds caliente se enfria, mientras que
la mas fria se calienta. El transporte de una cantidad de calor AQ
significa, desde el punto de vista cinético-molecular, el transporte
de una determinada cantidad de energia cinética por el movimiento
desordenado de las moléculas a través de una superficie AS.

Lo mismo que hicimos al examinar el fenémeno de la difusi6n,
consideremos mentalmente dos cubos A4 y B (fig. 140), situados a am-
bos lados de una superficie determinada AS y a una distancia de ella
igual al recorrido libre medio A. El niimero de moléculas del cubo
A gue, en un tiempo At, atraviesan la superficie AS (segin dijimos
en el § 55), seri:

Ana =+ nB:ASAL.

Como las moléculas del cubo A llegan a la superficie AS sin chocar
con otras, cada una de ellas transporta a través de dicha superficie
la energia cinética w, que tendria en el sitio en que se encuentra el
cubo 4. La energia wy se compone de las energias de los movimientos
de traslacién y de rotacién de las moléculas y, por lo tanto, debe

ser igual, por término medio, a -;_—kT;, siendo i el nimero de grados

de libertad do las moléculas; %k, la constante de Boltzmann, y T,
la temperatura absoluta del sitio en que se encuentra el cubo A.

De aqui hallamos, que la cantidad de calor AQ,, transportada
por todas las moléculas Arn, a través de la superficie AS, de izquierda
a derecha, sera:

AQy = 4 npASAL - kT,

Analogamente obtenemos, que durante el tiempo A¢, las molé-
culas del cubo B transportan de derecha a izduierda a través de la
superficie AS una cantidad de calor

AQs =5 7o ASAL - T

donde T, es la temperatura absoluta del sitio en gue se encuentra el
cubo B. Como resultado de estos dos transportes de calor en direc-
ciones contrarias, en uno de ellos, concretamente de izquierda a dere-
cha (en el sentido positivo del eje OX), a través de la superficie AS
se transportardi una’cantidad de calor

AQ = AQy — AQ..
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Poniendo en esta férmula, en Iugar de AQ, y AQs, los valores que
hemos hallado anteriormente, obtendremos

AQ =5 5k (2o Ty —nsTs) ASAL.

La cantidad de particulas por unidad de volumen n; y », es inver-
samente proporcional a las temperaturas 7, y T, mientras que las

velocidades do estas particulas v, y v, son directamente proporcio-

nales a VT y VT, Por consiguiente, los productos njp, y nj, son
inversamente proporcionales a las rafces cuadradas de las temperatu-
ras correspondientes, es decir, cuando la diferencia de temperaturas

es pequefia, 7y y T, se diferencian poco entre si. Por lo tanto, pode-
mos considerarlas iguales:

R =T =Ry
Una vez sentado esto, la expresiéon AQ toma la’ forma:
AQ= T}n.,? k(11— T3) ASAL. (5)
La diferencia de temperaturas T, — T la expresamos por medio

del gradiente de temperatura g v de la distancia que hay entre los
cubos 4 y B, igual a A:

Py Ti= (%2) 2%,
Poniendo este valor de I’y — 7 en (5), obtenemos:
AQ= —5-ngoh 4 & (&) Asac.

Y comparando esta expresién con la (4), hallamos, que el coefi-
ciente de conductividad térmica » es igual a

1 -
X:-f nuvl-—z—- k- (6}
La magnitud -% k podemos transformarla como sigue: la constante
R
de Boltzmann es k = + » donde R es la constante de los gases y vV
el nimero de Avogadro, por esto:
5o 1 i
Th=ghg=Cegra
donde Cy es el calor especifico molar a volumen constante.
Aprovechando esta transformacién podemos escribir la expre-
sién (B) de la forma:

= 1 Rp T
K—T‘}?— R-CV.



246 Captiulo VII Gases

Esta expresién también puede transformarse; la magnitud n,
representa el nimero de particulas por nnidad de volumen, y N, el
nimero de particulas que contiene un mol de gas; de donde ny es a
N, como la masa de la unidad de volumen del gas (igual a la densidad

n

p) es al peso molecular u, es decir, %’ﬁ- =2 por consiguiente:

n C
T\?—Cv=P‘pl'=Pcv‘

donde ¢y es el calor especifico del gas a volumen constante. De aqui,
en definitiva, tenemos, que el coeficiente de conductividad térmica

b =~%- prhey. {6a)

El coeficiente de conductividad térmica %, lo mismo que el coefi-
ciente de rozamiento interno 7, no depende de la presion del gas.
Esto se debe también a que la densidad p y el recorrido libre medio
% son respectivamente directa e inversamente proporcionales a la

presiéon p, mientras que la velocidad de las moléculas v y el calor
especifico ¢ no dependen de dicha presién. Sin embargo, a presiones
muy bajas, el coeficiente de conductividad térmica » comienza
a depender de la presion p.

En las expresiones que determinan los coeficientes de difusién
D, del rozamiento interno y delaconductividad térmica », figura
el valor del recorrido libre medio de las moléculas A; de esta forma,
por los valores numéricos de cualquiera de estos tres coeficientes se
puede determinar el valor medio del recorrido libre de las moléculas
Ay, partiendo de él, el didAmetro eficaz de las moléculas g. No obstan-
te, si para un gas cualquiera se calculan los didmetros eficaces de sus
moléeulas o por los valores numéricos de los tres coeficientes D, n
¥ %, los valores que se obtienen son algd diferentes. Estas diferencias
se explican por el caricter aproximado gue tienen las teorias ex-
puestas.

<Este cardcter aproximado se manifiesta también en lo siguiente:
de las formulas (3) y (6a) sededuce que la relacién entre el coeficiente
de conductividad térmieca % y el coeficiente de rozamiento interno n
debe ser igual al calor especifico del gas a volumen constante, es
decir:
td
= Oy

n

Pero en realidad larelacién = es igual a K¢, donde K es un coefi-

ciente que depende de la naturaleza del gas. Las mediciones demues-
tran, que para todos los gases monoatdémicos X = 2,50 y para los
diatémicos, aproximadlamente, K = 1,90. Una teoria més desa-
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rrollada conduce efectivamente a los valores indicados de K = 2,5 pa-
ra los gases monoatémicos y de K = 1,9 para los diatomicos.

Aunalicemos un ¢ jem plo de determinacion de la fuerza de rozamiento
interno de un gas.

Supongamos que el espacio comprendido entre los dos cilindros coaxiales
A y B reprosentados en la fig. 138 cstd lleno de hidrégeno a una temperatura
de 27° C. El radio del cilindro interior 4-¢s r; = 8 em, la distancia entre los
cilindros es d = 0,2 em. E) cilindro interior gira con upa velocidad do 10 r.p.s.
Examinando este caso aproximadamente, como =i fuera plane, determinar la
fuerza tangencial f, que actda sobre 1 cm® de la superficie del cilindro exterior 5.
El didimetro de las moléculas de hidrégeno o puede considerarse igual a
2.3.10-% cm. )

Solucidn, Debido al rozamiento interno, ontre las capas del gas
actia ung fuerza §, cuyo valor, segin la férmula (1) es

f=n (:—:) 8.

Admiliendo que la velocidad del gas que hay junto a la superficie del sélido
coincide con la velocidad de esta superlicie, obtenemos, que esta misma fuerza f
actia sobre la superficie del cilindro B.

Sobré cada unidad de superficie del cilindro B actia una fuerza §/8. Para
determinar esta fuerza hay que conocer el gradiento de velocidad Au/Ax y el
valor del coeficiente de rozamiento interno n del hidrégeno. El gradiente de
velocidad Awu/Az on este caso es L

Au _ uy—iy
Az~ a 4
donde up es la velocidad del gas junto a la superficie del cilindro interior v iy
su velocidad junto a la superficie del cilindro exterior. Estas velocidades las
igualamaos a las de dichas superficics 4 ¥ B, enlonces
g = 2arn; wy =0,

donde n es el nimero de revoluciones del cilindro interior en la unidad de tiem-
po, de donde

R

Ax d

Poniendo aqui los valores numéricos que se dan en las condiciones del
ejemplo, hallamos i
u

8 N
o =23 b 10 571 = 2542 571,

El cocficiente de rozamiento interior, segin la férmula (2), serd
L ok
‘1’1=—3— puk,

donde v es Ta velocidad media aritmética de las moléculas; ., su recorrido libre
medio, ¥ p, la densidad del gas. Poniendo en la férmula anterior (véase los
§ 45, 46, 50 y 58)

= 1 - 8RT

P S— - 2B
' VZ-ncng - £ E=gr

ot

pN
=BT
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obtencmos

= -—-----—--—-'—1/E'HTI't
3V 2ns.o2y

R ¢s la constanle do los gases, igual a 8,31 -407 argios/grado mol; p, ol peso
molecular del hidrégeno, igual a 2 g/mol y N, ¢l ndmero de Avogadro, igual
a6-10% mol-t, Ponicndo los valores de T y o gue se dan en el ejemplo, hallamos:

1 = 8,6.10"% g/em s,

5 Y aprovechando los valores obtenidos para el gradiente de velocidad
E; == 2512 52 y para ¢l coeficiente de rozamiento interno vy = 8,6-10-% g/cm s#
hallamos que la fuerza quec actia sobre la unidad de superficie del cilindro B, est

L (B) =8.6-10-5.2512 dinas/om? =02 dinasfora?,

% 2 2.40-4 gffem?.

§ 57. La conductividad térmica y el rozamiento interno en los
gases a presién muy baja, Examinemos ahora las causas que hacen
que los coeficientes de conductividad térmica
y de rozamiento interno dependan de la pre-
sién cuando las presiones son muy bajas. Estu-
diemos primero el fenémeno de la conductividad
térmica
Af
I
Fig. 141, El cocficiente de conductividad térmiea co-
mienza # deperder do la presidén cuando el recorrido li-
bre delas molécilas se hace mayor que la distancia 4 enlre
las liminas.

Sean dos liminas paralelas 4, y A, (fig. 141) separadas entre
si por una distancia d y mantenidas respectivamente a las tempera-
turas T, y T,. Entre estas laminas se encuentra un gas, el cual, debi-
do a su conductividad térmica, transmite el calor de la lamina A,
(suponiendo T, > T,) a la lamina 4,. Mientras el recorrido libre
medio de las moléculas A es pequefio en comparacién con la distancia
entre las 1minas d, actia el mecanismo de la transmisién del calor
que hemos estudiado, es decir, las moléculas, al moverse desordena-
damente, transmiten de una capa a otra la energia cinética.Pero cuan-
do la presién es tan baja que el recorrido libre medio de las molécu-
las A og igual 0 mayor que la distancia entre las liminas 4, el mecanis-
mo de la transmisién del calor es otro y consiste en que cada molé-
cula, después de chocar con la lamina caliente 4, recibe una energia

cinética wy, correspondiente a la temperatura Ty, y sin sufrir colisio-
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nes liega a la 1ldmina A, y le cede parte de su energia wy. Esta misma
moléeula, después de rebotar en la limina mds fria 4., ¥ eon menos
reservas de energin w,, llega, sin chocar con nada, a la limina 4,
¥ le quita parte do su energia. Si la presi6én sigue]bajando, el nimero
de moléculas n que realizan el transporte de energia de una limina
a otra, disminuye, su recorrido sigue siendo el mismo y las moléculas
continuan pasando libremente de una a otra lamina. Es decir, al
seguir bajando la presién, la conductividad térmica del gas dismi-
nuye. En fin de cuentas resulta que el coeficiente de conductividad
térmica de un gas depende de la presion cuando el recorride libre medio
de las moléculas es del mismo orden o mayor gque la distancia 4 que
hay entre los cuerpos separados por el_gas que rea-

liza la transmisién del calor. Cuando A > d el coe-

ficiente de conductividad calorifica es directamente

proporcional a la presién p.

Fig. 142 Estructura de la vasija de Dewar (lermo).

De forma completamente andloga se explica la relacién de la
dependencia que existe entre el coeficiente de rozamiento interno
de los gases 1 y la presién, cuando esta iltima es muy baja. Si la
distancia d, que separa las pacedes entre las cuales cireula el gas,
es del mismo orden o menor que el recorrido libre medio de las molé-

culas A, el coeficiente de rozamiento interno v comienza a depender
de la presién p, y disminuye a la par que ésta.

De lo dicho se desprende que el valor absoluto de la presién p
a partir del cual los coeficientes x y 1) dependen de la presién, viene
determinado por la distancia que separa los cuerpos entre los cuales
se realiza el transporte de calor o de la cantidad de movimiento.
Por ejemplo, en el caso de dos laminas muy préximas entre &i, la
conductividad térmica del gas encerrado entre ellas comienza a de-
pender de la presién cuando p no es ain muy baja; pero si la distancia
d, que separa estas ldminas, aumenta, para poder apreciar la depen-
dencia antedicha se necesita que el enrarecimiento del gas sea mucho
mayaor.

El hecho do que la conductividad térmica dependa de la presién,
cuando ésta es baja, se aprovecha en la construccién de termos (o
vasijas de Dewar). El termo ordinario no es mis que una vasija de
vidrio con paredes dobles (fig. 142). En el espacio que queda entre
ellas se hace el vacio hasta un grado en que £l recorrido libre medio
de las moléculas es considerablemente mayor que la distancia entre
la pared interior y la exterior. En estas condiciones, la conductivi-
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dad térmica es menor que si entre las paredes hubjera aire a pre-
sién atmosférica.

En calidad de ejcm plo, hagamos el siguiente cdlculo: la distancia

ue separa las paredes de una vasija de Dewar es d = 0,8 cm. Entre estas pare-

gcs bay hidrégeno a la temperatura de 27° C. Considerando que eldifmetro de

las moléculas de hidrogeno es 0 = 2,3-10-% cm, delorminar qué presion p deberd

Ener el gas para que su conductividad iérmica sea menor que a la presién atmos-
TICa.

Para que el coeficiente de conductividad Lérmica sea menor que a la pre-

sién atmosférica, el recorrido libre medic % de las moléculas de hidr ﬂgeno deberd
ser mayor que la distancia d que separa las paredes do la vasija, es decir,
A>d. )
k] recorrido libre medio % de las moléculas, segin la férmula (4a) § 53, es
x="‘_i— 0
V2 motng
dondo 1y ¢s el nimero de moléculas en la unidad dec volumen. De acuerdo con

la_i6rmula (9) § 46, el nomero de moléculas por unidad de volumen ngy estd
relacionado con la presién p del gas por la correlacién:

“3o=",;%-‘ ’

donde k es la constante de Boltzmann y T, la temperatura del gas. Poniondo
esto valor de ng en }a expresién de &, obtenemos

i R <
V2notp
de donde, por la condicion 4 = d, se deduce, guo la presién p debe satislacer
la relacién:
KT
Vanowa '
Poniendo aqui los valores numéricos dados, obtenemos
1,37-10-18.300
P< ==
1/2.8,14.(2,3-10-8)2.0,8
Reduciendo esta presién a milimetros de la columna de mercurio, hallamos
p << 0,015 mm Hg.

rP<

barias=22,0 barias.

Es decir, para que la conductividad térmica sea menor que la normal, la
gmsién del gas quo queda entre las paredes de la vasija de Dewar dobe ser menar
e 0,015 mm Hg.

§ 58, Obtencién y medicion de las bajas presiones. La obtencién
de bajas presiones (o como suele decirse, del «vacios) juega en la
actualidad un gran papel, tanto en las investigaciones que se hacen
en los laboratorios, como en la técnica. El empleo del vacio para
fines electrotécnicos y radiotécnices (aparatos electrénicos como
kenotrones, valvulas de radio, ete.) dio un poderoso impulso al de-
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sarrollo de la técnica del vacio. Hay diferentes tipos de bombas
que, con ciertas manipulaciones complementarias, permiten obtener
presiones de 10~ mm Hg y menores. A ecstas presiones, el recorrido
libre de las moléculas de los gases alcanza decenas de metros.

La bomba de vacio més simple tiene una estructura muy seme-
jante a la de las bombas de émbolo para agna, con la {inica diferencia
de que sus elementos estin mejor
ajustados y guarnecidos. Pero en la
actualidad las bombas de émbolo
han sido desplazadas totalnente
por otras, en las que el movimien-
to de vaivén del émbolo, tan incé-
modo desde el punto de vista me-
canico, ha sido sustituide por el
de rotaci6n de unas paletas. La fig.

Fig. 143. Bomba de vacio (corte trans-
versal).

143 representa la seccién transversal de una bomba de este tipo.
Como puede verse, en la cavidad cilindrica interior de una robus-

ta caja se encuentra un cilindro metélico excéntrico. Dos paletas

S y 8§, colocadas en una ranura de dicho cilindro y empujadas por

Fig. 144. Esquema del funcionamiento de la bomba de vacio: las paletas 5 y s,
al girar, aspiran el aire por el tubo € y lo expulsan por la vg)lv‘ula .

un muelle que hay entre cllas, dividen en dos partes el espacio com-
prendido entre el cilindro y la pared interior de la caja. Los esque-
mas a, b, ¢ yddelafig. 144, que representan las posiciones sucesivas
que ocupan las paletas § y §” al girar el cilindro en la direccién que
indica la flecha, dan una idea clara del funcionamiento de la bomba.
En la posicién a, el gas que se aspira de la vasija, que se une al tubo
C, penetra en el espacio 7. A medida que gira el cilindro, la paleta
§ se va desplazando (posicién b), con lo gue el espacio 7 aumenta y el
gas es aspirado a través del tubo C. Al seguir girando el cilindro, 1a
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paleta S’ cierra la comunicacién entre ol espacio 7 y el tubo C (posi-
cidn ¢) y comienza a desalojar la porcion de gas encerrada en el espa-
cio 7 a través de la valvula D (posicién d). La rotacion del cilindro
haee que cste proceso de absorcion del gas por el tubo € y de su expul-
sion al exterior por la vélvula D, se repita constantemente.

El cilindro gira por la accién de un motor eléctrico. Para evitar
quo el gas se infiltre por debajo de las paletas y por otras partes, todos
los elementos de la bomba se lubrifican con aceite automdticamente
y sin interrupeién. Por esta razon las bombas de este tipo se denomi-
nan bombas rotatorias de aceite. Con frecuencia es toda la bomba la
que se sumerge en un bafio de aceite. Con estas bombas se pueden
aléanzar vacios de hasta 10-4 mm Hg.

Designomos la wsaciﬂad dol recipionte en gue =e hace el vacio con la letra
¥ y la presién inicial del gas que hay en ella con la letra p,.Al pasar por primera
ver la paleta & se forma unespacio de volumen AV, que se llena con el gas aspi-
rado lol recipiente. Como resultado, ¢n la vasija disminuye la presiéon hasta
un valor

v
21=20g VHar

Después de engendrarse por segunda vex el espacio AV, la presién decae
hasta el valor

v Va2
P2=P Ay T Po ( VLAV )

, Continuando este razonamicnto llegaremos a la conclusién de que, des-
p}‘;es ]de &ngena]rarso n veces el espacio AV, en la vasija habrd decaido la pre-
sidn has

Pa=DPo (V_—i}%_ﬁ_)n (1)

8i ¢l nimero de roveluciones do las paletas es constante, el namero de
aspiraciones serd directamento proporcional al tiempo que dure cl hombeo,
de donde podemos admitir que
n = ngt.

Poniendo este valor de n ¢n la expresién (1), hallamos quo
Vv Tigl
pe=ro (5z-) " s

donde p; es la presién que se obtione en Ia vasija de la cual s¢ extrae cl aire,
al cabo de un tiempo ¢. Esla Gltima expresién también puede eseribirse asi:

nigt

Po AV
2o~ (1+5)"" 2

La relacién po/pt crece a medida ﬁu disminuye la ﬁ)rcsic’m pt en la vasija
¥ caracleriza ol funcionamiento de 1a bomba. Tomando ogaritmos, obtenomos

lg-%:—znoi-lg (1—1—-%:—{) ¥
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Las magnitudes ny, V y AV son constantes para la bomba y la vasija dadas,
por consiguiente,

g fh—ct 3

‘ € o ) 3)

donde ¢ ps una magnitud constante. Para caracterizar el funcionamiento de
la bomba resulla cdmodo el empleo de curvas, én las que se toman como abscisas
el tiempo que dura el bombeo ¢ y como ordenadas los valoresde lg po/py. En este
diagrama la relacién entre ellg py/pyyeltiempo ¢ viene dada por una recta. Pero
en realidad, debido a la existencia de espacios Ecrjudicialus. a gque el funciona-
micento de las valvulas no es ideal, etc., estas bombas no pueden proporcionar

]
lgﬁi i

Fig. 145. Caracteristica gréfica del funciona-
miento de las bombas,

t

enrarecimientos infinitamente grundes, Para cada bomba cxiste una presion
minima determinada pmtn, la cual limita el enrarccimiento que”puede lograrse
con ella. Por esto, la gcpandanoia grificaentreellg py/ps veltiempo ¢ sélo estara
representada por una linea recta mientras py sea considerablemento mayor que
pmin (fig. 145). Pero cuando p, se aproxime 4 pmin, la bomba absorbers cada
voz mis despacio. Por esta razén, la dependenciaentrecllg po/p v el tiompo t,
para las bombas reales se represenia por una curva, la cual, cuando
el valor do ¢ os grande, resulta paralela al cje de abscisas. Si se quiero comparar
la accién de bombas diforentes hay que tomar los respectives reeipientes, en
que s0 va a hacer el vacio, de forma que sus volimencs scan iguales. En cste
caso, la volocidad de accién de la bomba dada estard determinada por ¢l valor
de la constante €. Las curvas que muestra la fig. 145 corresponden a dos hombas
distintas. Por el procedimiento seguido al construir estas curvas vemos, que
la I corresponde a una bomba que enrarece mas de prisa, pero que es incapaz
de proporcionar un buen vacio. La I7, por el contrario, pertcneco a una bomba
que puede hacer un vacio mucho més perfecto, pero que enrareco mas despacio.

En_aquellos casos en que la vasiju se une a la bomba por medio de un tubo,
la velocidad de aspiracion depende también de las dimensiones de dicho tubo,
es decir, de su longitud y didmotro. Los tubos delgados y largos son los guo més
disminuyen la velocidnd do aspiracién. A grandes presiones, cuando ol gas
pasa por el tubo igual que si fuera un Mquido viscoso, su volumen sa delermina
por la formula de Poiscuille (§ 42), segiin la cual dicho volumen es directamente
proporcional a la cuarta potencia del didmetro del tubo e inversaments propor-
cional a su longitud. A bajas presiones, cuando el recorrido libre medio 7% de las
moléculas es comparable con el didmetro y1alongitud del tubo, la férmula de
Poiseuille no sirve. En este caso la masa del gns AM que pasa on la unidad de
tiempo por un tubo de diimetro @ y longitud #, con una caida de presién Ap,
se exprega por la férmula siguiente:

b/ 2,
aM—‘g' i Tﬁp. {4)
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donde R ecs la constante de los gases; p, ¢l peso molecular, y. 7, 1a tem-
peratura absoluta del gas.

Como puede verse, on este caso, la cantidad de gas que pasa por el tubo,
también depende mucho de su didmetro. Es decir, cn todos los casos deben
cmplearse tubos de unién lo mas anchos y cortos posibles.

Para conseguir presiones més bajas que las que se obtienen con
lag bombas rotatorias de aceite, en la actualidad se utilizan con pre-
ferencia las bombas de difusién, 1lamadas también bombas de conden-
sacién. Estas Giltimas no sirven para aspirar el fas que hay en los
recipientes a partic de la presién atmosférica, pero pueden crear

5 diferencias de presién suplementarias.
Ylo: phat g Por esto se emplean acompaiiadas de
bombas rotatorias de aceite del tipo que
‘ya hemos deserito. Con la bomba rota-
toria de aceite se consigue el vacio
preliminar y, después, con la difusién,
se alcanza el alto wvacio. El tipo més

i
prefiminar Fig. 146. Esquema dc la_bomba de difusién
mds sencilla.

simple de bomba de difusién de mercurio es el representado en la
fig. 146. E]l mercurio que hay en la vasija A se calienta en un horne
eléetrico. Los vapores de mercurio suben por el tubo B, salen por
la tobera L, se condensan en las paredes C, que estén refrigeradas.
por una camisa de agua, y retornan a la vasija A escurriendo por
el tubo M. El chorro de vapor de mercurio que sale por la tobera L,
arrastra Jas moléculas de gas que, por el tubo D, llegan del recipien-
te en que se hace el vacio y que luego son aspiradas por la bomba
preliminar a través del tubo V.

Este principio del arrastre de las moléculas de gas por un chorro
de vapores de mercurio en condensacién tiene en la actualidad diver-
sas variedades y existen numerosas estructuras de hombas de difu-
sién, tanto de vidrio como metélicas. Se emplean con mucha fre-
cuencia las llamadas bombas de miltiples etapas, en las cuales hay
varias toberas situadas unas a continuacién de otras. Las bombas
de este tipo proporcionan un vacio méis perfecto y pueden funcionar
con peores vacios preliminares.

Ultimamente se tiende a sustituir el mercurio de estas bombas
por liguidos orgénices con tensi6én de vapor muy reducida (como frae-
ciones pesadas del petréleo y otros liquidos); este género de hombas
suele denominarse de vapor de aceite.

Las bombas de difusién de mercurio tienen el inconveniente de que
los vapores pueden penetrar en el recipiente que se vacia. La tensién
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del vapor de mercurio a la temperatura de 20°C es igual a
0,00131 mm Hg. Por consiguiente este tipo de hombas no puede
engendrar de por si presiones menores de 0,0013 mm Hg. Para evitar
este defecto, entre la bomba de difusién de mercurio y el recipiente
en que se hace el vacio, se intercala un tubo acodado especial (¢tram-
pa de mercurion) que se refrigera con aire liquido. A la temperatura
de ebullicién del aire Iigquido(—184° C) el mercurio se oncuentra
en estado solido y la tensién de su vapor saturado es casi nula.

Fig. 147. Esquema de un con-
junto para obtener alto wacio
iormmo por una homba preli-

minar ¥ otra de difusién.

El conjunto completo se muestra esquematicamente en la fig. 147,
donde 4 es Ia bomba rotatoria de aceite para el vacio preliminar,
movida por un motor eléetrico; €, la bomba de difusién; D, la tram-
pa de mereurio, y E, cl recipiente en que se hace el vacio. B es ellla-

Fig. 148, Manémetro de mercurio.

mado balén de vacio preliminar, cuya misién es evitar el funciona-
miento constante de la bomba de aceite 4. Una vez que esta bomba
4 hace en el halén B un vacio preliminar suficiente, se cierra la llave
de paso b y se para la bomba A4.En estas condiciones, la bomba de difu-
sién aspira el gas del recipiente E hacia el balén B.

Las bombas de vapor de aceite pueden funcionar sin trampas
refrigeradas con aire liquido e incluso sin refrigeracion de agua, pues-
to que los vapores saturados de los liquidos que en ellas se emplean
tienen a 20° C una tensién mucho menor que la del vapor de mercurio.

El segundo problema de la téenica de alto vacio es el de 1a medi-
¢ién de las bajas presiones. Generalmente, con el manémetro de mer-
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curio de tubo en U (fig. 148) pueden medirse presiones no menores
de varias fracciones de milimetro de la columna de mercurio.

Por gsto, para medir presiones mas hajas, en los laboratorios so
emplea mucho ¢l manémeiro de McLeod (fig. 149). El extremo D
de este mandémetro se pone en comunicacién con el recipiente cuya
presién p se quiere medir. Entonces, el gas a presién p llena todo el

? manémetro, incluso el depdsito E. Cuando se
sube el depésito A, que esti en comunicaciom
con el resto del manémetro por medio de un tubo
de goma, el mercurio se eleva y aisla el depésito
E y el capilar B del recipiente cuya presion se
mide. Después, el mercurio siguc subjendo, has-
ta que llega a un determinado punto del ca-
pilar B. Supongamos que al ocurrir esto, el
espacio libre que queda en el capilar B, sobre
la superficie del mercurio, tiene un volumen
igual a AV.

Fig. 149. Manémetro de McLeod,

Designando con la letra ¥V el volumen conjunto del depésito £
v el capilar B, tendremos, que el gas que se encontraba a la presién
p resulta comprimido hasta la presiéon

. v
P =Pgy-
Cuando la relacién ¥, os suficientemente grande, la presién p’

AV
es mucho mayor que la presién inicial p y puede medirse por la dife-
rencia de alturas del mercurio en los capilares B y €. Midiendo p’

y conociendo el valor numérico de la relacidén ;?, hallamos el valor

de la presién p que se mide.

Sin embargo, ol manémetro de McLeod tampoco sirve para medir
presiones muy bajas ni presiones de vapores que se condensan con
facilidad. Para estos fines se emplean otros tipos de mandémetros.
Como ejemplo indicaremos el manémetro térmico, que se funda en el
hecho de que la conductividad térmica de los gases, a presiones muy
bajas, depende de la presion. Pricticamente esta dependencia es una
funcién lineal (véase el § 57). Bl mandmetro térmico consiste en un
matraz, dentro del cual hay un hilo metilico que se calienta con una
corriente eléctrica. A una intensidad d1e corriente dada, la temperatu-
ra a que se calienta el hilo depende de sus pérdidas de calor, las
cuales, a bajas presiones, dependen a su vez de la presién del gas cir-
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cundante. De esta forma, la temperatura a que se calienta el hilo
puede servir para medir la presién del gas que lo rodea. Esta tempe-
ratura del hilo se mide ordinariamente por las variaciones'que experi-
menta su resistencia,

§ 59. Propiedades de los gases a presiones muy bajas, Cuando las prosio-
nes son tan bajas que cl recorrido libre medio A de las moléculas es del mismo
orden quo las dimensiones do los recipientes que contienen el gas, las pmiuicd a-
des de éste se diferencian de las que tiene a grandes presiones. Este estado del

Fig. 150. Cuando los recipientes comumicantes 4 y

B se encuentran on estado do ultraenrarecimionto y

sug temperaturas Ty y Ty son diferentes, las presiones

P1 ¥ pz que en cllos se establecen también son distin-
tas.

gas so denomina estado de ultraenrarecimiento, En este estado se deja sentir,
:Inéls directamente que a grandes presiones, la natoraleza cinético-molecular
el gaa.

Veamos lo a}uc ocurre en dos recipienles A y Bunidos entre sf por un tubo
corto y reclo a {fig. 150).

En condiciones normales la presién del gas en las vasijas comunicantes es
igual; esto ocurre incluso cuaundo las temperaluras Ty y T3, de ambos recipien=
tes, son distintas, X

En estado de ultraenrarecimiento, cuando el recorrido libre de las molécu-
las es mayor que la longitud del tubo a, éstas pasan sin colisidn a tode lo largo
de dicho tubo, lo que conduce, como ahora veremos, a una desigualdad entre
las presiones p; y p2 de ambosrecipientes.La condicién de equilibrio so reduce
a que ol niimero de moléculas que pasan, a través del tubo e, desdo el recipion-
te A hasta el B y ¢l de las que lo hacen en sentido contrario, desde el recipiento
22 hasta cl 4, debe ser igual. En estado de nltracnrarecimionto, el nimero de
moléculas que pasa por el tubo es proporcional al nimero de moléculas por
unidad de volumen ng ¥ a su velocidad media v, De donde la condicién de equi-
librio serd: - iy

ngy ¥4 =ngy-Vy, 1)
donde ny_es el nlmero de moléculas por unidad de volumen que se encuentran
en el recipiente 4; npz, el nimero de moléculas por unided de volumen que
se encuentran en el recipiente B, ¥ ¥; ¥ vz, las velocidades medias de las molécu-
las en los recipientes X y B respectivamente. Como no= pfk?, la corrolacién
(1) puede eseribirse asi:

Vit e B2

T;-‘l’[= Th D3

finalmente, teniendo cn cuenta que las velocidadesv; y vz son respectivamente

roporcionales a ' 7y y ¥ 7z, obtenemos definitivamentola condicién de cqui-
ibrio en la forma siguiente:

17-0705
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do donde

T,
b=n) T @

De esta forma, cuando el gas se encuentra cn ¢stado de ultracnrarecimiento
v los dos recipientes comunicantes on estado de equilibrio, Jas presiones existen-
ies on estos altimos silo seran diferentes si son distintas sus teraperaturas.
Cuando la densidad do los gases os grande, la presién que existe en los recipien- -
tes eomunicantes so equilibra por medio do ﬁ! corriente del gas que, como si
fuera un medio continuo, ird desde ¢l recipiente en que la presién cs mayor al
recipiente on que ¢sta es menor.

Tixamincmos otro fenémeno caracteristico también del gas ultraenrarceido.
Sea un recipiente ¢n el que so encuentran dos ldminas 7 v 2, colocadas purale-
lamente entre si (fig. 151). Supongamog que la temperatura de la limina 7 es

i 2

Fig. 151. Esquema del mandémetio absoluto.

igual a la temperatura Ty do las paredes del recipiente y amemos 7'z a Ja tem-
peratura de la ldmina 2. Cuando sc dan las condiciones del gas uliraenrarecido,
las moléculas se mueven libremente, sin choecar unas con otras,

Veamos lo que ocurre con el gas que se encucntra entre las liminas 7 y 2.
Como las moléculas no chocan, tampoco infercambian entro si sus vnergias.
Tl intercambio do energin solamente cxiste cuando las moléculas chocan con
las ldminas 7 y 2, cuyas temperaturas, como hemos dicho, son iguales respecti-
vamente a 75 y Tz2. Por esto, podemos considerar, quo el gas que hay entre
estas ldminas se comporta como si estuvicra constituide por dos gases diforen-
tes: las moléculas de uno do estos gases tienen una velocidad media @', corres-
pondiente' a la temperatura Ty, mientras que las moléculas del otro tienen una
velocidad media v", que corresponde a la temperatura 72. Llamemos respecti-
vamente nl;dy nj a los nimeros de moléeulas por unidad do volumen de estos
dos grupos de moléculas.

En estas condiciones, la presién p’ que ejerce el gas, comprendido entre
las dos liminas sobre la limina 7, cstard integrada por las presiones ejercidas
por los dos grupos de moléculas (es decir, por las moléculas de los dos gases
supuestos. N. del T.), de dondo

o oo B e
p'= 5 nimo'2 +-3— nomu"2, (3

donde m es la masa de las moléculas,

Llamando n, al niimere de moléculas por unidad de volumen del gas con-
tenido ¢n el recipiente (pero que no se cncuontra entre las laminas) y conside-
rando tue la velocidad de estas moléculas es igual a ', puesto que la tempera-
tura de las paredes del recipiente, cuya superficie es considerablemente mayor
que la de las liminas, coincide con la temperatura do la primera limina, tendre-
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mos, gue Ja presién que ejercen estas moléculas sobre la ldmina 7 serd igual a

1 —
p=— ngme'?, (4)
Ln condicién de cquilibrio del gas ultracnrarecido consiste en que el nimero
de moléculas que pasan por una superficie cualquiera en una dircecién, debo
ser igual al niimero de las que lo hacen en sentido contrario.
. Por csto, en el espacio entre los ldminas 7 y 2 deberd cumplirse la condi-
cidn:
ngo’ =nge”. (5)
Txamioemos ahora lo que ocurre en la superficie lateral imaginaria que
limita el volumen de gas comprendido entre las ldiminas. A través de cualquicr
érea de esta superficie saldrin, desde el interior de dicho volumon._moléculas
de los dos grupos, cuyas velocidades serdn respectivamente v y v Jpero al
interior de dicho volumen llegarin solamente moléculas con velocidad »*, cuyo
nimero por unidad do volumen es igual a no. Por consiguicnte, para que exista
equilibrio entre ¢l gas comprendido entre lns ldminas 7 y 2 v el gas del recipien=
te que g0 encuentra fucru de ellas, serf necessrio que

R4V 4 ngv* =ngv’. {6)
De las igualdades (5) y (6) hallamos:
n{,?’:-n;?:-%-nu;’.
después de lo cual"la oxpresion (3) para p’ puede eseribirse:

p’=-%— rzgm.;; (_D" +;’), o
1 ~, v
p' =5 nomv 2 (1—}——.];7-) v
Utilizando la f6rmula (4) y teniendo en cuenta gue
_"Z_ ]/E P ]/E
= = Ty obtenemos p'= 3 (i-l- Ty ) .

De donde la diferencia de presiones que experimenta la limina 7 sera:

.ﬁp:p'—p_.—n-—g— (1/;::-1). ! (7

La férmula (7). muestra que cuando 73 = 7y, sobre la Iimina 7 actia una
fucrza que ticnde a separarla de la ldmina 2, mientras quo cuando 75 < Ty,
la fucrza que actda sobre la ldmina I ticende a aproximarla a la Jdmina 2. El
valor numeérico de esta fuerza es proporcional a la presién p del gas quo hay en
el recipionte. Este fen6meno puede servir de base para la construccidon de un
manémetro que girva lpara medir ¢l valor absoluto de la presién p en las condi-
ciones propias del ultraenrarecimiento. En ;ﬂucipio. Ia estructura do este
mandmetro coincide con cl esquema do la fig. 151, Pero la limina 7 so hace mévil,
con Jo cual, la fuerza %uo actiia sobre elln puede medirse por el dngulo do des-
viacién que produce. Conociendo esta fuerza y las temperaturas 7y y 7=, la
presién p pucde calcularse por la férmula (7).

§ 60. Gases reales. Ecuacién de Van der Waals. El modelo ciné-
tico-molecular del gas que estudiamos en el § 46 parte de la suposi-

17%
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cion de que el gas esta formado por moléculas semejantes a esferas
elisticas que se mueven cadticamente. Entre estas moléculas no
existen més fuerzas que las que producen sus choques y, por consi-
guiente, son exclusivamento fuerzas eldsticas de repulsién. Las dimen-
siones de las moléculas se consideran tan pequefas, en comparacién
con las distancias medias que hay entre ellas, que pueden despreciar-
se. Este modelo es el del gas ideal, es decir, el de un gas gque cumple
exactamente las leyes de Boyle-Mariotte y de Gay-Lussac. Pero los
gases reales, como ya indicamos, solamente cumplen estas leyes
aproximadamente. A grandes presiones todos los gases se apartan
manifiestamente de la ley de Boyle-Mariotto.

Al considerar que las moléculas son esferas, tenemos quo admitir
que sus radios son magnitudes del orden de 10-% cm. De donde el
volumen de una melécula serd

V= %— Ttr? 2241072 em?3.

En 1 em?® de gas, en condiciones normales, hay un nimero de
moléculas ng == 3-10'%, de donde el volumen total de las propias molé-
culas que se encuentran en 1 cm® es igual a V' =pnyvax 109 cm?,
¢s decir, que, cuando el gas estd a 1 atm de presién y a la temperatura
de 0° C, el volumen de las propias moléculas ocupa solamente una
diezmilésima parte del volumen del gas. Pero a la presion de
5000 atm, segin la ley de Boyle-Mariotte, el volumen, que inicial-
mente era igual a 1 cm?, debe disminuir hasta 2-10-* cm® y, en este
caso, la mitad del volumen del gas estard ocupada por el volumen de
las propias moléculas. En estas condiciones es evidente que no sirve el
modelo de gas que hemos indicado y quedan claras las divergencias
entre las cualidades de los gases reales y la ley de Boyle-Mariotte.
De esta forma, las causas de la discrepancia entre las cualidades de
los gases reales y las de los gases perfectos se¢ debe, en primer lugar,
a que las moléculas tienen sus propias dimensiones y, en segundo,
a que el caricter de las fuerzas que actilan entre las moléculas es
mucho mas complejo que el que existe entre las esferas eldsticas.

Estas dos causas fueron tenidas en cuenta por Van der Waals.
La primera, es decir, las dimensiones de las propias moléculas, influ-
ve haciendo que éstas se muevan, dentro de los recipientes en que se
encuentra el gas, con menos libertad que si fueran esferas puntuales.
1 espacio apto para el movimiento libre de las moléculas es menor
que el volumen geométrico del recipiente V en una cierta magnitud
b. Esta magnitud b estd relacionada con el volumen propio de las
moléeulas y puede considerarse constante para una cantidad de gas
dada*); por esto, en la ecuacién de estado debe sustituirse el volumen
V por el V — b.

*) El volumen irreductible b de las moléculas suele llamarse covelumen,
(N. del T
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Para un mol de gas ideal tenemos la ecuacién
pVo = RT. (10

Como hemos dicho, teniendo en cuenta el papel que desempefian
las dimensiones de las propias moléculas, debemos sustituir el volu-
men molecular V, por la magnitud Vo, — b:

p (Vo — b) = RT e

De la ecuacién (1) se deduce que cuando p -+ co el volumen del
gas Vy — 0, es decir, que si sobre el gas se ejerce una presién infinita,
su volumen tiende a cero, cosa imposible, puesto que el gas se com-
prime a expensas de la disminucién del espacio libre que hay entre
sus moléeulag, de donde se deduce que, a grandes presiones, las molé-
culas se encuentran unas junto a otras y, por consiguiente, la compre-
sibilidad del gas deber4 ser muy pequefa. Por la férmula (2), cuando

292 9%0%292 9%
Fig. 152. Accién reciproca do las moléculas o ?'o?_o %o 5 o @
del gas. o o g 0

p — oo el volumen del gas ¥y — b; de esta forma, la magnitud b
representa el volumen a que tiende el mol ¥V, a presiones muy altas;
este volumen es igual al que ocupan todas las moléculas que integran
un mol cuando estdn muy apretadas entre si.

La segunda causa, cs decir, la existencia de fuerzas que actan
entre las moléculas, se reduce a que éstas, cuando se encuentran
a cierta distancia unas de otras, se atraen entre si. Estas fuerzas de
atraccién sélo son reemplazadas por fuerzas repulsivas, més intensas
que ellas, cuando las distancias entre las moléculas son muy peque-
fias (es decir, en el momento del chogue). Estas fuerzas de atraccién
entre las moléculas dan lugar a que el volumen ¥V, que ocupa el gas,
sea menor que el que le corresponde por Ja ley de Boyle-Mariotte,
es decir, como si se cncontrara sometido a una presién p’ mayor que
la presién exterior p que ejercen sobre €l las paredes del recipiente
en que se encuentra. Por lo tanto, en la expresién (2) habrd que
sustituir la presién exterior p por la magnitud p’ = p 4 p;. con
lo cual ohtendremos:

(p + pi) (Vo —b) = RT. (3)

La magnitud p; se llama presién interna del gas.

El papel de las fuerzas atractivas mencionadas se deja sentir sobre
las moléculas que se hallan en el interior de la masa del gas de forma
diferente que sobre agquellas que estan cerca de las paredes. Porque,
a pesar de que las fuerzas de atraccién entre las moléculas dismi-
nuyen al aumentar la distancia menos que las de repulsién, sélo
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se manifiestan a pequeias distancias. Por esto, sobre cada molécula
del gas sélo actdian las fuerzas atractivas de las moléculas pro-
ximas. Dentro del gas cada molécula estd rodeada de otras por todas
partes y, en general, las fuerzas de atraccién que actidan sobre ella
se compensan entre si. Pero junto a las paredes (fig. 152), las molé-
culas del gas se encuentran en otras condiciones: sobre ellas =6lo
ejercen atraccién las moléculas que se encuentran algo mis alejadas
de dicha pared. Hablando en términos generales, entre las moléculas
que so hallan junto a las paredes y las que forman el cuerpo de que
estdn hechas estas Gltimas debe existir cierta interaccién. Sin embar-
go, cuando entre ellas existe equilibrio térmico y siempre que las
moléculas del gas no se adhieran a la pared, la energia media de las
moléculas que rebotan en ésta es igual a la energia media de las que
llegan a olla. Por esta razén, en términos medios, el fenémeno se
desarrolla lo mismo que si los chogues de las moléculas con las
paredes [ueran perfectamente eldsticos. De esto se deduce, que la
influencia de las paredes puede despreciarse.

Como quiera que las fuerzas de atracciéon entre las moléculas
disminuyen bastante de prisa, podemos considerar, que sobre las
moléculas que estin junto a las paredes sdlo actdan aquellas otras
que se encuentran a una distancia no mayor de r, es decir, las que se
encuentran dentro de la capa ab (fig. 152). El nimero de moléculas
que hay on esta capa es proporcional al de moléculas por unidad de
volumen ny. De esta forma, la accion de las fuerzas atractivas que
tienden a separar las moléculas de la pared es proporcional a ng.
Pero ademds, ol nimero de moléculas que chocan con dicha pared
también es proporcional a n,. Resulta, pues, que la fuerza que actia
sobre las moléculas que se hallan junto a la pared, y que estd dirigida
hacia el interior del gas, es proporcional a n}. Esta fuerza, referida a la
unidad de superficie, es la que determina la presion interna del gas p;.

La magnitud de la presion interna p; depende también de la
naturaleza de las propias moléculas que actGan entre si, de donde
se deduce que

pf:a'tn\";‘
donde a’ os una constante que depende de la clase de moléculas de

que se trate. Como ny = {g-, siendo & el niimero de Avogadro y ¥V,
o
el volumen de un mol del gas, la expresion de p; puede escribirse
asj:
a'N?
Pi= v

o llamando « al producto a’N®,

pi=7'- (4)
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Poniendo el valor de la presién interna p;, dado por la férmula
{4), en la expresién (3), obtenemos la ccuacion de Van der Waals
para un mol de gas:

(P45 ) Vo—b)=RT. )

Las correcciones ¢ y b (copresién y covolumen) de Van der Waals
son constantes para cada gas, con un alto grado de exactitud. Para
gases distintos estas correcciones varian. Sus valores numéricos
so determinan partiendo de datos empiricos. La constante R de la
ecuacién de Van der Waals conserva el valor de la constante de los
gases.

Cuando el volumen molecular ¥, es muy grande, la correccion

b puede despreciarse, en comparaciéon con Vo, y la mag"uitud%é

también se puede desestimar en comparacion con p; en este caso,
la ecuacién de Van der Waals se convierte en la ecuacién (1).

De esta forma se revela inmediatamente el caricter aproximado
de la formula de Mendeléiev-Clapeyron, la cual puede dar buenas
aproximaciones reales inicamente cuando las presiones p son pegue-
iias (y los voliimenes V,. grandes); si las presiones p son grandes,
hay gue tencr cn cuenta el papel de las correcciones a y b, es deeir,
emplear la férmula de Van der Waals (5).

La formula de Van der Waals tampoco es absolutamente exacta,
pero da aproximaciones a la realidad mucho mejores que las de la
férmula de Mendeléiev-Clapeyron. Lin la tabla VIII se dan los

Tabla VIII
Comparacién de los datos cmpiricos con los

obtenidos por las férmulas de Van der Waals™ para
1 | de nitrégeno a 0°C

i
Presitén en atm | pV en atm 1 (*‘ +ﬁ-1) V=14
en atm 1

1 1,0000 1,000

100 0,9941 1,000

200 1,0483 1,000

500 1,3900 1,044

1000 2,0885 0,893

resultados de la comparacién de Jos datos obtenidos por las frinulas
de Mendeléiev-Clapeyron y de Van der Waals con los datos expe-
rimentales del nitrégeno, hasta una presiéon del 1000 atm.

8i el nitrégeno cumpliera exactamente la ecuacién de estado de
los gases perfectos, el producto de su presién p por el valor del volu-



264 Capitule VII Gases

men V, obtenido por medio de medicidones experimentales a una tem-
peratura determinada 7, deberia permanecer constante para tedas
las presiones. Pero en realidad, como indicamos en el § 44, este
producto p¥ no es constante, sino que toma los valores que dimos
en la tercera columna de la tabla I (§ 44) y que repetimos ahora en
la tabla VIII. A grandes presiones, el nitrégeno es menos compresible
de lo que prevé la ley de Boyle-Mariotte. A 1000 atm el volumen
real del nitrégeno es mifs de dos veces mayor que el que se calcula
por la ecuacion de estado de los gases perfectos.

En Ia tercera columna de la tabla VIII se incluyen los valores

(p+42) 701,

obtenidos para este mismo nitrégeno, a 0° C, después de poner en
esta expresién los valores empiricos de V .Las correcciones ¢’ y b
se han referido a la cantidad de nitrégeno dada (véase la letra peque-
iia). Para ellas se han tomado los valores a’ = 1,65-10-2 atm 12
y b = 1,36.10-" 1, A temperatura I constante, segin la férmula
de Van der Waals, esta expresién debe permanecer constante para
todas las presiones p.

Los datos de la tabla VIII muesiran, que la férmula de Van der
Waals, en todo el intervalo de presiones desde 1 hasta 41000 atm,
concuerda mucho mejor con los datos empiricos que la de Mende-
1éiev-Clapeyron. La discrepancia entre los datos practicos del nitré-
geno y los que proporciona la férmula de Van der Waals no excede
de un 2%, mientras que la de la ecuacion de estado de los gases
perfectos a p = 1000 atm es mayor de un 100%.

La ecvacién do Van der Waals, expresada por la férmula (5), se refiere
a un mol de gas. Veamos como hay que cambiarla para que pucda aplicarse
a_cualquier masa de gas m. Do acuergo con la denominacién adoptada, Vges
ol volumen del gas correspondicnte a un mol. Llamando V al volumen del gas
correspoudiente a la masa m, a la temperatura y presibn dadas, tendremos:

V=._;‘_ V. (6)

donde p es el peso molecular del gas.
Poniendo en la ccuacién de Van der Waals

a
(p+vy) Wo—bty=nr
en lugar de ¥, su valor con relacién a ¥ por la férmula (6), obtencmos

mé a m [ ”
(2w (P o) gomr. o

La expresién (7) es la férmula de Van der Waals referida a cualquier masa
m de gas, en la cual las correceiones a y b tionen el mismo valor numdrico que
cuando se trataba de un mol.
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§ 61. Puntualizacién del caricter de las correcciones de Van der
Waals. Examinemos més detalladamente el papel que desempofian
las dimensiones propias de las moléculas.

Al deducir las correlaciones fundamentales de la teoria cinética
de los gases, en el § 46, consideramos que las moléculas se mueven
libremente de una pared a otra. El tiempo A¢, que transcurre desde
que una molécula dada choca con una pared hasta que vuelve a ella,
lo supusimos igual al tiempo necesario para que dicha molécula
recorra transversalmente el recipients hacia adelante y hacia atris.
Pero =i se tienen en cuenta los chogues intermoleculares, resulta
que ciertas moléculas, después de sufrir una colisién con otras,

Fig. 153. Chuqgue de una molécula con la pared.

regresan a la pared antes, mientras quo otras, por el contrario,
llegan m4s tarde, ya que a causa de los choques siguen una trayectoria
en linea quebrada. El valor medio de Az sigue siendo el mismo que
si no existieran choques intermoleculares. Pero esto solamente es
asi mientras despreciamos las dimensiones propias de las moléculas.
Veamos lo que ocurre con una molécula de didmetro o, que después
de robotar en la pared, choca con otra molécula y retorna a la misma
pared (fig. 153). Al producirse el choque, el centro de esta molécula
no llega a la pared, sino que se queda a una distancia de ella igual

¥ o
a su radio r = 7

A esta misma distancia r = % se encontrard también el centro al
chocar con la otra molécula, Por lo tanto, el recorrido libre resulta dis-
minuido en la magnitud r 4- r = ¢. No obstante, teniendo en cuenta
los choques intermoleculares oblicuos, esta disminucién no es tan
importante. Los cdlculos realizados demuestran gue es igual a /2.

Do esta forma, el recorrido libre A resulta mermado en la magni-
tud o/2, es decir, serd igual a A’ = & — —} De donde el recorrido

libre medio de las moléculas que chocan con la pared es 2 voces

menor, mientras que el mimero de choques de las moléculas con
dicha pared y, por consiguiente, la presién, resultarin -;_;-T-,— veces

mayores.
De aqui se deduce, que el producto p¥,, para un volumen molar
dado V,, no serd igual a la magnitud R7T, como prevé la ecuacién
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de cstado de los gases perfectos, sino a una magnitud %-,- veces mayor

PVo=RT 2. (1)
Y como
i B fe
- (1] [s3
Tomando para el recorrido libre medio % el valor expresado por
1a férmula (4a) § 53, obtenemos
1 1

R 15 !
{—— {e——-"V 2nny09
5 2 V o

":'l =1

e R —g— ., tendremos que

v

donde ng es el nimero de moléculas por unidad de volumen. Como

se trata de un mol de gas, cuyo volumen es ignal a Vy, resulta que
N

no = donde NV es el nimero de Avogadro, por lo tanto
iy, o 1
o T e
1.——3- i—-E-vzﬂ-ﬁ- o3
Haciendo la sustitucion
%mﬁ\r:b, 2)
obtenemos
A1 1
W ks et
2% ¥y
Y poniendo esta expresion de A/A" en (1), hallamos
PVo=RT —2— o p(Vo—b)=RT.
1—?-
]

Es decir, llegamos a Ja formula (2) del § 60, dedneida alli por
un mélodo menos rigurnso. Esta deduccién que acabamos de hacer
relaciona ol valor de la constante b con las dimensiones de las molé-
culas ¢ [férmula (2)]. Sabiendo que el volumen de una molécula v
es igual a

e S
_ s L
por la férmula (2) tenemos:

b=3)2.vN 2 4v-N. (2a)
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Y como quiera que vV representa de por si el volumen de todas
las moléculas contenidas en un mol de gas, por la férmula (2a) tene-
mos que: la correccidn de Van der Waals al volumen molecular b es
igual aproximadamente, al cuddruplo del volumen de las prapws
moléculas.

La corrolacion (d(} pmnile, conociendo el valor numérico de la correccién
b de Van der Waals, delermipar el didmetro de las moléculas ¢, Efectivamente,
partiendo de {2), tencmos

L3/

Paor ojemgﬂo para el oxigeno b = 31,6 m%mol, de dende obtenemos que,
¢l diametro (eficaz) de las moléculas de oxigeno cs lgunl a

14316
= =2,9.10-9
o= ]/314 [ e

lo cnal concuerda bien con los valores de o obtenidos por otros procedimiontos

La segunda correccién de Van der Waals ¢ estd relacionada con
el cardicter de las fuerzas intermoleculares.

Estudiemos mas detalladamente este caricter. Las moléculas son
de por si sistemas eléctricos complejos sometidos a las leyes de la
mecdnica cudntica. Las fuerzas intermoleculares tienenr, en parte,
cardeter de fuerzas de Coulomb (de atraccién entre cargas de signo
contrario y de repulsién entre cargas del mismo signo) y, en parte,
otro carfcter que sélo se explica por la mecdinica de los cuantos.
‘En general, se puede suponer, que entre las moléculas (consideradas
ordinariamente como dipolos eléctricos) existen simultineamente
fuerzas de atracecién f; y fuerzas de repulsion f,.

Llamemos por r la distancia entre dos moléculas A v B.

Ambas fuerzag, es decir, la de atraccién f;, que tomaremos como
negaliva, y la de repulsién f,, que tomaremos como positiva, pueden
considerarse inversamente proporcionales a ciertas potencias x,
¥y #5 de la distancia r que hay entro las moléculas.

Cy Csy
ft-_‘:x-;" fa= el
donde C; y C, son magnitudes constantes.

Cuando %, > x,, la [uerza repulsiva f, disminuye mds de prisa,
al aumentar la distancia, que la fuerza atractiva f,. En este caso.
la fuerza total f = f; - fa, a grandes distancias sord una fuerza de
atraccidn, mientras que a pequenas distancias lo serd de repulsién.

A las fuerzas f; y fo les corresponden las energias potenciales
Ep ¥ Ej,, iguales respectivamente a

(54 o

Epl:_W . Em=-;;‘—q (3}
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donde €’ v C" son unas nuevas constantes y los exponentes &y v k2
son iguales respectivamente a %y =%y — 1 ¥y ky =%y — 1. A la
fuerza de atraccién f; le corresponde una energia potencial negativa
(véase el § 33), mientras que a la de repulsién f,, una energia poten-
cial positiva. Representemos las energias potenciales L y Ej;
graficamente, en relacién con la distancia entre las moléculas r
(fig. 154, a). Cuando k; > k%, la curva que representa a Ep, asciende
méas bruscamente si las distancias r son pequefias, mientras que

E o)
Epk

@) b}

Fig. 154. a) Variacién de la energia potencial de atraccién Ep, ¥ de repulsidn

E,, ontre dos moléculas; b) variacién de la energia potencial 1otal de la aceidén
intermolecular.

la curva Ep,, en estas mismas condiciones desciende menos brusca-
mente. La curva resultante, quo da el total de la energia potencial

mutua de dos moléenlas Ep, = Ep, + Ep, = — ,_i’i - CT: , estd re-
r

presentada por una curva continua en la fig. 154, b. La rama des-
cendente CD de esta curva corresponde a las distancias r grandes,
en las cuales la resultante de la interaccién molecular f = f; + fa
es una fuerza atractiva. La rama ascendente DA, por el contrario, es
la correspondiente a lag distancias r pequeiias, para las que la fuerza
f es repulsiva. Cuando la distancia entre las moléculas ¢s ry = OL,
ambas fuerzag, es decir, la fuerza de repulsién f, y la de atraccién
74, son numéricamente iguales entre si. En esté punto la fuerza resul-
tante f es igual a cero. El punto L corresponde al sitio més bajo del
pozo de potencial D). Este es precisamente el punto de equilibrio.
No obstanie, la distancia r, nos da en realidad solamente la situa-
cién de equilibrio de las moléculas A y B entre si. cuando la energia
total £ de estas moléculas es menor que la ¢profundidads del pozo
de potencial D. Como quiera gue dentro de los limites del pozo
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la energia potencial E, es negativa, las dos moléculas, que al prin-
cipio se encontraban a gran distancia una de otra y que después
se, fueron acercando, siempre tendrian una reserva de energia mayor
que la ¢profundidad» del pozo de potencial D y. por lo tanto, no
podrian juntarse por la accién de las fuerzas de Van der Waals ni
formar una molécula més compleja. La unién de las moléculas for-
mando una méas compleja es posible dnicamente cuando se produce
un choque triple, es decir, cuando una tercera molécula se Ileva
el exceso de energia. Pero incluso en estos casos, si las temperaturas

7' no son demasiado bajas, la energin media -%- kT, correspondiente

a un grado de libertad, sera mayor que el valor de la energia poten-
cial Ep en el pozo, y la molécula compleja recién formada no podréa
ser mantenida por las fuerzas de Van der Waals y se volveri a de-
sintegrar.

Designemos por £, la energia cinética y supongamos que la ener-
gia total £ = E, -+ E, esti representada por la recta de puntos
trazada en la fig. 154b. Considerando que la molécula A estd inmévil
¥ que la molécula B se mueve con relacion a ella, tendremos (com-
parese este razonamiento con el del § 33), que la molécula B, empe-
zando desde grandes distancias r, y hasta llegar a r,, so mueve en
direccion a la molécula A con una volocidad cada vez mayor, debido
a las fuerzas atractivas que existen en este tramo. Al llegar al punto
L, correspondiente a la distancia de equilibrio entre las moléculas,
la B tienc una reserva de energia cinética £, = E —E,, gracias
a la cual atraviesa la posicién de equilibrio L y sigue aproximéndose
a la molécula A4, venciendo las fuerzas de repulsién, hasta que toda
su energia cinética se transforma en la energia potencial represen-
tada por ol segmento NM. Después do perder su energia cinética,
cuando r = ¢, siendo 0 = ON la abscisa del punte M, la molécula
B, influida por las fuerzas de repulsién, comienza a separarse de
la molécula A y vuelve a pasar por todas las etapas del movimiento
que hemos analizado, pero en sentido contrario. La distancia ON =
= ¢ determina precisamente la minima a que se aproximan entre
si los centros de las moléculas en el instante del choque. El segmento
a = ON representa por lo tanto el didmetro eficaz (suma de los
sradiosy) de las moléculas. Como vemos, el valor de o depende del
valor de la cnergia total £, es decir, de la velocidad con que la molé-
cula B se mueve en direccion a la molécula 4, cuando se encuentra
a una gran distancia r de ella. Guanto mayor sea E, tanto mds alto
se encontrard el punto de interseccién de la recta, que ropresenta
la energia total E, con la curva que representa la energia potencial
Ey y, por consiguiente, menor serd o. De esta forma, el didmetro
eficaz o de las moléculas no es una magnitud constante, sino que
depende de la velocidad de las moléculas que chocan. Sin embargo,
cuando en el tramo préximo al punto M la curva potencial se eleva
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bruscamente, al aumentar la energia E el segmento ON = o varia
poco, es decir, en este caso, el didmetro cficaz o no depende mucho
de la velocidad de las moléculas.

El cardcter de las fuerzas que examinamos demuestra, que el
proceso del choque entre moléculas no se parece, en general, al de
dos esferas elasticas. El ¢«choques de las moléculas es el resultado
de la accidn de las fuerzas intermoleculares de repulsion, que dependen
de la distancia r que hay entre cllas y que aumentan rapidamente
al disminuir ésta.

§ 62, Isotermas de Van der Waals. Estado critico de la substan-
cia, La ecuacién de Van der Waals.

(p+-v5) (Vo—b)=RT (1)

es una ecuacién algébrica de tercer grado con respecto a V,. Por
consiguiente, puede dar uno o tres valores diferentes para el volumen
molecular V,, segin sean los valores de p y 1'%). Representando
graficamente la relacién entre py
V, de la ecuacién de Van der Waals,
para diferentes 7T, obtenemos una
serie de isotermas (fig. 155). Cada
una de las curvas de la fig. 155 (iso-
termas) corresponde a una tempe-
ratura 7: cuanto mayor es esta tem-
peratura, mis a la derecha y mis
alta se encuentra la isoterma en la
antedicha figura. Como vemos, la

ok

/

v -
L/ ”w Fig. 155, Isotermas de Van der Waals.

isoterma s6lo crece mondtonamente al disminuir V, (de forma parecida
a la isoterma correspondiente a la ley de Boyle-Mariotte), cuando las
temperaturas 7' son elevadas. En esta isoterma, a cada valor de la
presién p le corresponde un valor determinado del volumen molecular
V. es decir, lo mismo que ocirre cuando el gas cumple la f6rmula de
Mendeléiev-Clapeyron. A temperaturas més bajas, en un campo de-
terminado de presiones y voliimenes las isotermas presentan ondu-
laciones. En este campo, en términos generales, a cada presién p
« le corresponden tres valores del volumen V.

*) Toda ccuacién algébrica de tercer grado con coclicientes reales y tér-
mino independicnte ticnie siempre tres solucinmes, pero dos de ellas pueden ser
complejas. Como la magpitud ¥V, es real tendremos para ella una o tres solu-
ciones difcrentes.
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Para explicar el sentido de esta dependencia, tan extrafia a pri-
mera vista, hay que recurrir a la experiencia. En Ja fig. 156 se
representan las isotermas obtenidas experimentalmente para el
anhidrido carbomico (COj). A »-
altas temperaturas T, las isoter-
mas del anhidrido carhdnico se L
parecen a las de los gases perfec-
tos., Pero a temperaturas més ba- 700
jas el caricter de estas isotermas
es completamente distinto. En
la fig. 157 se muestra esquemé- &0f

ticamente una de las isotermas L1
de temperatura més baja. -0l
401 g)ouso
; L 31390
Fig. 156. Isotermas experimentales 5 f =10
del anhidrido carbénico {(00s). 0,002 .01 0,02 0,03 Uy

Pa_ra mayor claridad daremos a conocer esquemdticamente el
experimento en que se determiné la relacién entre el volumen mole-
cular ¥, y la presién p para el anhidrido carbénico. El esquema

? (fig. 158) es el siguiente: en el cilin-

1 dro de paredes gruesas 4, debajo del

émbolo B, se encuentra un mol de

anhidrido carbénico cuya temperatu-

il N ra T se mantiene constante durante
(+

el experimento. El volumen V,, que
ocupa el anhidrido carbénico, puede

o]

= ——

v Y% Fig. 157. Isoterma experimental.

B

medirse al variar la posicién del émbolo. La presién correspon-
diente a estas variaciones de volumen se mide con el manémetro C.

Cuando los volimenes ¥V, son grandes, al bajar el émbolo B
aumenta monétonamente la presién del anhidrido carbénico. A esta
parte del procese corresponde la rama ON de la isoterma represen-
tada en la fig. 157.

Hasta este momento las cualidades del anhidrido carbénico son
anilogas a las de un gas perfecto, aunque aquél revela una compre-
sibilidad algo mayor que la prevista por la ley de Boyle-Mariotte.
Pero al Ilegar a una presion determinada p,, a la que corresponde un
volumen V; (punto N de la isoterma), el comportamiento del anhi-
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drido carbénico ecambia bruscamente: al seguir bajando el émbolo,
la presidn p, permanece constanie y comienza el proceso de licuefaccitn
del gas. Cnanto méas haja el émbolo, mayor es la cantidad de gas
(que en estas condiciones suele llamarse vapor safurado) gque pasa
al estado liquido. El punto M de la isoterma, gue caracteriza la
presion p, y el volumen V,, corresponde a la
liquidacién total del aunhidrido carbénico que se

4 encuentra debajo del émbolo. En este momento
i debajo de dicho émbolo no hay mds que liquido

Fig. 168. Esquema dol experimento para hallar las
isotermas,

y para que aguél pueda continuar bajando hay que aplicar enormes
esfuerzos, pues, como ya sabemos, los liguidoes son muy poco compre-
sibles. La rama ML de laisotermacorresponde al estado liguido del
anhidrido carbanico.

.La presion p,, a que tiene lugar la licuefaceién, se denomina
presién (ignsion) del vapor saturado a la temperatura T. Cuando la
presion p es igual a la del vapor saturado po, la cantidad de substancia
dada puede tener cualquier volumen molecular comprendido entre Vy
y Vi. En este tramo la substancia puede encontrarse simultinea-
mente en forma de dos estados de agregacitn (o cormo suele decirse,
en dos fases), liquido y gaseoso. Cuanto més se aproxime el valor
del volumen a V¥, mayor sera la parte de la substancia que se encuen-
tra en estado liguido y menor la que lo estd en estado gaseoso
{vapor).

Isotermas andlogas pueden obtenerse para todas las demds gubs-~
tancias, dentro de la zona de temperaturas en que es posible hacerlas
pasar por compresién del estado gaseoso al estado liquido.

La comparacién de las isotermas experimentales con las tedricas
de Van der Waals nos muestra, que el tramo ondulado de las de Van
der Waals corresponde al paso de la substancia del estado gaseoso al
liguido o viceversa. No obstante, este paso so realiza en realidad
siguiendo no una curva ondulada, sino unarecta a presién constante po
(la recta MN de la fig. 157).

De esta forma, las isotermas de Van der Waals no sélo reflejan
méas exactamente el comportamiento del gas que la isoterma del
ras perfecto, sino que ademds abarcan el periodo de la licuefaccion
de los gases y expresan la propiedad que éstos tienen de ser muy poco
compresibles.

A medida que aumenta la temperatura, el tramo ondulado de
1as isotermas de Van der Waals se va haciendo mas estrecho, es decir,
disminuye la diforencia entre los volimenes V; ¥y V,, donde V{ es
el volumen correspondiente al casoen que, a la presion pg, la subs-
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tancia se halla totalmente en estado gaseoso (cn forma de vapor)
y Vg, el volumen on que, con la misma presién pg, la substancia ha
pasado por completo al estado liquide. En la fig. 159 se confrontan
las isotermas reales de diferentes temperaturas. La zona sin rayar
corresponde al estado gaseoso de la substancia; la zona punteada,
al estado liquido-gas (dos fases), y la
zona rayada, al estado liquido.

Entre las isotermas de Van der
Waalshay una que separa entre si las
isotermas que tienen ondulaciones, de
las que carecen de ellas. Esta isoterma
recibe el nombre de isoferma critica y
su temperatura, el de temperaiura
critice Ty, (véanse las figs 155 y 159).
La isoterma critica tieme, en lugar de
la ondulacién, un punto de inflexién

P

Fig. 159. Variacién de las isotermas cxpe-
rimentales

¥

K. In_este punto la tangente a la isoterma es paralela al eje de abs-
cisas. El punto K se llama punio critico y los valores correspondicntes
del volumen ¥, y de la presién py, volumen critico y presion critica
respectivamente. Cada substancia tiene unos valores determinados
para la temperatura, presién y volumen molecular eriticos.

El concepto de temperatura critica fue propuesto por D. Mende-
Iéiev en el afio 1861. Ensus investigaciones Mendeléiev denoming tem-
peratura criticaaladela ebullicién absoluta del liquido, considerdn-
dola como la temperatura en que desaparecen las fuerzas de co-
hesién entre sus moléculas y éste se convierte en vapor, indepen-
dientemente de la presién y del volumen espocifico.

Este concepto de la temperatura eritica estd cormpletamente de
acuerdo con la idea moderna del paso del estado liquide al gaseo-
0.

Efectivamente, como vemos en la fig. 159, en la que se delimitan
los estados gaseoso y liquido y la zona de licuefaccién, es evidente

ue:
1 1) a temperaturas mayores de la critica 7', la substancia puede
existir solamente en estado gaseoso. Todo gas, cuye temperatura T
sea mayor que la critica Ty, jamis puede liguidarse por compresién.
En cambio, a temperaturas menores de la critica, el estado en que
se encuentra la substancia depende de la presién y puede ser gaseoso
18- 0705
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o liquido o presentar dos fases a un mismo tiempo, es decir, la liquidx
y la de vapor saturado*).

2) el valor de la tensidn del vapor saturddo p, no puede ser mayor
que ¢l de la presién critica p, de la substancia dada;

3) el valor del volumen de la substancia en estado liguido no puede
ser mayor que el del volumen critico de la cantidad dada de dicha
substancia.

M. P. Avenarius y sus discipulos A. 1. Nadi6zhdin, V. I. Zayon-
chevski y otros, estudiaron las temperaturas criticas de un gran

Vo)

Fig. 160. Las curvas LL' y GG’ representan
respectivamentc las variaciones de los vela-
menes especificos del liguido y del vapor satu-
rado, en funcién de la temperatura. Ambas cur-
vas coineiden en ¢l punto corl'es}:'ondient.a ala
temperatura critica Tj.

nimero de liquidos y de sus mezclas. A. I. Nadiézhdin fue el primero
en determinar (en 1885) la temperatura critica del agua (374° C).
El renombrado fisico ruso A. G. Stoliétov también sc ocupd del
estado critico de las substancias. Estudié el material experimental
existente y lo confronté con los datos tedrices.

Construyamos un diagrama (fig. 160) tomando como absecisas
lag temperaturas y como ordenadas los voliimenes especificos (es
decir, los volimenes de la unidad de masa) del liquido y Jos de su
vapor saturado que se encuentra en equilibrio. Como el liquido se
dilata al calentarse, la curva LL', que representa el volumen especi-
fico de dicho liquido en funcién de la temperatura, so eleva. A medida
que va aumentando Ja temperatura, el volumen del liquido se va
haciendo mayor con més rapidez, puesto que su coeficiente de dila-
tacién no es constante, sino que aumenta con la temperatura. Por
esto, la curva LI’ se tuerce hacia arriba. El volumen especilico
del vapor saturado esta representado por la curva GG'. Al aumentar
la temperatura, una parte de liquido se evapora y hace que aumente
1a densidad del vapor que hay sobre él. Este aumento de la densidad
del vapor supone una disminucién de su volumen especifico, por
lo que la curva GG’ se tuerce hacia abajo. Hay un cierto punto K.
on el cual so confunden ambas curvas. Este punto es el correspondiente
al voliimen especifico méximo del liguido y, por consiguienle, es

*) Mas adelanle veremos que también cs posible lu coexistencia de tres
fases, es decir, la gaseosa, la liguida y la sélida,
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su punto eritico, y la temperatura que lo caracteriza es la temperatura
critica ', Vemos, pues, que en el punto critico coinciden los voli-
menes especificos del liquido y del vapor, es decir, en el punto critico
deseparece toda diferencia enire el liquido y el vapor. El paso del
estado gaseoso al estado ligquido es continuo en el punto critico.
il calor de vaporizacién del liquido
se anula a la temperatura critica. A P
esta temperatura también se anula el
coeficiente do tensién superficial del
liquido.

Fig, 161, Comparacién de la isoterma tcé-
rica con la experimental.

]

En las proximidades del punto critico, en todo elvolumen del
gas se forman y vuelven a desintegrarse niicleos locales de conden-
sacién; a esto se debe el enturbiamiento (llamado opalescencia)
que se produce en la substancia al aproximarse al punto eritico.

Pero examinemos més detalladamente la diferencia que existe
entre las isotermas experimentales y las tedricas de Van der Waals.
En las isotermas experimentales, en lugar del tramo ondulado existe
una linea recta MV, quo volvemos a representar en la fig. 161. No
obstante, algunos puntos del tramo ondulado pueden conseguirse,
en determinadas condiciones, experimentalmente. Asi, cn un espacio
sin polve y carente do cargas eléctricas, se puede conseguir vapor.
a una presién p mayor que la tensién p, del vapor saturado a la tem-
peratura dada. Este vapor se llama sobresaturado. El estado de vapor
sobresaturado corresponde a la parte Nag de la isoterma, la cual
entra en la regién de la ondulacién. En condiciones normales, en
las capas superiores de la atmésfera se forman frecuentemente gran-
des masas do vapor sobresaturado. Si en el espacio en que se encuentra
este vapor sobresaturado irrumpen gotas de agua o particulas de
polvo o con carga eléctriea, se produce una condensacién que da lugar
a la niebla.

De forma andloga puede conseguirse que la substancia se encuen-
tre en estado liquido a una presion menor que la tensién del vapor
saturado a la temperatura dada, sin que pase al estado gascoso; este
estado corresponde a la parte Mb de la isoterma.

Entre las isotermas de Van der Waals hay algunas que tienen
partes que se encuentran por debajo del eje de abscisas, es decir,
en la rogién de las presiones negativas (véase la fig. 155). Estos
estados representan de por si un liquido «estirado» y también pue-
den conseguirse prdcticamente. Por ejemplo, puede hacerse que el

13+
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mercurio liquido se mantenga en un tubo manométrico a una altura
mayor de 760 mm, es decir, cuando la presién del mercurio no se
equilibra por completo con la presion atmosférica. Esta columna de
mercurio estd «estirada» por su propio peso, pero no llega a frac-
cionarse.

Iiste experimento demuestra que en los liguidos reales existen
fuerzas de cohesion,

El tramo descendente ab (fig. 161) de las isotermas es imposible
de ohtener practicamente; cabe suponer que corresponde a un estado
totalmente jnestable de Ja substancia.

§ 63. Delerminacién de las magnitudes criticas. Ecuacién en magnitudes
reducidas, El estudio de la ceuacién de Van der Waals (5) del § 60 nos permite
determinar la relacién que existe entre los valores de la temperatura, presién
v volumen maolecular criticos, Ty, PRy Ve, ¥ de las correceiones a y b

T'ransformemos la ccuacion de Vao der Waals

(p-}-ﬁi—) (Vo—B)=RT, (

multiplicando sus dos micmbros sor V3/p, abriendo los paréntesis y ordenando
los Lérminos segin las potencias de Vy, oblenemos

RT I
Vi—(S-+) i+ Vo S0, @

Agui puede verse directamente que la ccuagién de Van der Waals es una
ecuacion de tercer grado con respeeto a Vi *).
La ecuacién de Van der Waals para la temperatura critica 7 = Ty,

BTy a ab
P { b P Wy — D @

tiene en el punto critico K (fig. 155) una inflexién. Por consiguiente, en este
punto ticne una raiz triple Vi, y pucde representarse de la forma

i (Vo— Vor)*=10
o, después do elevar al eubo,
. VE— 8V Vi3V, Vo—Vi,=0. %)

=) En Algebra so demucstra, que toda ccuacién de tercer grado con coefi-
cientes reales ¢q, g ¥ término inéup@ndionm también real ¢g:
@ et ez 4oy =0 @

ticue tres Taices, zy, T3 ¥ g, do las cuales pneden ser reales todas ellas o una
:3]01:%. Utilizando estos valorss do &y, @2 ¥y z3 la ecuacién (3) puede representarse
e la forma

(2 — ) (& — @) (. — 25} = 0. (3a)

Las ecuaciones (3) y (3a) son idénticas entre si. En el caso particular de
que las tres rafces de la eeuacién (3) coincidan entre si, ¢s decir, #. = #2 =
= x, — 2z (raiz triplo), la ccuacién (3a) tomara el aspécto

(z —agP =0,
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Las ecuaciones (5) y (4) deben ser idénticas entre sf, lo cual es posible si
coinciden los coeficientes de las potencins iguales de Vg, de donde
RTy e 2 aly 3
——-b=3V — =035 —=Vi
T e BR L TR

Resolviendo estas tres ccuaciones con respecto a las incégnitas 7, Vop
¥V Pp, tenemos:

8a a
Th=gmr s Vo= P ©

De esta forma, los mognitudes eriticas 7%, Vi v pp se expresan directa-
mente por medio do las correcciones o y & de Van der Waals,

Utilizando la correlacién (8), puede transformarse la ecuacién de Van der
Waalg, Para cllo, introduzcamos los conceptos de presidn, volumen y fempera-
tura reducidos x, © y 1, entendiéndose glor ellos la relacién entre In presidn,

volumen_imolecular y temperatura de la substancia y sus corrcepondientes
magnitudes criticas:

P Vi
M=, W=— Te==——, 7
I Vir =T, @
En este caso, partiendo de las igualdades (6), hallamas:
a i 8a
pegmr e Vomdte, T=—mms.

Pontendo estos valores de p, Vo y 7 en o ceuacién (1) y haciendo las trans-
formaciones algébricas necesarias obtenemos:

(n +%] (B0 —1)=8r. &)

La ceuacién (8) sustituye a la de Van der Waals, referida a un mol, y se
denomina ecuacidn en maﬁnitndes reducidas.

En la ecuacién (8), ademés de la presién, volumen y temperatura reducidos
W, ® ¥ T, colamente entran nimeros. No obstante, esta desaparicién aparcnto
de las constantes caracteristicas del estado del gas dado obedece a que, en dicha
ecnacién figuran precicamente la presién, volumen y temperatura reducidos,
es decir, la relacidn entre la presidn, volumen y tomperatura y las correspondicu-
tes magnitudes eriticas del gas dado.

La ccuacién (8) permite precisar los criterios que hacen quo la ecuacion
de estado de los giases perfectos sea una buena aproximacién a la realidad.
Supongamos gue el volumen molar del gas ¥, es grandc en comparacién con
su volumen ecritico Vgp; en este caso, por definicion, el volumen reducido w
sord grande con relacion a la unidad, de donde la ecuacién (8) se podra escribir
aproximadamente asi:

=g T
Poniendo aqui, en lugar de 5, @ ¥ T, sus valores (7), obtenemas
8 v,
V=g p;.;h T, )
pero, recurriendo a las correlaciones (6), s ve ficilmento, que
8 pVon
3 T =1
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donde A es la constantc de los gases y, por consiguiente, (9) toma el aspecto
pVe = RT,

que es la férmula de Mendelgiev-Clapeyron referida a un mol. De este modo,
la ccuacién de Van der Waals se transforma en la do Mendeléiey-Clapeyron en
aquellos casos en que ¢l volumen del gas es grande en comparaciér con su volu-
men critico.

De la ecuacién. en magnitudes reducidas se desprende el llamado teorema
de los estados correspondientes, cuya esencia se reduce a lo que sigue: si los esta-
dos de dos gases distinlos e toman de forma que la relacién entre dos de sus
tres magnitudes p, Vo ¥ 7, ¥ las comspondinntos magnitudes criticas py, Vo
¥ T, son iguales para ambas, la relacion entre sus terceras magnitudes y las
criticas correspondientes también lo serd. Por ejemplo, si dos gases se toman
en unos cstados para los que 2, 2&-}' ek c:-g"-' , &6 tendrd también que

Bre Paz” T Tag
Yo _ Yoo

Vour  Vopz
qm]:‘ por ejemplo, cuando x ¥ T son iguales para dos gases, también {iene que
serlo w.

Cuando se trata de cuerpos quimicos semojantes, cuyas femperaturas eri-
ticas no se diferencian mueho entre gi, o} toorema de Jos estados correspondien-
tes se cumple con mix oxactitud que la quo da la férmula de Van dey Waals,
si comparamos sus resultados con los datos ex]ierimantales de cada uno de los
cuerpos por separade. Esto indica, %ue las discrepancias que revelan esios
cuerpos con relacién a la férmula de Van der Waals tienen ¢l mismo caricter.

s discrepancias cuantitativas que presuntan las substancias reales, con
respecto a la formula de Van der Waals, se hacen todavia més patentes en las
proximidades del punto critico, Partiendo de la férmula (8) es facil deducir,
que entre las magnitudes criticas py, Vg ¥ 7 tiono lugar 1a correlacién,

. Este teorema se deduce directamente de la ecuacidn (8), pucsto

3 "
prVon=—g RTy, (10)
0
RT, _ 8
= —=2,0667.
piVor 3 g (0w

La correlacién (10) sustituye a la ecuacidn ppVo, = RTj, correspondiente
1 la de estado de los gases perfectos. La discrepancia entro los datos de la f6r-
mula de V an der Waalsy los do_a formula de Mendeléiev-Clapeyron llega a ser
do casi 2,7 veces. Sin ombargo, los dalos de la primera también estﬂnei:ios de
R

coincidir exaclamente con los experimontales, La relacibn K; = -Eg.-— . que
Pr¥ oy

8

segfin la férmula (10a) deberfa tener el valor de 5 para todas las substancias,
toma en realidad diferentes valores para distintos cuerpos y so diferencia bastan-
to de T- En la tabla IX se dan los valores que toma Kj (coeficiente eritico) para
algunos gases,

La diferencia es particularmente grande para el agua, hecho que so explica,
porque al aproximarse al punio critico, sus moléculas se asocian formando
grupos mas complejos.
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o Tabla IX
Valores de los coeficienles erilicos K para algunos gases
GBS v 4 womovn He H, Ny Ar [0S CO, | H0
Ky & vsmay 3,13 | 3,08 | 3,42 1 3,43 | 3,42 | 3,486 | 4,46

§ 64. Energia interna de los gases reales. Efecto Joule-Thomson
Como demostramos en el § 48, la energia interna de un gas perfecto
U es la energia cinética del movimiento de sus moléculas £, = Zo
para una cantidad determinada de gas, esta energia es independiente
del volumen y de la presién y tinicamente depende de su temperatura
7T; para un mol de gas perfecto U = E, = CyT, donde Cy es el
calor especifico molar a volumen constante (véase el § 49).

En los gases reales, como hemos visto, desempefian un papel
importanto las fuerzas intermoleculares. Por esto, la energia interna
de un gas real estd integrada por la energia cinética del movimiento
de sus moléculas y por la encrgia potencial que exisie entre ellas

U =E,+ E,. (1)

La energia potencial intermolecular depende de la distancia
media que hay entre las moléculas, por lo tanto, E, debe depender
del volumen del gas. Cuando el volumen del gas varia sin que se
produzea intercambio de emergia con los cuerpos circundantes, su
reserva total de energia interna U permanece constante y, por con-
siguiente, de la igualdad (1) se deduce:

AE, = —AE,, (2)
=

es decir, que cuando varia el volumen del gas real, la energia ciné-
tica del movimiento de sus moléculas debe también variar a costa
de la variacién que experimenta la cnergia potencial.

Como quiera que para el gas real el calor especifico a volumen
constante Cy también dependo tdnicamente de la energia cinética
del movimiento de sus moléculas, la igualdad E, = CyT (para un
mol) segniri en vigor y, entonces, de la expresién (2) se deduce que:

AE, = —Cy-AT. (3)

De donde obtenemos que: al variar el volumen, sin que se realicen
trabajos externos ni se produzea intercambio de calor con los cuerpos
circundantes, la temperatura del gas real varia. El primer intento
de descubrir este fenomenao se debe a Joule, el cual introdujo en un
calorimetro con agua dos recipientes, 4 y B (fig. 162), unidos entre
si por un tubo provisto de la llave de paso €. En el recipiente B
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se hacia el vacio, mientras que el aire del recipiente A se encontraba
a cierta presién p. Cuando se abria la llave C, el aire del recipiente
A irrumpia en el B, expandiéndose sin realizar trabajo exterior.
Al ocurrir esto, Joule no consiguié apreciar en
el calorimetro ninguna variacién de temperatu-
ra. Esto le hiio llegar a la conelusién, de que,
cuando el volumen del gas varia, su energia in-
terna no sufre alteracidn.

Pero, poco tiempo después, Joule y Thom-
son repitieron este experimento por un pro-
cedimiento més sensible. Consistié éste en

CH o

Fig. 162. Experimento de Joule.

quo en el tubo que unia entre si los recipientes 4 y B colocaron
un tapén de materia porosa C (fig. 163). El tubo fue envuelto en
material termoaislante. La presién p; y pp del gas, en los recipientes
A y B respectivamente, se mantuvo constante. El gas pasaba por
el tubo experimentando un salto de presion
en el sitio en que se encontraba el tapém. A
ambos lados de este tapén habia unos termd-
metros muy sensibles. En estas condiciones,
se descubrié quo entre las temperaturas que
indicaban ambos termémetros existia una

Fig. 163. Experimento de Joule-Thomson.

pequeiia diferencia. Para la mayoria de los gases, la temperatu-
ra observada por el lado del tapén en que el gas se expandia, era
algo mas baja. Pero con el hidrégeno ocurria lo contrario, es decir,
que al expandirse so calentaba. Este efecto de la variacién de la
temperatura del gas al expandirse (sin intercambio de calor ni
realizacién de trabajo exterior) recibe el nombre de efecto Joule-
Thomson. Este efecto es una consecuencia de la discrepancia que
oxiste entre lag cualidades de los gases reales y la de los gases per-
fectos.

Cuando el efecto de Joule-Thomson consiste en un enfriamiento
del gas que se expande, se ha convenido en Namarle positivo, ¥
cuando consiste en un calentamiento de dicho gas, negativo. Poste-
riormente se esclarecié que el signo del efecto J oule-Thomson depende
de cuél de las correcciones, a o b, de la ecuacién de Van der Waals
es la predominante. . d
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La relacion entre el efecto Joule-Thomson y las correcciones a
y b de la ecuacion de Van der Waals

{(p++7) Vo—t)=rT

se puede establecer examinando las curvas de la energia potencial
que se dieron en el § 61.

Para simplificar examinaremos dos casos concretos: 1) el de
ul gas cuya correccion a se puede despreciar, y 2) el de un gas cuya
correccion b puede despreciarse.

Como hemos visto, la correccién e de la ecuacién de Van der
Waals estd relacionada con la existencia de fuerzas atractivas entre
las moléculas. Por lo tanto, en el primer caso habri que considerar
que las fuerzas internoleculares atractivas son muy pequeiias y
tienden a desaparecer y que hay quo tener en cuenta solamente las
fuerzas repulsivas. En estas condiciones, la energia potencial inter-
molecular E;, como funcién de la distancia r entre las moléculas,
podrd representarse por la curva que muestra la fig. 164, a.

Epp

]

a b

Fig. 164. Energias potenciales de la accién intermolecular a) cvando existen
fucrzas ropulsivas; b) eunndo existen fuerzas atractivas.

A una presion mayor p, del gas le corresponde una distancia
media menor entre las moléculas r;, mientras que a una presién
menor p, le corresponde una distancia media r, mayor. De donde,
como se ve en la {ig. 164, a, al disminuir la presién disminuye tam-
bién la energia potoncial intorna:

AE, = Eypy — Epy < 0.

Pero cuando AE, << 0, por la igualdad (3) se obtiene que AT = 0.

De este modo llegamos a la conclusién de que: todo gas cuya
correccién a, de la ecuacién de Van der Waals, puede despreciarse,
mientras que la b desempefia un papel apreciable, se calienta al
expandirse.
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El segundo caso se reficre a un gas cuyas moléculas tienen unas
dimensiones tan pequeiias que pueden considerarse puntuales.
Esto significa que, a distancias de alguna consideracién, entre
las moléculas no existen fuerzas de repulsién sensibles. Por lo tanto,
hay que tener en cuenta (exceptuando log momentos de choque)
tinicamente las fuerzas atractivas, a las cuales corresponde la relacién
entre la energia potencial E, y la distancia r que se muestra en la
fig. 164, b.

En este caso la energia potencial es negativa y al aumentar r
disminuye su valor numérico, por lo cual

ﬁE}n = Epg e E,Pi - 0.

De donde, basindonos en (3), obtenemos que AT << 0. Es decir,
todo gas cuya correccién b, de la ecuacion de Van der Waals, puede
despreciarse, mientras que la a juega un papel importante, se enfria
al expandirse.

Un gas real produce un efecto Joule-Thomson negativo cuando la
correcei6n b, que tiene en cuenta las dimensiones de las propias molé-
culas, es la que desempeiia el papel principal; por el contrario, pro-
ducird un efecto positivo, cuando el papel principal le corresponda
a la correccién a, que tiene en’cuenta las fuerzas de cohesién inter-
moleculares.

£l papel que juegan las correcciones ¢ y b depende de la tempera-
tura y de la presién y, por consiguicnte, puede variar para un mismo
gas. Por esto, el efecto Joule-Thomson que produce un mismo gas
real puede ser positivo o negativo, dependiendo de las condiciones

P -

¢
g

r Fig. 165. Curva de inversi6n.

exteriores que influyen sobre él. A presiones muy altas, el papel
principal lo desempefian, enjcualquier gas, las dimensiones de las
propias moléculas, es decir, la correccién b, por lo que, en ostas
condiciones todos los gases producen un efecto Joule-Thomson
negativo.

Para ciortos valores de la™presién p y de la temperatura T, el
papel de ambas correcciones, a y b, es igual; cuando el gas real se
encuentra en este estado, el efecto Joule-Thomson gque produce
es nulo, os decir, el gas ni se calienta ni se eniria al expandirse.
El estado del gas que produce un efecto Joule~Thomson nulo se de-
nomina punto de inversién. El conjunto de todos los puntos de in-
versién forma la curva que muestra la fig. 165. Para cualquier punto,
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correspondiente a unos valores de p y 7' dados, el signo positivo
© negativo del efecto Joule-Thomson dependeri de la posicién que
dicho punto ocupe con relacién a la curva de inversién: si el punto
se encuentra por debajo de la curva, el efecto serd positivo; si se
encuentra por encima, el efecto serd negativo.

§ 65. Licuacién de los gases. Ll estudio de la ecuacién de Van
der Waals nos ha demostrado, que un gas puede licuarse por compre-
8ién unicamente cuando su tomperatura 7' es inferior a la temperatu-
ra critica 7. Las isotermas del anhidrido carbénico, que dimos
en la fig. 156, muestran que, a temperaturas superiores a la critiea,
es decir, a 31° G, no se consigue licuar este gas ni a las presiones mds
altas. La inflexi6n correspondiente a Ia condensacién y licuacién
del anhidrido carbénico s6lo aparece en las isotermas cuya tompe-
ratura es inferior a 31° C.

En la tabla X se dan los valores de las temperatnras y presiones
criticas, 7 y pn de algunos gases.

Tabla X
Temperaturas y presiones criticas
Tempetratiura Presidn
Substanecia oritica T), |  critica p),
en =0 e atm
Agua, HLO . ., . . ., ., 374 217
Glovg, By = o 5 sown 144 76
Ameoniaco, NH; , ., ., . 132 112
Anhidrido carbénico, GO, #H 73
Kriptén, Kr oy —62,5 54
Oxigeno, O, . . . . . . —118,8 50
Argon, AT o & v voowa —122,4 48
Nitedgeno, Ny . . . . . —147 33,5
Ne6n, Ne . .. .... —228 26
Hidrdgeno, Hy . . . . . —240 12,85
Helio, He . . ... .. —2067,9 2,2

In esta tabla se ve, que los gases como el nitrégeno, el oxigeno
(y por consiguiente su mezcla, es decir aire), el hidrégeno y el helio,
tienen temperaturas criticas bastante bajas. Por lo tanto, unicamente
pueden licuarse después de someterlos a un fuerte enfriamiento,
Pictet utiliz6 para licuar los gases la propiedad que tienen los li-
quidos de enfriarse por ovaporacién intensiva (debido al gasto de
energia interna que produce la vaporizacién, es decir, a la pér-
dida del calor de vaporizacién). Pictet, sometiendo a evaporacién
intensa anhidrido sulfuroso liquido, consiguié que la temperatura
de éste disminuyera sensiblemente. Dentro del recipiente en que
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tenia lugar la evaporacién del anhidrido sulfuroso liguido habia
un serpentin, por el cual circulaba anhidrido carh6nico a gran pre-
sién. En estas condiciones, el anhidride carbénico se liquaba,
Una vez convertide en liguido, este anhidrido carbénico iba a parar
a otro recipiente, por el que pasaba untuho con oxigeno comprimido,

Fig. 166. Miquina de Linde.

y alli se evaporaba. Como resultado de la intensa evaporacién, el
anhidrido carbénico liguido se enfriaba hasta —130° C, es decir,
hasta una temperatura inferior a la critica del oxigeno, el cual podia
entonees licuarse sometiéndolo a gran compresion. .

En 1884 Wroblewski y Olzewski licuaron el hidrégeno compri-
miéndolo hasta 190 atm al mismo tiempo que lo enfriaban con oxige-
no hirviendo. A finales del siglo pasado, Dewar y Linde propusieron
emplear el efecto Joule-Thomson para enfriar los gases.

El esquema de la mdquina de Linde para obtener aire liquide
se muestra en la fig. 166. Consta de un compresor € de dos cilindros,
movido por un motor eléctrico, en el cual se comprime el aire hasta
una presién de 100 atm. El aire asi comprimido pasa por el tubo
mas delgado de un serpentin & (formado por varios tubos motidos
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unos dentro de otros) y al llegar a Ia véilvula a se expande de repente.
Al ocurrir esto, su temporatura baja (puesto que el aire en estas
condiciones produce un ofecto Joule-Thomson positivo). La porcion
de aire enfriado de esta forma se eleva por el tubo exterior del ser-
pentin y enfria la nueva porcién que desciende a su encuentro por
€l tubo interior, Esta segunda porcién de aire se enfria parcialmento
antes de llegar a la vilvula @, pero al pasar por ella y expandirse
se enfria atn més por el efecto Joule-Thomson. Repitiendo esta
operacion un numero suficiente de veces, se consigue enfriar el aire
hasta temperaturas inferiores a la critica y licuarlo. El aire liguido
se recoge en un vaso de Dewar ¢, en el cual, debido al poco calor que
le llega del exterior, puede conservarse durante bastante tiempo.

Como el aire estd formado principalmente por nitrégeno y oxi-
geno, ¢l aire liguido es una mezela de dos liquides. Pero el punto
de ebullicién de cada uno de ellos es diferente. A la presion atmosfé-
rica el nitrdgeno liquido hierve a —1935,7° C, mientras que el oxige-
no liquido lo hace a —183° C. Por esta razén, el aire liquido se en-
riquece en oxigeno a medida gue se evapora, puesto que ol nilré-
geno es el primero en hervir.

Si se evaporan dos terceras partes del aire liquido, el resto con-
tendra un 53% de oxigeno.

El aire liguido se emplea mucho en la actualidad, tanto en los
laboratorios como en la técnica. En los primeros se utiliza para hacer
€l alto vacio (véase el § 60) y para otros fines. En la técnica se han
extendido mucho las maquinas que proporcionan separadamente
oxigeno y gitrégeno liquidos. La separacién de ambos gases del
aire se basa en la diferencia de sus temperaturas de licuacién y
ebullicion. .

El algodén o el carbén vegetal impregnado de oxigeno liquide
son explosivos muy poderosos que se emplean en trabajos de mineria.
El oxigeno liguido se utiliza también en aviacién, para vuelos de
gran altura, durante los cuales se evapora y produce el oxigeno ne-
cesario para la respiracién de los aviadores.

Il procedimiento de la destilacién fraccionada se utiliza también
para separar del aire los gases raros, como el helio, neén, argén
kripton y xenén. El método de Dewar-Linde sélo se puede emplear
directamente para licuar aquellos gases gque a 20° C producen un
electo Joule-Thomson positivo.

Los gases que a la temperatura indicada producen un efecto
Joule-Thomson negativo tienen que enfriarse previamente hasta
un punto inferior al de inversién. Por ejemplo, el hidrégeno debe
enfriarse hasta —80° C, para que al disminuir la presién desde 200 atm
hasta 1 atm produzea un efecto Joule-Thomson positivoe. El helio,
para este mismo intervalo de presiones, tiene una temperatura de
inversién de —258° C. Después de enfriados hasta temperaturas
inferiores a las antedichas (lo que para el oxigeno se consigue valién-
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dose del aire liquido y para el helio empleando hidrégeno también
liquido) estos gases pueden licuarse por el método de Dewar-Linde.

En la actvalidad todos los gases conocidos se han hecho pasar
no sblo al estado liguido, sino también al sélido.

El primero que consiguié licuar el helio fue Kamerlingh Onnes,
en el afio 1908. Vaporizando el helio liquido a una presion muy
baja, Kamerlingh Onnes alcanz6 la temperatura de 0.9° K. Posterior-
mente, por este mismo procedimiento se han lograde temperaturas
de 0,71° K y mediante la desimanacién adiabatica de cuerpos mag-
netizados se ha obtenido una temperatura inferior a 0,1° K*).

Para la licuacién del aire, ademés del procedimiento de Dewar-
Linde, se utiliza olro basado en el enfriamiento gue se produce
cuando el gas vence algun trabajo exterior. E

En las méquinas mdas simples que funcionan por este procedi-
miento, el gas, comprimido a gran presién, entra en un cilindro
(expansor) provisto de un émbolo. El gas, venciendo las fuerzas
externas a costa de su energia interna, hace gue retroceda este ém-
bolo, con lo gue se produce un descenso de su temperatura.

P. L. Kapitsa, utilizando este procedimiento, construyé una
méaquina para producir aire y otros gases liquidos, en la cual el
enfriamiento se consigue a expensas del trabajo que realiza el gas
moviendo una turbina.

Las posibilidades que ofrecen los gases licuados (aire, hidroge-
no, helio) para enfriar cuerpos hasta temperaturas bajisimas juegan
un gran papel en la Fisica moderna. Porque todas las cualidades
de los cuerpos dependen de su temperatura y esta dependencia es
mucho mayor a temperaturas muy bajas. Cuando la temperatura
se aproxima.al cero absoluto se produce una serie de fenémenos
nuevos cualitativamente. En el §42 ya hicimos mencién de la
superfluidez del helio liquido. En ¢l tomo IT hablaremos del fend-
meno de la superconductividad. que consiste en gque la resistencia
6hmica de muchos metales puros v de ciertas aleaciones se anula
pricticamente a temperaturas del orden de 1 a 7° K. A bajas tempe-~
raturag eambian mucho las cualidades magnéticas de las substancias.
El calor especifico de los cuerpos también tiende a cero cuando la
temperatura se aproxima al cero absoluto. La rama de la Fisica
que estudia todos estos fenémenos se denomina Fisica de las bajas
temperaturas.

*) Do Jos razonamicutos ieéricos generales se deduce, que es imposible
aleanzar una temperatura igual exactamente ol cero absoluto. Cuanto més nos
aproximamos a esta temperstura, tanto mas dificil ¢s congeguir enfriamientos
mayares.



CAPITULO VIIL

Principios de Termodindmica

§ 66. Descripeién cinético-molecular y energética de los proce-
sos, La teoria cinético-molecular se propone explicar las cualidades
macroscopicas de los cuerpos estudiando detalladamente los proce-
sos moleculares que les sirven de base. Las magnitudes macroscépicas
fisicas tienen en esta teoria el sentide de los valores medios de las mag-
nitudes que caracterizan el procese molecular o atémico correspondiente.
Asi, la presién que ejerce un gas sobre las paredes del recipiente
que lo contiene, se debo a los chogues que dichas paredes experi-
mentan por parte de cada una de las moléculas del gas. La estabili-
dad de la presién en unas condiciones dadas es el resultado de que,
al medirla, hallamos el efecto medio que producen los choques de
un enorme nimero de moléculas durante unespacio de tiempo bas-
tante grande en comparacién con el que corresponde a cada cho-
que.

Al examinar el fenémeno de la difusién de los gases vimos que
también tiene cl sentido de cierto efecto medio, que se produce
como consecuencia del movimiento desordenado de Ias moléculas.
Lo mismo puede decirse de los fenémenos del rozamiento interno
de los gases y de la conductividad térmica.

El desorden en gue se realiza el movimiento de las moléculas no es
obice, en general, para la existencia de determinadas regularidades.
La férmula de Ia distribucién de las velocidades de Maxwell demues-
tra, que, en medio del desorden en que se distribuyen lasg veloci-
dades, existe una velocidad més probable, es decir, una velocidad
de la ¢ual hay pocas que se diferencien mucho. La energia cinética
del movimiento de cada molécula toma los valores mas diversos
para un estado dado de equilibrio de Ja substancia, pero la energia
media correspondiente a un grado de libertad tiene, en estas condi-
ciones, un valor perfectamente determinado. Este valor medio de la
energia es el que determina la temperatura del cuerpo. La suma
de las energias cinética y potencial del movimiento desordenado
de las moléculas constituye la reserva de energfa interna de la subs-
tancia.

De esta forma, el hecho de que las magnitudes macroscopicas
tengan valores determinados se explica Gnicamente porque éstos
son los palores medios de un numero enorme de procesvs elementales
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aislados. Si los fenémenos se observan en pequefia escala, es de-
cir, cuando el niimero de moléculas es pequefio, pueden encon-
trarse discrepancias con respecto a los valores medios estableci-
dos.

Estas discrepancias, llamadas flucfuaciones (véase el § 76),
se ohservan en realidad. Como ejemplo de ellas puede servir el
movimionto browniano,

El método que se emplea para oxplicar las cualidades macros-
" copicas de los cuerpos, desde el punto de vista de su constitucidn
molecular, es en esencia un método estadistico. En la actualidad
este método estd tan difundido, que toda la parte de la Fisica teérica
que lo emplea se denomina Fisica estadistica.

No obstante, para describir estos fenémenos puede utilizarse
otro procedimiento. En_ el § 26 sefialdbamos, gque el comportamiento
de los cuerpos puede explicarse sin necesidad de entrar en un estudio
detallado de aquellos procesos que en estas circunstancias se desa-
rrollan. Esta explicacion es posible gracias a la introduccién de
los conceptos de energia, de sus transformaciones y de los procedi-
mientos para transmitirla, y al establecimiento de agquellas leyes
fundamentales a que estin sujetas estas transformaciones de la
energia de unas formas a otras.

La parte de la Fisica que estudia los procesos desde este punto
de vista encrgético recibe el nombre de Termodindmica. La Termo-
dinimica, sin entrar en el estudio microscépico de los procesns,
permite sacar toda una serie de conclusiones, respecto a su desarrotlo
general, tan fidedignas como las leyes fundamentales que le sirven
de base.

El método que se sigue en los razonamientos de la Termodina-
miea, por referirse a la parte energética de los procesos, no sblo
tiene una importaneia extraordinaria como principio, sino también
practicamente. Desde el punto de vista de la Termodindmica puede
estudiarse toda una amplisima categoria de problemas técnicos
relacionados con la transformacién de la energia y con la produc-
¢ién de trabajo a costa de la energfa.

Las leyes en que se basa la Termodinimica se conocen con la
denominacién de principios de la Termodindmica. Estos principios
fueron establecidos como resultado de la generalizacién de datos
experimentales; su exactitud se confirma por el hecho de que un
gran nimero de deducciones sacadas de ellos coincidieron posterior-
mente con los resultados de otros experimentos.

§ 67. Equivalente mecénico del calor. Antes de pasar a formu-
lar el primer principio de la Termodindmica examinemos mas deta-
lladamente cdmo se transmite la energia de unos cuerpos a otros
mediante la realizacién de trabajo y de la transmisién de calor. El
concepto de trabajo fue estudiado ya en el § 25. La idea de la trans-
misién de cierta cantidad de calor a un cuerpo cualquiera, también
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la hemos utilizado en mas de una ocasién. Ahora se trata de hacer
u:l examen mas profundo de este concepto de la transmisién del
calor.

La idea primitiva del estado térmico de los cuerpos surgié como
consecuencia de las sensaciones subjetivas que pueden producir
los cuerpos calientes. Estas sensaciones estdn *determinadas por un
conjunto de hechos relacionados no sélo con el cuerpo cuyo grado
de calentamiento apreciamos, sino también con ol propio dérgano
que los percibe, que suele ser la piel de Jas manos. La sensacion de
calor o de frio que nos produce un cuerpo dado no sélo depende de
su temperatura, sino también de su conductividad térmica y del
estado en que so encuentran nuestras manos. Para valorar objeti-
vamento el estado térmico de los cuerpos se utiliza el hecho de que
todos ellos, al ponerse en contacto mutuo durante un plazo do tiempo
suficientemente largo y formando un grupo aislado en el que no ocu-
rren mas variaciones que las de cardcter térmico, acaban por estar
a la misma temperatura. En esto se basa precisamente la medicién
de la temperatura; por ejemplo, un termémetro puesto en contacto
con un cuerpo durante un tiempo suficiente, adquiere su tempera-
tura. Para medir la temperatura puede emplearse cualquier magni-
tud fisica que dependa de clla. La escala empirica o de hidrog-
eno, por ejemple (véase el § 44), mide la temperatura por la
variacién que experimenta la presién de dicho gas a volumen
constante.

En la primera mitad del siglo XVIII algunos cientificos opina-
ban, que la elevacién de la temperatura de los cuerpos se debia a mo-
vimientos moleculares. Esta idea fue desarrollada por M. Lomonésov,
el cual consideré que los fenémenos térmicos eran el resultado del
movimiento de rotacién de las moléculas. Lomonodsov relacionaba
este estado térmico de los cuerpos precisamente con el movimiento
de rotacién de las moléculas, porque consideraba que este movimien-
to es el finico comtin a todos los estados de agregaci6n de la substan-
cia. La teoria le Lomondsov, expuesta el afio 1744 en el tratado «Re-
flexiones sobre las causas del calor y el frios, a pesar de 1a vestriccién
que se indica, contenia todos los rasgos fundamentales de la teoria
cinético-molecular del calor. En calidad de argumento principal en
pro de la teoria cinético-molecular del calor, Lomonésov mencionaba
el calentamiento de los cuerpos por friccién. Este mismo hecho fue
utilizado por é1 para refutar Ia teoria del calérico, que cra la general-
mente admitida en aguel tiempo.

Esta hipétesis del calérico aparecié en el siglo XVIII y llegé
a estar muy difundida. Segin la teoria caldrica, el calor es de por
st una substancia (el fluido caldrico), que no se crea ni se destruye. Se
consideraba que el calérico solamente podia pasar de los cuerpos
més calientes a los mds frios, puesto que agquéllos contenian m4s
calérico que éstos. A pesar de que esta teoria no explicaba el calen-
190705
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tamiendo de los cuerpos por friccién, se mantuve hasta mediados
del siglo XIX.

Sobre la base de la teoria del calérico se desarrollé cl método
de las mediciones calorimétricas y se establecid el concepto de canti-
dad de calor cedida Q. Las primeras mediciones calorimétricas fue-
ron efectuadas en los afios 1750-1751, en San Petersburgo, por
G. V. Richman. El concepto de la cantidad de calor cedida puede
introducirse al examinar, por ejemplo, el si%uiente experimento: se
toman dos -recipientes absolutamente iguales, gue contengan la
misma cantidad de agua a igual temperatura Iy, Después, se calien-
tan hasta una temperatura 7', mayor que T, dos cuerpos diferen-
tes, por ejemplo, uno de hierro y otro de plomo, pero de igual masa

“m. Si cada uno de estos cuerpos se introduce en uno de los recipien-
tes antedichos y se espera ¢l tiempo necesario para que sus tempe-
raturas se igualen eon las del apua, notaremos que cl liguido del
recipiente en que se encuentra el hierro se habrd calentado més que
el del recipiente en que se halla el plomo. Este hecho puede inter-
pretarse en el sentide do que el hierro cedié al agua mas cantidad
de calor AQ que el plomo. Haciendo experimentos semejantes cox
cuerpos iguales, pucde llegarse a la conclusién de que la cap tidad
de calor cedida al agua serd tanto mayor cuanto mayor sea la masa
del cuerpo y més altala temperatura inicial a que se calienta. Sobre
la base de estos experimentos se aceptd, que la cantidad de calor
AQ cedida o ganada por el cuerpo es proporcional a la varjaciém
de su temperatura AT y a su masa m:

AQ = em AT, )y

La magnitud ¢ recibié el nombre de calor especifico. Como uni-
dad de cantidad de calor cedida (caloria) se adopté la cantidad de
calor que hay que comunicar a 1 g de agua para elevar su tempera-
tura en 1° C. Cuando la medicién de la cantidad de calor cedida
se hace en calorias, ol calor especifico del agua es igual a la unidad.

Fund4ndonos en lo expuesto, la medicién de la cantidad de
calor cedida AQ se puede efectuar de la forma siguiente: el cuerpo
se pone en contacto con el agua de manera, que el intercambio de
calor tenga lugar exclusivamente entre aquél y ésta, entonces, de
acuerdo con (1), tendremos:

AQ = em AT = cqmg ATy, @

donde ¢, y m, son respectivamente el calor especifico y la masa del
agua, y AT, la variacién de su temperatura debida al intercambio
de calor con el cuerpo dado. Como quiera que mey AT, pue-
den medirse directamente, aplicando la férmula (2) se puede ha-
lar AQ.
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A finales del siglo XVIII y comienzos del XIX, a medida que
se iba acumulando material experimental, se fue acusando cada
vez mas que la teoria del caldrico no servia paraexplicar el calen-
tamiento de los cuerpos por el trabajo que producen las fuerzas
de rozamiento.

Rumford observé el calentamiento continwo que experimentan
las virutas cuando se taladra un metal. Davy, a finales del siglo
XVIII, demostré la posibilidad de producir calentamiento por
frotacion de dos trozos de hielo. Joule, después de una numerosa
serie de trabajos, realizados desde el aiio 1843 hasta el 1878, demos-
tré que para conseguir que un cuerpo se caliente lo mismo que cuando
se le comunica una cantidad de calor igual a una caloria, es necesario
realizar un trabajo igual a 4,18.107 ergios, y viceversa, si se reali-
za un trabajo mecdnico a costa del calor ganado a un cuerpo cual-
quiera, por cada caloria se obtione un trabajo mecdnico igual a
4,18-107 ergios. Asf se establecié el equivalente mecénico del calor,
(que posteriormente fue confirmado por multitud de experimentos
realizados de formas diferentes.

§ 68. Primer principio de Ia Termodinamica. El equivalente
mecdnico del calor permite generalizar el prinecipio de la conser-
vacién de la energia mecdnica. Como dijimos en el § 28, la varia-
¢i6on que experimenta la energia mecénica de un sistema de cuer-
pos es proporcional al trabajo realizado por las fuerzas exteriores
qué se le aplican y a las fuerzas de rozamiento interno. Entonces
omitimos los agentes térmicos®.

Pero en el caso general, la variacién de la energia del sistema
depende no sélo del trabajo realizado, sino también del inter-
cambio de calor y de otros agentes (por ejemplo, de la ahsorcién de
luz). i

Examinemos ahora un sistema cualquiera y hagimoslo pasar
de un estado a otro. Por cjemplo, una cantidad determinada de .
gas puede comprimirse por la accidn de fuerzas externas y, simul-
tdncamente, calentarse, como resultado de haberle cedidé cierta
cantidad de calor. Cada uno de los estados del sistema puede defi-
nirse, desde el punto de vista macroseépico, por medio de unas mag-
nitudes determinadas que caractericen dicho estado. Estas magni-
tudes se llaman pardmetros. Los pardmetros caracteristicos del
estado do un gas perfecto pueden ser vna pareja cualquiera de valo-
res de las tres magnitudes siguientes: el volumen V, la presién p y la
temperatura 7', puesto gue el estado de una cantidad dada &1 gas
periecto se determina univocamente por cualquier pareja de las
que pueden formarse con las tres magnitudes antedichas (por ejemplo,
con la presién p y la temperatura 7).

*) Con esto tdcitamente supusimos que le}s fuerzas exteriores no son de
rozamiento, puesto que si lo fueran comunicarian calor al sistema.

19%
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Il cambio de estado de un sistema se efectia bajo la accién de
agentes exteriores, entre los cuales no s6lo puede figurar el trabajo
AA que realizan las fuerzas externas, sino también la transferencia
de cierta cantidad de calor AQ y otros. La transmisién de calor y el
trabajo, como vimos anteriormente, son siempre equivalentes en-
tre si. Los experimentos realizados demuestran que, para todos los
demas agentes, también se consigue ecstablecer los equivalentes
mecanicos correspondicntes. Por medio de experimentos se demues-
tra asimismo que si un sistema, influenciado por agentes exteriores,
pasa de un estado determinado 7 a otro estado determinado I7,
cualquiera que sea el camino seguido en la transicidn, la suma de los
equivalentes mecdnicos de los agentes exteriores permanece inva-
riable.

Esta suma de los equivalentes mecénicos de los agentes exterio-
res TAA,; es la que determina la variacién de la energia

U::—Un=k2‘.ﬂ~4:, (1)

donde Uy y Uy son respectivamente las energias del sistema corres-
pondientes a los estados I y 1T, y k, un coeficiente de proporciona-
lidad. :

Por lo antedicho vemos, que la diferencia entre las energias de
los estados es la gque tiene sentido fisico, mientras que la energia
de por si t\inicamente se puede determinar cuando la correspon-
diente a uno de dichos estados se toma, convencionalmente, igual
a ccro (o se le atribuye un valor determinado cualquiera). Pero si
en el sistema dado atribuimos a uno cualquiera de sus estados un
valor determinado de la energia, por ejemplo, al estado I le atri-
buimos el wvalor Uy, laenergia Un del estado I7, por la férmula
{1) serd

Un=Ur+k X Ads

Pero como hemos dicho que E AA; no dopende del camino seguido
i

para pasar del estado I al estado Il resultard, que para el estado
I7 la energia tendra también un valor determinado Uy. Esto quie-
re decir, que la energia es una funcidn univoca del estado, o sea, una
funcién que se define por los mismos pardmetros que determinan el
estado. Si por cualquior circunstancia el sistema pasa primero del
estado I al estado IT y luego retorna al estado I, su energia toma
el valor inicial. Por consiguicnte, el principio de la conservacién
v variacién de la energia, en su forma maés general, puede formular-
se de la forma siguiente: la variacion de la energia de un sistema, al
pasar de un estado a oiro, es proporcional a la suma de los equivalen-
tes mecdnicos de todos los agentes exteriores que influyen en la trans-
formacidn del sistema. Cuando se trata de una itransformacién cerrada,
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es decir, si el sistema vuelve a su estado inicial, la suma de los equi-
valentes mecdnicos de todos los agentes exiernos es igual a cero y, por
conszgmente. la energia permanece constanie.

El prineipio de la conservacién de la energia expresado de esta
forma tan amplia, recibe el nombre de primer principio de la Ter-
modindmica.

Como de hecho la transmisién de la energia por conductividad
térmica juega un papel muy importante, destacaremos agquellos
agentes que se reducen a comunicar una cantidad de calor AQ; en
este caso, podemos eseribir el primer principio de la Termodinami-
ca de la forma siguiente:

AU = kAA + ¥'AQ, @

donde AU es la variacién que experimenta la energia interna del
sistema; AQ, la cantidad de calor que gana el sistema, y A4, la suma
de los equivalentes mecdnicos de los demas agentes exteriores. Si
estos otros agentes sc reducen a acciones mecanicas, AA represen-
tard el trabajo de las fuerzas externas aplicadas al sistema.

En vista de la equivalencia existente entre la cantidad de calor
cedida y el trabajo, esta cantidad de calor AQ se puede medir en
las mismas unidades gue el trabajo (en ergios, julios, kgm, etc.);
en estas mismas unidades se mide también la energia. Si todas las
magnitudes que intervienen en la férmula (2) se miden en las mismas
unidades, amhos coeficientes & y &” sc hacen iguales a la unidad y la
férmula (2) toma la forma:

AU = AA + AQ. (2a)

Considerando la variacién de Ja energia interna como infinita-
mente pequeiia, podemos escribir la ecuacién (2a) en la forma

dU = dA4 + dQ. (2b)

Como guicra que la energia U es funcién del estado y cuando la
transformacion es cerrada, su variacién es igual a cero, ienemos
que dU/ representa de por si una diferencial total. Pero en todos aque-
llos casos en que se produce calentamiento, el trabajo realizado
siguierido un camino cerrado no es igual a cero. De donde se deduce,
gue dA no es en este caso una diferencial total. Pero entonces resul-
ta, de (2b), que la cantidad de calor cedida dQ tampoco es una dife-
rencial total.

De agui deducimos, que ni el trabajo ni la cantidad de calor
cedida pueden identificarse con la energia, pero tienen el sentido
de que su suma determina las variaciones de aquélla.

Junto al trabajo A4 que realizan las fuerzas exteriores aplicadas
al sistema, se puede estudiar el trabajo A4’ que realizan sus fuex-
zas propias aplicadas a los cuerpos externos. De acuerdo con la ter-
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cera ley de Newton A4’ = —AA. Incluyendo en la férmula (2a)
AA’, la escribiremos asi:

AQ = AU 4 AA’, (3)

El primer principio de la Termodindmica, escrito de esta forma,
afirma que la canfidad de calor que se comunica al sistema se gasta
en aumentar su energia interna y en el trabajo que realizan las fuer-
zas de dicho sistema aplicadas a cuerpos exteriores.

El primer principio de la Termodindmica ha sido confirmado
por los experimentos en que se basd el establecimiento de la equiva-
lencia entre el calor y el trabajo, y, ademds, por el hecho de quo un
nimero extraordinariamente grande de deducciones sacadas de 6l
coinciden con las observaciones pricticas.

Histéricamente, el establecimiento del principio de la conser-
vacién de la energia (o primer principio de la Termodinimica) estd
relacionado con los fracasos en la realizacion de una méquina capaz
de efectuar trabajo sin consumir ninguna forma de energia ni reci-
bir calor exterior. En Termodindmica esta maquina se conoce con
el nombre de mévil perpetuo {0 «perpetuum mobile») de primera
especie. Como hemos dicho, al volver el sistema al estado inicial,
su gnergia toma el valor primitivo. Por esto, en las maquinas de
funcionamiento periédico al final de cada ciclo AU = 0. LEstas
méquinas inicamente pueden producir trabajo a expensas de la can-
tidad de calor AQ, o de otra energia cualquiera, que reciban de fuen-
tes externas. Pero como la transmisién de calor lo es también de
energia, podemos hablar en general de energia cedida y formular el
principio de la conservacién de la energia (o primer principio de la
Termodingmica) de la forma siguiente: la construccidn de un mévil
perpetuc de primera especie es imposible, es decir, no es posible cons-
truir un motor de funcionamiento periédico que produzca en cada ci-
clo una cantidad de trabajo mayor que la cantidad de energia que per-
cibe del exterior. .

Al hablar del principio de la conservacién de la cnergia tiene
importancia indicar que pueden existir transformaciones de siste-
mas de un estado determinado I a otro estado diferente [1, en los
cuales la suma de los equivalentes mecinicos de los agentes exte-
riores resulte igual a cero. En estos casos, por la formula (1), las
energias de ambos estados, I y IT, deben ser iguales entre si, es de-
cir, Un = Ur. Esto significa, que en el sistema se desarrolla un pro-
ceso en el cual sus parametros varian, mientras la onergia permanece
constante. Puede servir de ejemplo la expansién isotérmica de un
gas perfecto, en la cual, como la temperatura del gas no varia, su
energfa tampoco variard. No obstante, los parimetros que definen
ol estado de dicho gas (el volumen V y la presién p) cambian, Al
ocurrir esto se realiza un trabajo externo y el gas recibe cierta can-
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tidad de calor, pero la suma del trabajo exterior y del equivalente
mecinico del calor recibido es igual a cero.

Cuando el sistema estd aislado, los agentes cxteriores no actian
sobre él. Pero afin en este caso, a expensas de la accidn mutua entre
las distintas partes del sistema, en é1 pueden desarrollarse proce-
808, v algunas formas de la energfa (cinética, potencial, etc.) pueden
variar. Pero la energia total del sistema se conserva invariable.
«Como ejemplo, examinemos un sistema de cuerpos aislados que tenga
una reserva determinada de energia cinética y potencial. Supon-
gamos, que, como resultado de la aceidn mutna entre los cuerpos que
forman el sistema, se realiza un trabajo para vencer las fuerzas de
rozamiento. En este caso, como indicibamos en ol § 28, la energia
mecdnica del sistema, suma de las energias potenciales y cinéticas de
los cuorpos, disminuird. Pero, a consecuencia del trabajo realizado
para vencer las fuerzas de rozamicnto, los cuerpos se calientan y su
wenergia interna (térmica) aumenta. Por lo tanto, la energia total
«lel sistema permanece invariable y lo tinico que ocurre es que algu-
nas de sus formas se transforman en otras.

El valor del cquivalente mecanico del calor fuc deducido tedrica-
mente por Robert Mayer (1814-1878), W. Thomson (1824-1907),
R. Clausius (1822-1888) y muchos otros fisicos.

El principia do la conservacién de la energia se vaticiné hace
mucho tiempo. En 4748, M. V. Lomonésov, al formular el principio
«le la conservacién de la materia, enuncié también el principio de
la conservacién del movimiento en la naturaleza. He aqui Io que él
eseribié: «En todos los cambios que tienen lugar en la Naturaleza
todo lo que pierde un cuerpo Jo gana otro... Esta ley natural es gene-
ral y se extiende a las reglas propias del movimiento; porque cuando
un cuerpo, con su misma fuerza, hace que se mueva otro, pierde tanta
fuerza como Je comunica al que recibe el movimientos. La formu-
lacién cuantitativa del principio de la conservaciéon do la energia
fue dada 100 afios mas tarde por Robert Mayer (1814-1878) y Helm-
holtz (1821-1894) después de haber sido descubiertos muchos procesos
relacionados con transformaciones mutuas de diferentes formas de
la energia. Mayer descubrié el principio de la conservacién de la
energia como resultado de razonamientos generales, basados en obser-
vaciones fisioldgicas. Subray6 el hecho de que formas de energia
cualitativamente distintas se transforman unas en otras, y de que
-eslas transformaciones se realizan siempre en proporciones cuan-
titativas determinadas (equivalentes)., Helmholtz introdujo el con-
cepto de energia cinética y potencial y, basindose en el estudio de
un sistema en el cual actuaban fuerzas centrales de atraccién y de
repulsion, establecié que la suma de las energias cinética y poten-
cial de un sistema cerrado es una cantidad constante, Do esta Torma,
segun Helmholtz, el principio de la conservacion de la energia so
{imitaba a tener un cardicter mecanicista.
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El caricter general del principio de la conservacién y transfor-
macién de la energia y su importaneia extraordinaria para las cien-
cias naturales fueron puestos de manifiesto por Lngels. El movi-
miento, entendiendo por tal todo cambio en general, es la forma de
oxistencia de la materia. Bl movimiento, en ¢ste sentido tan general,
no puéde ni desaparecer ni crearse de la nada; en la naturaleza sélo
pueden ocurrir cambios ¢n la forma de existencia de la materia,
sus transformaciones, que tienen lugar en proporciones cuantitati-
vas determinadas. lste es el enunciado general de la ley de la con-
servacion, sin relacionarla con su formulacién fisica, la cual puede
variar de acuerdoe con los nueves descubrimientos. Engels esribia:
«...toda forma de movimiento resultd tener la posibilidad y la ne-
cesidad de convertirse en otra forma cualquiera de movimiento.
Llegada a esta forma, la ley alcanza su dltima expresién. Por medio
de nuevos descubrimientos podremos proporcionarle nuevas con-
firmaciones y enriquecer su contenido. Pero a la propia ley, tal
como queda expuesta aqui, nada podremos afiadirles*).

El principio de la conservacién y transformaeién de la energia
permite también explicar més profundamente la naturaleza de la
magnitud fisica que denominamos trabajo. Como hemos visto, la ener-
gia del sistema puede variar a costa del trabajo realizada. Yor con-
siguiente, el trabajo es la medida de la variacién de la energia.
Este sentido del trabajo fue sefialado por Engels, el cual escribia:
«...el trabajo es la variacién de Ia forma del movimiento conside-
rada desde el punto de vista cuantitativos®#),

El trabajo v ala cantidad de calor cedidas, aungue son medidas de la varia~
cién de la energia, no pueden identificarse con ella. Efectivamente, la energia
caracteriza al sistema, es funcidn univoca del estado del sistema (véase el § 26).
El sistoma posee una energia detorminada ineluso cuando on él no se desarrollan
ningunas varineiones. El concepto de trabajo y de ecantidad de calor cedidas,
por el contrario, Tinicamente tienen sentido cuando se realiza un proceso len-
diento a variar el estado del sistema, como resultado del cunl varia su energia.
Ni el trabajo ni la ¢cantidad de calor cedidar son funciones del ostado del sistems.

A pesar de quo una vez cstablecida la equivalencia entre la cantidad de
calor cedida y el trabajo (vquivalente meednico del calor) la teoria del calérico
fue abandonada por complelo, afin se emples la palabra «calors en ¢l sentido

ue antes tenia. Asi, por una parte, ¢calors s¢ emplea en el sentido do ccantidad

o calor cedida» que, como hemos vistd, es equivalente al trabajo y, por consi-
guiente, medida do la variacién de la energia, y por otra parte, por ecalors,
conlenido en un cuerpo, se entiende la energia 1érmica del mismo, de la cual
hablaremos mis adelante. Estc empleo multiforme de la palabra scalory puede
inducir ficilmente a_confusiones, quo pueden sgravarse debide a que, segin la
errénea teoria del calérieo, a veces se entiende gue la cantidad do ¢calor con-
tenida en el cuerpo se determina por la ¢cantidad do calor cedidas. La falsedad
de esta afirmacion se deduce indudablemente del heeho do que la cantidad de
calor que hay gue comunicarle a un cuerpo para gque pase de un estado inicink
determinado £ a otre estade perfcclamente determinado 7, puede ser diferente

¥) F. Engels, Dialéctica de la Naturalesa, ed. cn ruso, 1950, pig. 178,
**) Idem, pdg. 70.
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y depende de la forma en que se realice la transicién. Tomemos, por ejemplo,
1 mol de gas perfeclo, que debe pasar del estado 7, caracterizado por la presién
£y ¥ la lemperatura 7'y, al estado 17, cuyns caracteristicas son una presién mayor
Pz ¥y una temperatura mas clevada 7., Esto %nsa podemos realizarln de diferen-
tes formas. Por ejemplo; 1) calentando ol gas hasta la temperatura 7,, mientras
s¢ mantiene conslante la presién py Ipara lo cual comunicaremos al gas una
cantidad de calor AQ = Cp (73 — Ty), donde Cp, s el calor molecular del
gas a presién constante], !{ comprimiéndolo después isotérmicamente hasta la

residn po; 2) calentando el gus a volumen constante hasta la temperatura Tp
rpﬂra lo cual le comunicaremos la cantidad de calor AQ = (5 (T2 — 1Y),
donde Cy es el ealor molecular a volumen conslante], y comprimiéudolo después
isotérmicamente hasta la presién p,. En ambos casos ¢l gas habri pasado del
estado I al estado, perfectamente get.erminado. IF, pero las cantidades de calor
comunicadas al cuerpo, AQ y AQ’, no serdn iguales entre i, pueste que Cp == Oy,

Cuando cl gas se calienta a volumen constante, no se trata mas que (¢ comu-
nicarle una cantidad de calor, la cual se invierte totalnente en aumentar su
energia interna. 'oro cuando el calentamiento se efectiia a presién conslante,
ol proceso ticne un cardcter més complicado, puesto que al mismo tiempo que
se comunica la cantidad do calor so realiza el trabajo producido por la expan-
sién del gas.*) Es decir, la variacién do la cnergia mierna del cucrpo sélo pucde:
caleularse univocamente cuando s¢ tienen en cucnta a la vez el trabajo y la
cantidad de calor cedida.

De agui se deduce claramente que carcce de sentido hablar de la scantidad
de calor contenida» en un cuerpe, determindndola por la écantidad de calor cediday .

El grado de calenlamicnto do los cucrpos, caracterizado por la temperatura,
depende de la intensidad del movimiento desordenado de sus moléeulas.

Como vimos en el § 48, Ia temperatura 7' del cuerpo, por Ia esenla de Keol-
vin, se determina univocamente por la cnergia modia T, correspundicnte 4 un
grado de libertad de sus moléculas: 7 = % wy, donde % es la constante de Boltz-
mann. La encrgia total del movimiento desordenado de las moléculas (de trasla—
cién, rotacién y vibralorio), junto con las posibles formas de la energia uo
mecanica potencial, constituyo la rescrva de energia interna del enerpo. La
suma de la eneigia de todas las formas del movimionto dessrdenado de las par-
ticulas sucle denominarse a veces energia calorifica del cuerpo dado. Sin em-
bargo, la encrgia calorifica £6lo podrin ealcularse soparasdamente de la encrgia
interna total del cuerpo partiendo de una teoria cinético-molecular suficion-
temente completa del duerpo dado, que tuviera cn cuenla todas lasfurmas posibles.
de los movimicntos desordenados de sus particulas v la relacién que existe
ontre estos movimientos y la temperatura, Como indicamos en el § 49, esta
teoria no puedo basarse cxclusivamente eu los conceptos do ta MecAnica clasica,
sirio que debe tener en euenta el caracter cudntico del movimiento de las molé-
culas,

Este cilculo separado de Ja encrgia calorifica puede efectuarse (nicamente
en los casos idealizados més simples. Asi, como vimos on el § 48, cn los gases
perfectos la encrgia potencial entre sus particulas es igual a cero. Por consi-
guicnte, ¢n un gas de este tipo la energia calorifica coincide con su energia
interna. Veamos otro cjemplo. Tomemos un gas diatdmico idealizado, cuyas
moléculas, independieutemente de la temperatura, tengan cinco %rados de
libertad ¥ cumplan el principio do la equiparticién de la energia entre dichos

*) El calor de un cuerpo a presién constante se llama entalpia y se designa
con la letra 1
I=U4- APV

donde U es la cnergia internay 4, ¢l equivalente térmico del trabajo; P, la
presion, y ¥, el volumen (¥, del R.).
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5
grados de libertad. Para cste gas la energia calorifica serd igual a B kTN, donde

N es el ntimero de moléculas del gas. Poro para los cuerpos reales no es posible
hacer ¢sto cilculo separado dela energia calorifica. For esta razén, cn adelante
nos limitaremos a estudiar la energia interna total de los cuerpos, sin determinar
las diferentes formas de encrgia de que consta.

La equivaloncia entre ’f,u cantidad de calor cedida y ol trabajo, junto con
sus particulavidades especificas, se ponen de manificsto con especial claridad
cuandé se cxaminan desde el punto de vista cinético-molocular algunos fend-
menos aislados. Supongamos, por ejemplo, que un martillo descarga su golpe
sobre un muolle y 1o comprime. En este caso la energia cinética des movimionlo
ordenado del martillo, como resultado del trabajo realizado por las fuerzas olds-
licas, se convierte en emergia potencial del muclle compr mido. Veamos otro
ejemplo: uua cantidad determinada de gas se calienta AT® por conductividad
térmica, al ponerse en contacto con otra cantidad de gas cuya iemperatura
s mas elevada, Este proceso, desde el punto de vista macroscopico, so reduce
a que el gas mas caliento cede cicrta cantidad de calor al mas !_Ir’io, v desde el
punto de vistn einético-molecular, es un proceso de igunlacién de las cnergins
cinéticas medias del movimicnto deserdenade de las moléeulas de ambos gases,
Mis adelante yolveremos a ocuparnos de estas peculiaridades de la transmisién
de encrgin mediante la realizacion de trabajo (como resultado de la oxislencia
de un movimiento ordenada) y por medio de la transferencia de calor (como rosul-
tado de la existencia dol movimiento desordenado de las moléculas).

Tiene importancia sefialar que al medir la cantidad de ecaler cedida por
medio de las cantidades cquivalentes de trabajo realizado quedb establecido
que los ealores especificos de los cuerpos, y entre cllos el agua, no son magnitu-
des constantes por completo, sino gue dependen hasta eierto punto de Ja tem-

cratura. Por esto, la scantidad de calor cedida» AQ, determinada por la corre-
acién (1)
AQ = em AT,

no puede servir por si sola para medir la encrgin de un sistema. Esta medida
podria utilizarse solamente después de establecer los equivalentes mecdnicos
para cada intervalo de temperaturas AT ¥ de determinar do qué forma ol calor
<apecifico depende do la temperatura T. El trabajo meednico es sicmpre la
amedida primaria» de la variacién de la oncrgia de un sistema. Esto confirma
una vez més la opinién de Engels, citada en la pag. 296 de que 4el trabajo es
1a variacién de la forma del movimionto considerada desde el punio de vista
<cuantitativos. *).

Como guiera que el calor especifico del agua, lo mismo que el de todos los
demds cuerpos, dependo de Ya temperatura, es neccsario concretar la definicién
de caloria, En la actualidad se admite, que calorfa cs la cantidad de calor gue,
5 presion consiante, hay que comunicara i g de agua para elevar su lemporatura
desde 19,5° C hasta 20,5° C. )

§ 69. Transformaciones cerradas (ciclos). Al estudiar un pro-
ceso enalquiera desde el punto de vista de la Termodindmica pode-
mos desentendernos de las substancias que constituyen el sistema,
pero necesitamos saber cuantas y cudles son las magnitudes fisicas
que pueden determinar univocamente el estado en que se encuen-
tra dicho sistema.

Las magnitudes gue sirven para determinar el estado de un sis-
tema, y que pueden variar influenciadas por causas exteriores, como

#) F. Engels, Digléctica de la Naturaleza, ed. en ruso, 1950, pag. 70.
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dijimos anteriormente, se llaman pardmetros. La cantidad de para-
molros necesaria para determinar univocamente el estado de un siste-
ma depende de su grado de complejidad. En Termodindmica, para
establecer el grado de complejidad de un sistema se introduce el con-
cepto de fase. Se entiende por fase todo cuerpo fisico homogéneo
© conjunto de cuerpos idénticos y fisicamente homogéncos. Por
ejemplo, un sistema formado por agua, sobre la que hay vapor de
agua saturado, es un sistema de dos fases: una fase es cl agua y otra
¢l vapor saturado. De la misma forma, si en el agua flotan trozos
de hielo tendremos también un sistema de dos fases: una fase serd
el agua y otra el conjunto de los trozos de hielo.

El sistema mds simple es el formado por una cantidad determina-
da de gas perfecto; éste serd un sistema monof4sico. Los parametros
que determinan univocamente el estado de este sistema pueden ser
dos de las magnitudes siguientes: el volumen V, la presién p y la
temperatura 7' (la masa del gas m es un dato del problema y por
lo tanto no es un parimetro on este caso). Las magnitudes V,
p y T estin relacionadas entre si por la ecuacién de estado,
que para los gases perfectos es la férmula de Mendeléiev-Clapey-
ron.

Una cuestién muy importante es saber si el sistema dado esti
en equilibrio o en desequilibrio. Se dice que un sistema se encuentra
en estado de equilibrio cuando los parimetros que lo caracterizan
tienen unos valores determinados, que permanecen invariables todo
el tiempo necesario, mientras no influyan sobre ellos causas exterio-
res. 8i estas condiciones no se cumplen, el sistema so encuentra en
estado de desequilibrio. Citaremos algunos ejemplos: un sistema
formado por el liquido y el vapor saturado contenidos en un reci-
piente de volumen dado V, que tenga todas sus partes a una misma
temperatura 7, se encontrard en estado de equilibrio; aqui todas las
partes del sistema se encuentran a una misma presién. De esta forma
p y T, lo mismo que los demds pardmetros (cantidades relativas
de liguido y de vapor saturado), tienen para este sistema valores
determinados pormanentes e invariables con el tiempo. Este mismo
sistema, pero con la temperatura del liquido diferente de la del
vapor, se encontrara en estado de desequilibrio, puesto que la mag-
nitud 7' no tendrd para él un valor determinado y las cantidades
relativas de liquido y gas variardn. En calidad de otro ejemplo de
sistema en estado de desequilibrio puede citarse una varilla mets-
lica cuyos extromos se mantienen desde fuera a temperaturas dife-
Tentes. En este caso, la temperatura de cada punto dado de la varilla
serd constante (régimen estacionario), pero, en primer lugar, esta
constancia sélo es posible mientras existan causas externas que man-
tengan los extremos de la varilla a las temperaturas dadas Y. en
segundo lugar, la temperatura de las diversas partes de la varilla
es distinta.
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El estado de un sistema puede representarse gralicamente por
un punto (punto figurative) tomando sobre los ejes de coordenadas
los valores de los parimetros que caracterizan dicho sistema. Por
ejemplo, si el estado del sistema se caracteriza por su volumen 'y la
presion p, tomando como abscisas los volimenes y como ordenadas
las presiones, tendremos que el estado del sistema caracterizado por
los valores de p v V dados estard representado por ¢l punto A (tig. 167),
cuyas coordenadas son las correspondientes a p y V. Con un punto

Fig. 167. Todo cstado de equilibrio se Teprescnia
por un punto. Las transformaciones equilibradas
v se representan por una curva,

I
I
1
I
i
v

solamente pueden representarse los estados de equilibrio del sistema,
puesto que los estados de desequilibrio no corresponden a valores
determinados de los parimetros.

Toda transformacion que sc cumpla en un sistema estd siempre
relacionada con una serie de estados de desequilibrio. Pero podemos
figurarnos una transformacién que se realice de tal forma, que, en
cada instanto, cada uno de sus pardmetros tenga un valor determi-
nado y que las variaciones de estos pardmetros con el ticmpo sean
tan lentas que, durante un pequefio espacio de tiempo At tomado
arbitraviamente, el sistema pueda considerarse en equilibrio. Las
transformaciones que se efectian infinilamente despacio se denominan
equilibradas y pueden considerarse integradas por una serie de estados
de equilibrio sucesivos. Hablando rigurosamente, ninguna transforma-
cién real puede ser equilibrada, pero cuanto mas despacio se cumpla,
tanto mds sc aproximarid a serlo. La transformacién ecquilibrada
se representa grificamente por una curva continua (la curva ABC
de la fig. 167).

. Se dice que una transformacién es reversible cuando puede reali-
zarse en ambas direcciones, pero si se cumple primerc en un seniido
y después en el contrario el sistema deberd volver a su estado inicial,
sin que ocurra variacién alguna er los cuerpos que lo rodean. Toda trans-
formacién equilibrada es reversible, puesto que esti integrada por
una serie continua de estados de equilibrio, Jos cuales pueden suceder-
se unos a otros tanto en un sentido como en el contrario. Lias trans-
formaciones desequilibradas son siempre irreversibles, de donde
se deduce, que las transformaciones reales, rigurosamente hablando,
también son siempre irreversibles, aunque pueden aproximarse a
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las reversibles cuando se desarrollan infinilamente despacio. A con-
tinuucién estudiaremos con mds detalle algunos casos de transfor-
maciones reversibles e irreversibles.

Figurémonos una transformacién consistente en la variacién
del volumen ¥, la presion p y la temperatura 7, de una cantidad
dada de substancia. Determinemos el trabajo que se realiza el pasar
del estado €y al estado C; (fig. 168), considerando que la transfor-

P

Fig. 168, El trabajo de la expansion estd
representado por el dren de la  figura
CiCaBaly.

macién se efectfia infinitamente despacio, es decir, que se trata de
una transformaeién equilibrada.

En el § 49 indicamos que cuando cl gas se expansiona a presién
constante p realiza un trabajo

A=p([V; =V, (1)

donde V, — V, es la variacién del volumen. Esta expresion es justa
no sélo para la expansién de un gas, sino para la de cualquier subs-
tancia, que llamaremos agente de transformaci6n, siempre que la
presion p permanezca constante durante la ¢xpansién. ;

Pero ahora vamos a examinar el caso més general, en el que
la presién no permanece constanle. Por esto, comenzaremos por
estudiar previamente una variacién infinitesimal del volumen AV,
para la cual la presién p puede considerarso constante; en este caso,
¢l trabajo elemental AA se realiza por una expansién también infi-

nitesimal igual a
A4 = pAV. (2)

Este trabajo elemental A4 se representa grificamente por el
drea de la columna rayada en cruz de Ja figura 168. La prosién p es
numéricamente igual a la fuerza aplicada por parte del agente de
transformacién a la unidad de superficic de las paredes del reci-
piente. Por esto, el trabajo A4 de la férmula (2) ropresenta el que
realizan las fuerzas aplicadas por parte del sistema a los euerpos
exteriores, es decir, ¢l trabajo que en la férmula (3)'del § 68 so desig-
n6 por A4’. Poniendo este valor de A4 en dicha férmula (3) del
§ 68, obtenemos la expresién del principio de la conservacién de la
energia referido al proceso elomental dado:

AQ = AU + pAV, (3)
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donde AQ es la cantidad do calor cedida al agente de transformacion
y AU, la variacién de su energia interna. Si la substancia se expande
(AV = 0), el trabajo serd positivo, es decir, A4 > 0; este trabajo
se realiza a costa de la cantidad de calor cedida desde el exterior
al agente de transformacién (AQ = 0), o de la disminucién de la
energia interna de la substancia U, o a costa de estas dos fuentes
a la vez. Cuando el volumen del agente de transformacién disminuye
(AV << 0), lo que puede ocurrir si existen fuerzas exteriores que lo
comprimen, el trabajo A4 = pAV seri negativo; esto conduce a que
el agente de transformaci6n ceda a los cuerpos exteriores cierta canti-
dad de ealor (AQ << 0), 0 a que aumente la reserva de energia interna
del cuerpo U, o a que estos dos procesos se realicen simultaneamente.

P

Fig. 169, El trabajo realizado durante un
ciclo es ignal al drca de la figura com-
prendida dentro de la curva cerrada.

El trabajo total realizado al evolucionar el estado de la substan-
cia desde el punto C, al punto C,, serd igual a la suma de los tra-
bajos:

A=Y A4="T pAV; (4)

este trabajo se representa graficamente por el drea rayada C,CoB.B,.
de la fig. 168.

Supongamos que el agente de transfermacién, que al expansio-
narse pasé del estado C,, al estado C, (fig. 169), después, por haber
sido sometido a presién, vuelve de nuevo al estado Cy. Sea la curva
C,C’'P, 1a representacién del proceso de expansion. La compresion
puede realizarse a lo largo de esta misma curva C,C’C,, pero reco-
rriéndola en sentido contrario. Pero también puede efectuarse dicha
compresién por otro camino, por ejemplo, por el que representa la.
curva inferior C,C"C,, para lo cual, mientras se comprime la subs-
tancia habré que mantenerla a otra temperatura T, diferente de
la 7, de la carrera de expansién. Para todas las substancias que
tienen coeficiente de dilatacién cébica positive, T'p << Ty, puesto
que para dichas substancias, a volimenes iguales, las mayores pre-
ciones se conseguirdn cuando las temperaturas sean mas elevadas.
En adelante estudiaremos tnicamente este tipo de substancias.
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Todo ¢l proceso representado por la curva cerrada C,€'C.C"Cy
recibe el nombre de transformacién cerrada o ciclo. Calculemos ahora
la suma de los trabajos realizados durante este ciclo.

El trabajo A, realizado por la substancia al expansionarse, se
ropresenta por el drea de la figura CC'CyB,B;; este trabajo es posi-
tivo, es decir, 4, = 0.

El trabajo 4., realizado durante la compresidén, se representa
por el drea de la figura C,C"C,B.B,; este trabajo es negalivo, es
decir, 4, << 0.

La suma de estos trabajos

A=A1+Ag

sera igual a la diferencia de las dreas do las figuras C,C'CoB.B; y
CC"C,B,B,, de donde se deduce gque es igual al drea rayada de
la figura 169, contenida dentro de la curva C,C'C,C"C,. Este tra-
bajo es también positive.

Llamando U, a la energia interna de la substancia en el estado
Cy; Ua, 2 la correspondiente al estado C,; @y, a la cantidad de calor
cedida a la substancia (agente de transformacién) durante la expansion
CiC'Cy; v Qs, a la cedida a esta misma substancia durante la compre-
sién CoC"Cy (durante la expansién la substancia recibe una cantidad
de calor @; = 0, mientras gque durante la compresioén cede una can-
tidad de calor Qy = 0, es decir, recibe una cantidad de calor igual
a —(,), tendremos, que por el primer principio de la Termodina-
mica

Qu=U=U; + Ay; —Qp = U, — Uy + 4.

Sumando miembro a miembro estas igualdades obtenemos que
el trabajo 4, realizado por el agente de transformaecién contra las
fuerzas exteriores durante el ciclo, es igual a

A=Ay -+ Ay = @y~ Q. (5)

Este trabajo del ciclo, representado en la fig. 169, como ya diji-
mos, es positivo. Por lo tanto, como resultado del proceso represen-
tado por el ciclo €,C'CyC"C, tendremos: que la substancia recibié
del exterior una cantidad de calor Q; y cedié a su vez la cantidad
de calor Q,, menor que @,; a expensas de la diferencia entre estos
valores de las cantidades de calor, @, — @;, la substancia realizé
un trabajo A contra las fuerzas exteriores. Los ciclos de este tipo se
Naman directos. Como quiera que a costa de la cantidad de calor
comunicada, @; — Q», se realizé un trabajo 4, este proceso, repre-
sentado por el ciclo directo, es el de una mdquina térmica.

Vemos, pues, queno todo el calor @4, comunicado a la substancia
durante la primera mitad de esta transformacién cerrada, se convier-
te en trabajo, puesto que una parte del calor, Q;, vuelve a cederse
al exterior. Como el calor inicamente puede pasar de modo esponté-
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neo de un cuerpo més caliente a otro mas frio, légicamente tepdrd
que haber un cuerpo mds caliente que le comunique a la substancia
la cantidad do calor Q4 (foco caliente) y otro més frio al que la subs-
tancia pueda cederle la cantidad de calor Q, (foco frio).

Cuando se obtiene trabajo a costa de la cantidad de calor comu-
nicada, naturalmente, se cumple el principio de la conservacién
de la energia, es decir, la diferencia entre los valores de las canti-
dades de calor absorbida y cedida,

Pi e, @y — Q.. serd igual al trabajo reali-
zado A. Desdo el punto de vista préc-
tico es interesante saber, qué parte
del calor tomado del foco caliente,
(74, se convierte en trabajo A, puesto
que la cantidad de calor @, que se

i 1
|
B, éz >~V Fig. 170. Cieclo inverso.

cede al foco frio, no se aprovecha, Por esto es lo que se estudia
¢l rendimiento, coeficiente econdmico o eficiencia

A Q@
=g =g ©)

Para determinar el rendimiento hay que examinar un ciclo con-
creto y calcular los trabajos que se producen en él. Esto es precisamen-
te o que haremos en el § 73.

Pero ahora comparemos un ciclo inverso con ol representado en
la fig. 169. En el ciclo inverso (fig. 170), la expansidén de la substan-
cia se clectiia por la curva C,C"C,, realizando un trabajo positivo
Ay, numéricamente igual al drea do la figura C,C"C,B,B,. La com-
presién se lleva a cabo por la curva C,C'Cy, realizando un trabajo
negativo 4,, numéricamente igual al drea de la figura C,C'C;B,B;.
El trabajo total 4" = Ay 4 A es negativo, puesto que el valor abso-
luto de A, es mayor que el de A,. El valor numérico de este trabajo
total viene representado por el drea comprendida dentro de la curva
cerrada C,C'C,C"C,. EI trabajo realizado por las fuerzas exterio-
res que actfian sobre el sistema sera positivo, 4 = —A4".

Supongamos que durante la expansién la substancia absorbe .
del exterior una cantidad de calor 0y, mientras que durante la com-
presién cede una cantidad de calor Q4. En este caso, todo el proceso
se reducird a lo siguiente: las fuerzas aplicadas al sistema, por parte
de los cuerpos exteriores, realizan un trabajo positive 4 y el sistema
recibe del exterior una cantidad de calor 0, y cede una cantidad de
calor @4, mayor que (,. La cantidad de calor cedida {, serd igual ala
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suma del calor recibido @, y el trabajo realizado por las fuerzas
exteriores que actiian sobre el sistema.

Qy =@y + A.

Una méquina que funcione por este eciclo puede servir de refri-
gerador, puesto que la expansion C,C"C, sc realiza a temperatura
mas baja que la compresion C,C'C, vy, por lo tanto, la cantidad do
calor @, puede tomarse de un cuerpo mas frio, y la @, cederse a uno
mis caliente. L.a maguina refrigerante funciona a costa de las fuer-
zas exteriores y «transportas cierta cantidad de calor @, desde un
cuerpo mis frio (enfriindolo afin mdis) a otro mis caliente.

§ 70. Transformaciones adiabiticas. Ecuacién de la adiabitica.
Se dice que una transformacién del.estado de un sistema es adiabdtica
o s¢ realiza por via adiabdtica cuando durante ella no eziste inter-
cambio de calor entre dicho sistema y los cuerpos que lp rodear. Duran-~
te la transformacién adiabatica el sistema ni recibe calor del exte-
rior ni lo cede a los cuerpos circundantes. Por lo tanto, para que
pueda realizarse una transformacién adiabdtica, ¢l sistema debe
estar rodeado de paredes que no conduzcan en absoluto ol calor. Pero
como este tipo de paredes no existe, las transformaciones reales
solamente pucden aproximarse mds o menos a la adiabdtica. Pricti-
camente se aproximan a ella las transformaciones que se efectiian
tan ripidamente que no dan tiempo a gue se produzea intercambio
de calor apreciable con los cuerpos exteriores.

El caracter adiabdtico de una transformacién se expresa mate-
maticamente por A = 0, de donde el principio de la congervacién
de la energia tomara en este caso la forma:

AU + AA = 0. )

En las transformaciones adiabdticas el trabajo A4 puede pro-
ducirse exclusivamente a costa de la energia interna del sistema.
51 el sistema realiza un trabajo positive (A4 > 0) su energia interna
disminuye; si, por el contrario, son las fuerzas exleriores las que
efectian el trabajo sobre el sistema (A4 << 0), la energia interna
de éste aumenta.

Examinemos la expansién adiabatica de un gas perfecto. El tra-
bajo A4, como siempre, sera

AA = pAV, ®)

donde p es la presion del gas y AV la variacién que experimenta
su volumen. La energia interna del gas perfecto, como indicamos
en el § 48, es igual a la energia cinética del movimiento de sus molé-
culas; de donde la energia interna de un mol de dicho gas sera

i i
U=—2—kT-N=~E—HT,

20-0705
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donde k es la constante de Boltzmann; N, el niimero de Avogadro,
y A, la constante de los gases. Introduciendo el calor especifico

molar del gas a volumen constante Cy = —l—R, tendremos que
g 5 q

U = Cy T,
de donde la variacién de la energia interna del gas perfecto serd
AU = Cy-AT. (3)

Poniendo en (1) el valor de A4, segin (2), y el de AU, segiin (3},
obtenemos la expresién del primer principio de la Termodindmica
referido a un mol de gas perfecto:

CvAT + pAV, = 0. (4)

Por la correlacién (4) tenemos gue durante la expansion adia-
batica (AV, = 0) el gas se enfria (A7 << 0) y durante la compresién
adiabitica (AV, << 0) se calienta (A = 0). Por lo tanto, cuando el
volumen del gas varia por via adiabatica su temperatura no perma-
nece constante. El cdleulo correspondiente (véase la letra pequeiia
de la pag. 308) nos permito relacionar esta variacién de la tempera-
tura 7 del gas con la variacién que experimenta su volumen ¥. Supo-
niendo gue el gas, cuando ocupaba el volumen V,, tenia la tempera-
tura T,, al variar por via adiabatica el volumen hasta un valor
V. la temperatura tomard el valor Ty, y se verificard la correla-

cién seguiente:
Tg V’ -1
=" ®)

donde y = g-—:; , es decir, que y es la relacién de loz calores especi-

ficos, a presion y volumen constante, del gas (véase la letra pequeifia
de la pag. 308).

Aplicando la férmula de Mendeléiev-Clapeyron, que se cumple
para cada estado concreto del gas, obtenemos

¥y p2 Ty,

Ve p T
s ¥,
poniendo este valor de 3 en (5), tendremos
2

z:_i.
() ®

La férmula (6), que por su sentido es idéntica a la (5), relacio-
na las variaciones que experimenta la temperatura, durante el pro-
ceso adiabatico, con;las variaciones de la presién del gas.

Comparemos shora la transformacién adiabética del estado del
gas con su transformacién isoterma (o isotérmica). Para que la expan-
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sién del gas pueda realizarse por via isoferma, es decir, a tempera-
tura constante, desde el exterior hay que comunicarle calor constan-
temente, para compensar asi la caida de la energia interna que se
produce cuando el gas realiza un trabajo positivo. Por el contrario,
para que la compresion del gas se haga por via isoterma, éste debe
ceder calor constantemente, para que no aumenten ni su reserva
de energia interna ni su temperatura. Una transformacioén isoterma
s6lo es posible cuando existe un intercambio de calor idealmente
perfecto entre el gas v los cuerpos exteriores. Pricticamente es posi-
ble aproximarse al proceso isotermo haciendo quo la transformacion
transcurra tan despacio, que la tempe-
ratura del gas tenga tiempo de igna-
larse con la de los cuerpos exteriores
que lo rodean.
" Por lo tanto tenmemos:

A A

Fig. 171. La pendiente de la adiabatica es
mayor que la de la izoterma.

1) que la variacion del volumen del gas por via isoterma es posible
siompre que exista un intercambio de calor idealmente perfecto con
los cuerpos exteriores; el trabajo realizado al expansionarse el gas,
por la fuerza que éste ejerce sobre los cuerpos externos, se efectia a
costa del calor absorbido del exterior; el trabajo que realizan las
fuerzas externas durante la compresién, va acompafiado de la trans-
mision de calor correspondiente, que en este caso cede el gas a los
cuerpos exteriores;

2) que la variacién del volumen del gas por via adiebdtica es posi-
ble si existe un aislamiento térmico perfecto; el trabajo del gas, en
este caso, se realiza’a costa de su energia interna; durante la expan-
sién se enfria el gas y durante la compresién se calienta.

La variacién isoterma del estado del gas cumple la ley de Boyle-
Mariotte:

pV = const

para la cantidad de gas dada. Supongamos que esta dependencia
estd representada en la fig. 171 por la isoterma ABC. 8i partiendo
de un estado determinado B comenzamos a comprimir el gas por
via adiabatica, su temperatura, de acuerdo con lo dicho anterior-
mente, comenzard a elevarse; gracias a esto, todos los valores nu-
méricos del producto pV serin mayores que en el caso de la com-
presién izoterma; de aqui se deduce, que la compresién adiabética
estard representada por una curva BA4,, cuya elevacién serd mis
brusca que la de la rama de la isoterma BA. De la misma forma,

20+
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si partiendo del punto B comenzamos a provocar la expansién del
gas por via adiabatica, su temperatura empezard a descender y,
a consecuencia de esto, la expansién estard representada por una
curva BC|, cuyo descenso serd mas brusco que el de la rama BC de
la isoterma. La curva 4,BC, sc denomina adiabdtica. Por lo tanto,
cuando el volumen del gas varia por vie adiabdtica no se cumple la ley
de Boyle-Mariotte. La curva que representa la expansién adiabdtica
del gas (adiabatica) es méds pendiente que la que representa la varia-
cién isoterma del volumen del mismo (isoterma).

La ecuacién de la adiabética puede obtenerse partiendo de las
expresiones (3) y (6); igualando entre si sus segundos miembros,
tenemos

p=1

(-7

¥ B A 7
P ( ¥y ) . @
es decir, que cuando la variacién del volumen es adiabdtica, la pre-

gién p del gas varia on razén inversa a la potencia y del volumen.
Por la férmula (7) tenemos, que para las transformaciones adiabéticas

p¥? = const. (7a)

Lsta férmula (7a), que en las transformaciones adiabéiticas hace
las veces de ley de Boyle-Mariotte, recibe el nombre de férmula de
Poisson.

En la practica las transformaciones no tienen un caracter pura-
mente adiabético o isotérmico, ya que no es posible conseguir que
sean perfectos ni el aislamiento térmico ni el intercambio de calor.
Las transformaciones reales tienen un cardcter intermedio ontre
el isotérmico y el adiabdtico. Un caso particular de las transforma-
ciones reales son las llamadas transformaciones politrépicas, a las
que son aplicables las férmulas de las adiabaticas con la {inica
diferencia de quc y tiene un valor intermedio entre C/Cy v la uni-
dad. En este caso y recibe el nombre de ezponente politripico.

Cuanto més se aproxima el exponente politropico al valor de
Cp/Cy, tanto mayor es la aproximacion del proeeso al adiabético;
cuanto mas se aproxima el exponente politropico a la unidad, tanto
mayor es la aproximacién del proceso al isotérmico.

de donde

La expresién (5) pucde deducirsé escribicndo el primer principic de la
Termodindmica {4) on forma diferencial:

Cy dT' -} p dVy = 0, de donde p dVy = —Cy d7.

Dividiendo miembro a micmbro esta igualdad por la que expresa el estado
de los puses perfectos,

pVo = RT,
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obtenemos
Vo Cy dT 4 R aﬂ’oE_dT
Vo R T ' Ty Vo i

Como R/Cy es una magnitud constante, la @ltima igualdad puede escribirse
en la forma:

d (“cRT Vo) =—d(inT).

" Pero cuando las dilerenciales de dos magnitudes son iguales entre &, la
- diferencia entre las propins magnitudes solamente puede ser una constante
aditiva urbitraria:

R

d: In Vg=-=1n T --const, de donde ln (VOCV -T)=const.

Cy

Y come la magnitud, cuyo logaritmo es constante, también es constante,
tendremos

n
VY T =const. ®

P'ara transformar esta expresién podemos emplear la férmula (3) del § 49,
segin la cual
R _Cp—Cv _©Cp

Y poniendo este valor de éi en (8), hallamos
LA
Vg‘li"_—.const,

es decir, cuando cl proceso cs adiabdtico, el producto de la temperatura T por
Vg'l permaneee constante, por consiguiente

-1 -1 T, Vyyv=1
T]YY =T3V£ " de donde Ti—ﬂ (T,;-)

lo gue coincide con la formula (3).

Para formarnos una idea concreta de la diferencia que existe entre los
procesos isotérmicos E adiabaticos, examinemos varios ejemplos.

Ejemplo 1. Cierta cantidad de nitrégeno, que se¢ encuentra a una
temperatura de 27° C y a una presion de 1 atm, ge comprime por via adiabitica
hasta alcanzar un volumen 5 veces menor guc el inicial. ¢A qué temperatura
y presién se encontrard el nitrégeno después de comgrimido? Compérese esta
presién con la que tendria si la compresion hubiera sido jsotérmica.

Soluciodn, Porla férmula de Poisson (7):

.F"S__(Vi)'*1 de dond o (Vl)v
— == onde p;= K
I Vz * Pr=pm i?z'
Vv
En muestro caso p = 1 atm, ';Ti = 5, y como quiera que el nitrégeno es
un gas diatémico, tendremos (véase el § 49):

c 7
S~
V=p =g =14
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Da donde
pz=1-514 atm =95 atm.

Si la compresién hubiera sido isotérmica, la presién se determinaria por
la ley de Boyle-Mariotte:
pz=pi--;1—=i-5 atm=>5 atm,
2
La temperatura T del gas, despuds de la compresién adiabatica, se deter-
mina por la corr¢lacién (5):
Vi

r. Vyyve-1 p=1
Tf—-= (T\:) y de donde Ty=Ty (-ﬁ) =300.504=571°K,

o, pasando a la cscala centigrada, obtenemos: ¢ = £98° C. Por lo tanto, durante
la com?rcsiﬁn adiabdtica que examinamos tendrd lugar un calentamiento con-
siderable (desde 27 hasta 298° C) y la presion del gas serd casi el doble que la
que Lendria después de la comprosY(m isotérmica,

Ejemplo 2. En un matraz, cuyas paredes estdn envueltas en material
termoaislante, hay aire a una presion p;, mayor que la atmosférica, y a la tem-
peratura T, Abriendo la llave de paso C (fig. 172), se deja que
la gl‘esilﬁn del aire del matraz se iguale rapidamente con la
de la armébsfera H ysovuelve a cerrar la llave de paso. Cuan-
dola temperatura delaire contenido en el matraz vuelve
a alcanzar la temperatura Ty, la presién dentro de dste re-
sulta ser igual a ps.

Valiéndose de estos datos, determinar la relacion y
entre los calores especificos del aire a presién y volumen
constantes.

Selueibn Llamemos V; al volumen de) aire que -
cabe en el matraz y supongamos que la parte de aguél

\\\\\\\m\\\\\\
S

D00

Fig, 172, Esquema del experimento para hallar la razén
Cp/Cy del aire,

que queda cn dicho matraz después de abrir la llave ocui)aha, antes de ha-
cer esta operacién, un volumen V: v tenfa la presidn p; y la temperatura T;.

Al abrir la llave, una parte del aire se escapa; el aire restante ocupa todo
¢l volumen V, y su presi6n se hace igual a la do Ia atmésfera H.

Este proccso de expansién puede considerarse adiabdtico, puesto que se
desarrolla répir]ameme v las parcdes del matraz conducen mal el calor. Por
1o tanto, segun la férmula de Poisson:

Va )1’ I
—_— = — )
( ¥y I @
Como resultado de esta expansién adiabdtica, el aire se cnfria hasta cierta
temperatura 7';. Una vez gue ]a temperatura dentro del matraz vuolve a elevarse
hasta su valor inicial 7,'la presién del gas toma un valor ps, mt%?vor que ol de la
atmésfera Jf. Al ocurrir esto, el volumen del aire sigue siendo V.

Como on este estado final la temperatura del ajre s la misma que al prin-
cipio, los magnitudes Vy, ¥y, py ¥ pa, estan relacionadas entro si por la ley
de Boyle-Mariolte:

Vs Pa
LR )
Vi T &
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Igualando las expresiones (9) y (10), obtenemos

H
=(5)"

Tomando logaritmos, hallamos
g H—1
Ig H—1g py=7 (ig p—Ig ps), de donde y=-S——SIL

1g po—lgps °

Por consiguicate, midiendo las presiones H#, py ¥ pa. se puedo hallar el
valor de y para el aire.
Este ejemplo no ¢s mds que un esquema del experimento para determinar

1a relacién de los calores especificos €, y Cy de los gases,

§ 71. Trabajo durante las  variaciones adiabdticas €
isotérmicas del volumen de un gas. Determinemos el trabajo que
se realiza durante la expansion adiabatica de un gas. Este trabajo
AA, como ya dijimos, se lleva a cabo a costa de la variacién de la
energia interna del gas.

Partiendo de la correlacién (4) del § 49, para un mol de gas per-
fecto, tenemos

AA = pAV, = —CyAT.

Como Cy es constante, esta correlacién también serd justa para
la variacién final de la temperatura. Sea T, la temperatura inicial
del gas y T, la final, entonces, AT = I'y — Ty, y el trabajo reali-
zado A sera

= —Cy(Ta—T)=CsTs (1 —72).

Sustituyendo la relacién T./T, por (%1)7_1, segin la férmula
{5) del § 70, obtenemos
=3
A [1— ()] .

Tsta formula nos da el trabajo que se realiza cuando el volumen
de un mol de gas varia adiabiticamente desde un valor Vo, hasta
otro valor V. la temperatura T corresponde al volumen V.

La férmu?a (1) puede modificarse haciendo uso de la correlacién
(5) del § 49:

Cp A CV — R,
de donde
Cv 1
= R T

Cy=RF-=Rg- =

Poniendo esta expresién de Cy en (1), hallamos

P
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Cuando el gas se expansiona por via isotérmica, el trabajo se
realiza a costa del calor comunicado desde el exterior. Por esta
razon, no puedo ser determinado por el mismo procedimiento gque
el trabajo producido durante la expansién adiabatica. Segin la
formula (2) del § 69, el trabajo elemental que realiza el gas al an-
mentar su volumen 'en una magnitud infinitesimal AV, serd igual a

ﬂAmpAV.
Il trabajo total A, efectnado al variar o] volumen del gas desde

un valor V, hasta otro V;, puede obtenerse sumando todos los trabajos
elementales:

- A=} pAV;
este trabajo se representa grificamente por el 4rea rayada de la
fig. 173. En realidad, la suma indicada se reduce a una inlegracion,
ol

Isotering
Fig. 173. El trabajo realizado durante una expan-
A siugn isotérmica esta representado por el drea de la
Vor gz  V figura rayada.

cuyo resultado (véase la leira pequeina de la pag. 313), para un mol
de gas nos da:

A=RTIn % (2)
01
Como durante la transformacién isotérmica se cumple la ley
de Boyle-Mariotte, tendremos

Yo sh
Voo m2’
de donde la expresién (2) puede escribirse también de la forma:
A=RI1In 2L (2a)
Pz

Generalizando las férmulas (1a) y (2) para cualquier masa m
de un-gas, obtendremos que:

1) el trabajo A, gue reeliza una masa de gas m el variar adiabdti-
camente su volumen desdo ¥V, hasta V, es igual a

e ELEL-T
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donde p es el peso molocular del gas y 7'y su temperatura cuando el
volumen es V,;

2) el irabajo A, que realiza una masa de gas m al variar por via
isotérmica su volumen desde Vy hasta V,, es igual a

= m pYa :
A=RT L Ingt, (2b)

donde T es la temperatura constante de la variacién isotérmica
dada del volumen del gas.

La expresion del trabajo cuando variael volumen puede calcularse de la
forma siguiente: el trabajo elemental
dA = p dV. {3y
El trabajo total, cuando el volumen varia desde un valor ¥, hasta otro
Va, se expresa por la integral dcfinida
Va
a={ par. 4y
7y

Esta cxpresién os vilida tanto cuando la transformacién es isotérmica
como cuando es adiabitica.

En la transformacion isolérmica, para un mol de gas se cumple Ia férmula
de Mendeléiev-Clapeyron:,

pVo = RT,

donde la temperatura T Licne un valor constante. Expresando la presién p por
medio de ¥, vy T, obtenemos

_RT
P——I}r-

Poniendo este valor de p en (4) y sacando R y T fuera del signo do integra-
¢ion, puesto que son constantes, hallamos que:

Vo2
v, Vor
= ——=RT
A RTVF‘ Vo Fi IDW,
0

formula que nos da el trabajo realizado por un mol de gas cuando su volumen

varia por via isoterma desde Vi, hasta Vy» |comparcse con la férmula (2) del
texto basico].

Utilicemos ahora la férmula (4) para deducir otra vez la exprosién del
trabajo realizado durante la variacion adiabética del volumen. Cuando la
transformacién es adiabética so cumple la [Grmula de Poisson

Prﬁ' =P1F8|,
donde py ¥ Vo son la presion y el volumen iniciales do un mol do gas, do aqui

2V )
vy

p=
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Poniendo este valor de p en {4)y sacando py V¥ fuera delsigno integral,
pucsto que son magnitudes constantes, obtenomos

e
. fs o _ PV ( 1 1 )
= —o — - )
Ve 78 =1 vyt 2
v sacando fuera del paréntesis V;“ , hallamos
1

o PV [i (E)’f"]_ Vo [,1 (Vu:)?"]
o1 vt T\ Ve I et L S :
Valiéndonos de la ecuacién de estado de los gases perfectos, tendremos

piVa = ATy,

donde Ty es la temperatura del gas cuando su volumen cra Vg ¥ =8 encontraba
a la presién py, de donde

ATy [ ( Vo yv-1
N e— — ——
4 y—1 ¥ Vo ) ] )
Jo que coincide con la férmula (1a).

A conti on 0 os un ejemplo de cdleulo del trabajo correspondiente
a la compresién de un gas.

Ejemplo. 10 I de nitrigeno, que se encuentran a4 una presién py =
= 1 alm, e comprimen hasta la presién ps = 100 atm. Determinar el trabajo
«correspondiente a la compresién en los dos casos siguientes: 1) cuando la com-
presién se realiza por via isoterma; 2) cuando la compresién ¢s adiabtica.

Solucién 1) Coando la compresién es isotérmica, el trabajo, segin
la §6rmula (2b), serd igual a

v
A=RT-1In==2.
B Vy

Va

Teniendo en cuenta quai;_— AT =p Vi ¥ 7 -—-i—’ , escribiremos la expre-
1 2

sién anterior en la forma siguientoe:
A=pVyln 2L,
piryln 7>
Para resolver el ejemplo en unidades del sistema €GS, reduciremos la
presién a barias y el volumen a eentimetros cabicos; entonces, py = 1 atm =
= 108 barias y Vi = 101 = 1¢* cm®, de donde
A=10%.10¢In -fiﬂ—ﬂergiosg——é.ﬁ-iﬁlﬂ ergios = ~—4,6-10% julios.
2) Cuando la compresién es adiabética, por la férmula (1b):
RTy m [ Veyv-t
A= — | 1= | = .
=) ]

Volviendo a ntilizar aqui la correlacién -E:- RTy=p,V; ytoniendo en cucnta

que por la férmula de Foisson ;
=

()7 e (R)-(2) T
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hallamos
=1

35297

Come en el primer caso tendremos que p;, = 108 bariag, V; = 10* cm? y,
ademé4s, como el nitrégeno es un gas dialémico, y = 1,4, de donde

{0e:108 i__i_
A= [1— 100 L4 ergios= —86,8-101 orgios =

i
= —§,8.10% julios.

El trabajo es negativo en ambos casos, lo cual corresponde légicamente
a la esencia del trabajo do cemgresiﬁn, puesto que csté realizado por las fuerzas
exteriores. En ecste easo el trabajo es mayor cuando la compresion es adiabd-
tica que cuando es isolerma,

§ 72. Segundo principio de la Termodindmica. Al estudiar en el
§ 69 el ciclo directo realizado por un agente de transformacién
cualquiera, vimos que podfa utilizarse en las méquinas térmicas,
puesto que a costa de una cantidad de calor @, recibida de una
fuente exterior cualquiera, el agente de transformacién realizaba
un trabhajo 4. Al mismo tiempo, una cantidad de calor @, se cedia al
foco frio. De esta forma, el ciclo tenfa un cardcter complejo consis-
tente en quo del foco caliente se tomaba una cantidad de calor Qy,
el agenie de transformacién realizaba un irabajo 4, menor gue la
cantidad de calor recibida @, y la cantidad de calor restante, ?z =
= 4 — A, se cedia al foco frio. Como quiera que en la mayoria de
los casos tiene interéds, desde el punto de vista préctico, conocer qué
parte del calor tomado del foco caliente @, se aprovecha en el trabajo
A, la relacidon

= _ Q-0
Q 1
como ya dijimos., puede denominarse rendimiento o eficiencia de

Ja miquina térmica.

Evidentemente, la maquina serd tanto mis ventajosa cuanto
més se aproxime 7 a la unidad, es decir, cuanto mayor soa la parte
de la cantidad de calor recibida que se convierte en trabajo A.

Un motor térmico que tuviera un rendimiento vy = 1 seria extra-
ordinariamente ventajoso. Esto se explica, puesto que dicho motor
no necesitaria dos focos, uno més caliente (caldera) y otro més
frio (condensador), y podria funcionar a expensas del enfriamiento
de cualquiera de los cuerpos que nos rodean, por ejemplo, de la
corteza terrestre o de los océanos, hasta temperaturas méas bajas
que las de los cuerpos circundantes més frios. Este tipo de motor
recibi6 el nombre de mdvil perpetuo de segunda especie. Como quiera
que este movil no contradice el principio de la conservacién de la
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encrgia (o primer principio de la Termodinimica), no es evidente la
imposibilidad de su construccién. Sin embargo, cuantos intentos se
han hecho para construir una méiquina térmica de accion periédica
cuyo funcionamiento se reduzea a transmitir al agente de la trans-
formacién una cantidad de calor Q, procedente de un foco dotermi-
nado. y a obtener un trabajo 4 = @4, se han visto frustrados.

El primero que planted de forma general el problema de producir
trabajo a expensas de una cantidad de calor tomada de un foco
calorifico fue Sadi Carnot, en su obra ¢«Reflexiones sobro la fuerza
motriz del fuego», publicada en el afio 1824. Carnot llegd a la con-
clusion de que, en todo proceso cerrado que conste de transforma-
ciones adiabdticas ¢ isotérmicas del volumen de un gas perfecto,
es imposible evitar el paso de calor desde el foco caliente al frio,
sicmpre que este ultimo tenga una temperatura superior a la del
cero absoluto.

Posteriormente, las deducciones de Carnot fueron generalizadas
por Clausius y W. Thomson, los cuales enunciaron el principio
de la impostbilidad de conseguir un proceso periédico cuyo efecto tinico
sea ¢l de convertir integramente en frabajo la cantidad de calor tomada
de un foco calorifico.

Este es el llamado segundo principio de la Termodindmica.

También puede enunciarse ¢omo el principio de la imposibilidad
de construir un mévil perpetuo de segunda especie, es decir, un
motor de funcionamiento periédico que produzca trabajo enfriando
un foco caliente.

La validez del segundo principio de la Termodinimica ha sido
confirmada por la enorme cantidad de conclusiones sacadas de él
que coinciden exactamente con los resultados experimentales.

§ 73. Ciclo de Carnot. Rendimiento de una mdquina térmica.
Examinemos ahora la transformacién cerrada que abordé por pri-
mera vez Carnot y que se conoce con el nombre de ciclo de Carnot.

Tste ciclo es una transformacién reversible cerrada, limitada
por dos isotermas y dos adiabdticas. Para efectuar este ciclo hay
que disponer de un foco caliente, que comunique al agente de trans-
formacién la cantidad de calor necesaria para su expansién isotér-
mica, y de un foco frio que ahsorba de dicha substancia Ia cantidad
de calor correspondiente durante la compresion isoterma.

Lo mismo que en el § 69, designaremos por @, la cantidad de
calor cedida por el foco caliente al agente de iransformacién y por
—@Q5 la cantidad de calor que dicho agente recibe del foco frio (se
considera positive el calor Q, que cede la substancia al foco frio).
El trabajo lo designaremos por A (sin ningin signo) en todoes los
casos. Aunque el trabajo gue realiza el agente de transformacién
durante la expansién es positive, 4, = 0, y el que realiza durante
la compresién es negativo, A, << 0.
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Para el estudio del ciclo de Carnot tomaremos como agente de
transformacién un mol de gas perfecto, que en el momento inicial
se encontrard en el estado (7), caracterizado por un volumen Vois
una presién p, y una temperatura 7', (fig. 174). Provoguemos la
expausién de este gas por via isotérmica hasta que ocupe un volu-
men Vo, a la presion p, lestado (2)]. Durante esta expansion iso-
térmica el gas recibe del foco
caliente una cantidad de calor 7|
Q4 y realiza un trabajo 4,—0Q,. ! Vor)

A partir del estado (2), deja-
mos que el fas se expansione por
via adiabdtica hasta el estado
(3), caracterizado por un volu-

03 (1Y)
¥

Fig. 174. Ciclo de Carnot.

men Vg3 y una presién p,. Durante esta expansién la temperatu-
ra del gas baja hasta un valor igual a T,

Cuando el gas se encuentra en el estado (3) comenzamos a compri-
mirlo por via isoterma (conservando constante la temperatura 1',)
hasta llegar al estado (4), cuyas caracteristicas son ¢l volumen ¥y, v Ia
presion p,. Al ocurrir esto el gas cede al foco frio una cantidad de
calor (7, y realiza el trabajo 4 = —(Q,.

Finalmente, partiendo del estado (4), comprimimos el gas adia-
biticamente hasta conseguir que adquiera el volumen V,, y la pre-
§ién py iniciales y que so caliente hasta la temperatura 7T,, tam-
bién inicial.

Demostremos, en primer lugar, ‘que un proceso de este tipo,
limitado por dos isotermas y dos adiabiticas, puede realizarse
en forma de ciclo cerrado. Para esto nos valdremos de la formula (5)
del § 70, segiin la cual, durante la expansién adiabitica (2) = (3)
se cumple la correlacion:

(s 0

Pero la condicién necesaria para que la transformacién sea co- .
rrada es, que durante la compresién adiabatica desdo el estado (4)
hasta el estado (I) se eleve la temperatura del gas desde el valor
Ty hasta el valor 7,, es docir, que se cumpla la correlacién:

Vou vel oo 7y
V) = (2)
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Comparando entre si Jas expresiones (Z) y (2) vemos que deberi
cumplirse la condicién:
Voe _ Vo
Voo~ Vou - @
Y como esta condicién puede cumplirse, quiere decir, que el
proceso que examinamos puede realizarse en forma de transfor-
macién cerrada (ciclo}). .
Determinemos ahora el rendimiento del ciclo de Carnot. Como
dijimos en el § 69, el rendimiento 1 de una transformacion cerrada
es igual a

O‘l ‘—Qz .\ [4}

‘n=-—- ——
1 Q¢
donde A es el trabajo total realizado durante el transcurso de todo
el ciclo; (,, la cantidad de calor recibida del foco caliente y Qa,
la cantidad de calor cedida al foco frio.

La cantidad de calor Q,, recibida por el agente de transformacién,
es igual al trabajo A,, realizado por el mol de gas durante la expan-
sién isoterma (1) — (2). Aplicando la férmula 2 del § 71, halla-
mos que

¥
Qi=A,=BTlluF—z:.

Do igual forma, la cantidad de calor —Qs, recibida del foco frio,
¢s igual al trabajo 4, realizado por el gas durante la compresion
isotérmica () - (4):

— QA= RTs Inglh — ATy 1n

Vog 2 Ve

Poniendo estos valores de Q, y —@Q. en la expresién (4), halla-
mos que

Voz Vos
 TulngE T gk
- V,

T ln ._02._

1 Vs

Pero de la eondicién necesaria para que la transformacién sea
cerrada (3) se deduce que
Vos

Voz T—Ts
PR | et el oY
Vo = Vo e donde m ()

Ty

donde T, es la temperatura del gas & que tiene lugar la expansion
isotermna (7) — (2) y T'» es la temperatura a que so desarrolla la
compresién isoterma (3) — (4). Al expansionarse isotérmicamente,
ol gas recibe del foco caliente una cantidad de calor (Qy, mientras
que al ser comprimido por via isoterma cede al foco frio una canti-
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dad de calor @,. La temperatura del foco caliente debe ser igual
a T, y la del foco irio igual a T, puesto que si el primero tuviera
una temperatura mayor, o el segundo una menor, el proceso no
podria desarrollarse equilibradamente.

E!l ciclo directo de Carnot que hemos estudiado es el de una md-
quina térmica ideal. El rendimiento de esta mdquina v depende ex-
clusivamente de la temperatura Ty del foco caliente y de la T del foco
frio.

Durante cada ciclo el gas realiza un trabajo

A =Qy — Q: = nQy, (6)

donde m es el rendimiento, que se determina por la férmula (5).
Al realizar este trabajo el gas absorbe del foco caliente nuna cantidad
de calor @, y cede al foco frio otra cantidad de calor @,

Q=0 —A=01—m)0Q, 0

Cuanto mayor es la temperatura del foco caliente 7, y menor
la del foco frio 7,, més alto es el rendimiento 1, mayor la fraccién
del calor @, que se transforma en trabajo y menor la cantidad de
calor @, que se cede al foco frio. El rendimiento n puede ser igual
a la unidad tnicamente cuando 7, = 0, es decir, cuando la tem-
peratura del foco frio sea igual a la del cero absoluto.

La figura 175 representa el esquema del funcionamiento de un
ciclo directo de Carnot (de una maquina térmica ideal).

Como el ciclo de Carnot es reversible puede desarrollarse en
sentido contrario al que acabamos de examinar. Este ciclo de Carnot
inverso es el de una mdquina frigorifica. Efectivamente, durante el
ciclo de Carnot inverso las fuerzas exteriores roalizan sobre el gas
un trabajo positive A’, igual al trabajo A que realizaba el gas en
el ciclo directo. Al ocurrir esto, se absorbera del foco frio una can-
tidad de calor (,, la cual, de acuerdo con las férmulas (6) y (7),
puede expresarse de la forma

f—
Qa == 1 1 A,
Y al foco caliente se le cederi una cantidad de calor
A
0[ =_‘1—.

El esquema del funcionamiento del ciclo de Carnot inverso
(de la maguina frigorifica ideal) est& ropresentado en la fig. 176.

Todos estos resultados Ios hemos obtenido partiendo de la supo-
sicién de que el ciclo de Carnot 'se efectia con un gas perfecto. No
obstante, apoyandonos en el segundo principio de la Termodind-
mica, ‘podemos decir, que el ciclo reversible de Carnot tendrd el mismo
rendimiento cualquiera que sea la substancia que constituya el agente
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de transformacion. Para demostrarlo, supongamos que un ciclo
de Carnot reversible, efectuado por una substancia determinada,
tiene un rendimiento 4" mayor que el rendimiento % de otro ciclo
de Carnot realizado por un gas perfecto: v > 1.
Haciendo que el primero de estos ciclos trauscurra en senfido
directo (como en una miquina térmica) n veces, entre un foco calien-
P atimite te cuya temperatura sea T’y y un foco
frio eon temperatura F,, obtendremos
un trabajo igual a nA. Al mismo tiem-
po se absorberd del foco caliente una
cantidad de calor nQ, v se cedera al foco
Ayente de frio otra cantidad de calor n,. Dasin-
transformacidn  donos en las correlaciones (6) y (7), quo
son valederas no sélo para el ciclo de

Trabajo

obtenido Fig. 175. Bsquema del [uncionamiente de una

eD frio migquina Lérmica.
Carnot con gas perfecto, sino para cualquier ciclo de este tipo (siem-
pre que se entienda por v el rendimiento del ciclo que se exami-
na), podemos escribir:
nd= T}ﬁ’_ Qg (8}
Si efectuamos después el ciclo de Carnot con el gas perlecto en
sentido contrario (como en una maquina frigorifica) m veces, entre
los mismos focos frio y caliente gue el ciclo anterior, tendremos
quoe realizar un trabajo mA’; del foco frio se absorbera una cantidad
de calor mQ; y se cederd al foco caliente otra cantidad de calor
mQ;. En este caso se cumplird la correlacién:

mA' =2 mQ;. ©
Los nimeros n y m podemos elegirlos de tal forma, que
nQs = mQ;. (10)

Entonces, segin (8) y (9) y teniendo en cuenta que 1’ = 1, ob-
tendremos
nd 4=’
7 T —-—T—‘D' 1.
1—n

es decir, que como resultado de la realizacién del ciclo directo n
veces y del inverso m veces, so obtiene un frabajo nA que resulta
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ser mayor que el trabajo gastado mA’ y, segfin (10), la cantidad
de calor cedida al foco frio es ignal a la que se recibié de él. De esta
forma, ambos ciclos tomados conjuntamente constituirian un mé-
vil perpetuo de segunda especie, es decir, el trabajo se obtendria
exclusivamente a expensas del calor absorbido del foco caliente,
sin ceder al foco frio ninguna cantidad de calor. Pero como sabemos,
el segundo principio de la Termodinimica niega la posibilidad del
mévil perpetuo de segunda especie. De aqui se deduce, que tenemos
que renunciar a la suposicion de que
'I]' = 1. Cuerpe mds

Nos queda suponer que )’ << 1. Pe- yailouty
ro entonces, efectuando el ciclo de Car-
not con el gas perfecto, en sentido di-
recto, y con la otra substancia, en
sentido inverso, podriamos realizar el
mévil perpetuo de segunda especie.

Agente de
transformnacldn

AL
Trabajo
Fig. 176. Esquema del funciopamiento de :
unn maigquina frigorifica. Guerpg mas

frio

Es decir, esta segunda suposicién también debe ser desechada.
Por consiguiente, sélo queda una posibilidad real, la de que ' = n.

Veamos ahora Io que ocurre con un ciclo de Carnot irreversible
{(cuyas variables no estin en equilibrio en todo momento), realizado
en sentido directo, es decir, actuando como el de una méiquina tér-
mica. Sea su rendimiento 1”. Si este ciclo tiene Iugar entre unos
focos, caliente y frio, dados y se hace que entre estos mismos-focos
se realice un ciclo de Carnot reversible, como el de una méquina
frigorifica, basindonos en razonamientos idénticos a los expuestos
con anterioridad, obtendremos que 7#* = 17, donde w ecs el rendi-
miento del ciclo de Carnot reversible.

Pero cuando se trata de un ciclo de Carnot irreversible, no puede
demostrarse que su rendimiento n” no puede ser al mismo tiempo
menor que 7, puesto que segln las condiciones no puede ser rever-
sible, es decir, no puede utilizarse como el de una miquina frigo-
rifica. Por consiguiente tendremos que limitarnos a sacar la con-
clusién de que el rendimiento del ciclo de Carnot irreversible no puede
ser mayor que el del reversible.

Estos resultados pueden hacerse extensivos a eualquier transfor-
macién cerrada.

Figurémonos ahora un ciclo reversible cualquiera, como el repre-
sentado graficamente por la curva cerrada A BCDA (fig. 177). Este

210705
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ciclo puede dividirse aproximadamente en un nimero infinito de
ciclos de Carnot infinitamente estrechos. Al efectuarse todos estos
ciclos de Carnot, una parte de cada adiabatica, que se recorre una
vez en un sentido v otra en el contrario, se anula, quedando solamen-
te las isotermas y los fragmentos extremos de las adiabdticas, los
cuales, en su conjunto, forman una linea quebrada cerrada. En el
limite, esta linea nos da el contorno en que esté comprendido el ciclo

P

Fig. 177. Toda transformacién cerrada
| ABCDA puede dividirse en ciclos ele-
*v mentales de Carnot.

ABCDA. Cada uno de estos ciclos de Carnot se realiza entre las
temperaturas Th y I'y, diferentes para cada eciclo. Segin la formula
(5) el rendimiento de un ciclo k de Carnot serd
Th—Tx
M= T’; .

Llamando T, a la temperatura méxima del eiclo ABCDA,y T
a la minima, tendremos que el rendimiento de cada uno de los ciclos
elementales de Carnot serd:

Ty—T.
ﬂné-—‘ﬁf—-

De donde el rendimiento total del ciclo ABCDA tamhiéri satisfa-
T4 la condicibn:

< T (i)

De esta forma llegamos a la conclusién de que, cualguiera que
sea el ciclo reversible directo (mdquine térmica), su rendimiento "
no puede ser mayor que el del ciclo de Carnot (magquina térmica ideal)
que se efectie entre las temperaturas Ty y T».

Si- la transformacién cerrada que se estudia no es reversible,
es decir, sitiene tramos irreversibles que no pueden representarse en
la fig. 177, puede demostrarse que se divide en un nimero infinito
de ciclos de Carnot, de Ios cuales una parte tampoco serd reversible.



§ 73. Ciclo de Carnot. Rendimiento de una mdéquina térmica 323

Como quiera que el rendimiento del ciclo de Carnot irreversible nj
no puede ser mayor que el del ciclo reversible, la férmula (11) serd
cierta para cualquier (ransformacion cerrada irreversible directa.

El segundo principio de Ia Termodindmica afirma que es imposi-
ble toda transformacién ecuyo tinico efecto sea el de convertir en
trabajo la cantidad de calor tomada de un foco determinado. Ahora
veremos que el proceso que acompaiia a la obtencién de trabajo, a ex-
pensas del calor absorbido, puede ser la transmisién de calor de un
cuerpo caliente a otro mdas frio.

Por las f6rmulas (6) y (7) tenemos, que si el cuerpo que realiza
un ciclo de Carnot reversible efectta un trabajo A = 1Q, y recibe
del foco caliente una cantidad de calor @y, tiene que ceder al foco
frio una cantidad de calor

Q=1 —m)Qy

donde 7 es el rendimiento determinado por la férmula (5).

Poniendo en esta correlacion el valor de 1 segiin la expresién (5),
obtenemos

Qs= % O \ (12)

donde T, es la temperatura del foco caliente {o cuerpo del que se toma
ca]or; y T'; es la temperatura del foco frio (o cuerpo al que se cede
calor).

Cualquier otra transformacién que se realice entre estos mismos
focos caliente y frio (cuyo rendimiento no puede ser mayor que el del
ciclo de Carnot reversible) producird el mismo trabajo 4 (a costa
de una cantidad de calor equivalente tomada del foco caliente) siem-
pre que transporte del foco caliente al frio una cantidad de calor
que no sea menor que (12). .

De csta forma, el estudio del ciclo de Carnot reversible nos proporcio-
na un criterio cuantilativo que permite establecer la cantidad de calor
minima Q,, que hay que {ransporiar del cuerpo:caliente al frio, cual-
guiera que sea el ciclo de funcionamienio, para obtener la cantidad
de trabajo dada A, a expensas de la cantidad de calor eguivalente Q; —
— Q. tomada del cuerpo caliente.

Detengédmonos también en olra consecuencia importante del examen del
ciclo de Carnot. En el § 44 indicamos que la ecscala do temgcraturas 85 UDa c0Sa
arbitraria, puesic gue, como empirica que es, dependo de la substancia termo-~
métricaque se utilice. Unicamente las deducciones sacadas de la teoria ciné-
tica de los gases pormitieron establecer la relacién cxistento entre la temperatura
r la energia cinética del movimiento de las moléculas, que es gencral para todas
as substancias. El estudio del ciclo de Carnot permite t.amEién. como sefiald
Kelvin, establecer una cscala de temperaturas ingepenﬂie.nu: de las propiedades
de la substancia termométrica que s¢ clija. El procedimiento para establecer
esta escala, llamada también escala termodindmica de temperaturas, es ¢l siguien-

21%
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te: por la f6rmula (12) tenemos que

o1
Q: T,

En esta ignaldad vemos, que la relacién entre las tomperaturas 74/ T, puecde
medirse por medio de la razén que existe entre los calores @y/@;, donds Q4 es el
calor que absorbe la substancia del foco calorifico durante el ciclo de Carnot
revels?hlc, ¥ @3 s ¢l calor que dicha substancia cede al foco frio. Como vimos
anteriormente, ¢! rendimiento n del ciclo de Carnot no depende de las propieda-
des de la substancia que recorre el ciclo. De donde, la relacidn Q4/Q: tampoco
dependori de dicha substancia dy, por consiguiente, puede servir para cstablecer
la escala de temperaturas, independientemente de la substancia termométrica
que se tome.

La escala termodindmica de tcmperaturas coincide con la escala absoluta
determinada plor el termémetro de gas tgerfet:w.

§ 74. Ciclos técnicos. En el § 73 demostramos que el rendimiento miximo
posible es el que proporciona el ciclo de Carnot reversible, para el que

TIi—Ts
‘l Tl v

donde 7, cs la temperatura del foco caliente v Ty la del foce frio,
No obstante, este ciclo es imposible de realizar; las aproximaciones al
ciclo do Carnot pueden conseguirse Unicamente en procesos que se realizan muy
despacio y que, desdc el punto de vista
téemico, no ticnen aplicacion. Los ciclos
gua ge utilizan en las miquinas térmicas
e aplicacién técunica son irreversibles y,
en realidad, no son cerrados, puesto que
la substancia que los realiza: (vapor o
mezela quemada) se arroja al exterior des-
puds de terminar el ciclo. Sin smbargo,
a cioncia tiende a crear ciclos cuyo ren-
dimiento se aproximelom3s posible al del
ciclo de Carnot. Examinemos algunos do
los ciclos técnicos mds wtilizados.
i, Ciclo de funclonamiento de una
mdquina de vapor a pistén, ideal. Este
ciclo se reduce a lo siguiente (fig. 178):
v a) el vapor de la caldera comienza
" a llegar al cilindro; la presién en éste
se eleva desde el valor p, (correspondien-
te a la presiébn del vapor on el conden-
sador) hasta el valor p; (correspondiente
a la presibn del vapor en la caldera);

P
Py

o

g
i
[
£
z
§
5

e ! N\:. AN
o Fig. 178. Ciclo de una miquina de vapor
a pistbn,

todo este proceso puede considerarse que se realiza a volumen constante Vp
{linca EAY;

b) a medida que el vapor va entrando ¢n ¢l cilindro, ¢l pistdn se desplaza
de izquierda a derccha y, por consiguiente, el volumen aumenta, a una presién
constante p,, desde ¥V, hasta V; (linea 4B);
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¢) el pistén sigue desplazdndose hacia la derecha pero cesa la entrada de
vapor en el cilindro y, como resultado, tiene lugar una cxpansién adiabética
de‘Fvupor desde el volumen ¥, hasta el volumen V; (linea BC);

d) el pistén llega a su posicién extrema derecha, el distribuidor abre la
lumbrera d.l:a salida dgel vapor y éste pasa al condensador; se produce una répida
faida de la presién hasta el valor p, (practicamente a volumen constante Vy;
inea CD); :

¢) el pistén se mueve en sentido contrario, empujando a los restos de vapor
con una presién constanto pg, y el volumen de éstos disminuye desde Vz a V.

Determinemos el trabajo total que realiza esta mdquina de wapor durante
un ciclo. El trabajo correspondiente a las ramas E4 y €D del diagrama es igual

—]
A la manivela

Fig. 179. Esquema de un indicador. 2

& cero, por lo lanto, cl trabajo total estard integrado por los siguientes trabajos
parciales:
1) por el trabajo 4, de la expansién isobédrica AB

Ay = pg (Vi — Vo);
2) por el trabajo A, de lu cxpansién adiabdtica BC

a2 [1= ()]s

3) por el trabajo 44 do la compresién isobdrica DE
© Ay = —po (Va— Vo)i

2 (3
y—1 Vs

El ciclo renl de las maquinas de vaypor a pistén se diferencia algo del que
acabamos de estudiar. Para trazar el diagrama del ciclo de las méquinas de
vapor reales ge emplea un aparato llamado indicador.

El csquema de este aparato estd representado en la fig. 179. El desplaza-
miento de su pasador portapluma es proporcional a la presién del vapor en el
cilindro. La hoja de papel 4, sobre la que se dibuja la curva, se mueve junto
con el pistén; de esta forma se consigue que su desplazamiento sea proporciona
&l volumen que ccupa el vapor. La curva que se obtiene con este aparato recibe
ol nombre de diagrama del indicador. El trabajo que realiza la miquina durante
un desplazamiento del piston estd representado por el firea comprendida dentro
de la eurva del diagrama.

En Ja fig. 180 se ofrece una comparacién de las curvas I, del ciclo tebrico,
y 2, del diagrama del ciclo de una mgquina real obtenido con el indicador. Como
puede verse, la curva proporcionada por el indicador estd comprendida total-

de donde el trabajo total ser:
A=p (V1—Vo)—po (Va—Vo)+
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mente dentro de la del ciclo tedrico. Por lo tanto, el trabajo que realiza la méqui-
na real ¢s menor también que el tedrico. Ademés, en toda méquina de vapor
roal existe toda una serie de pérdidas de calor, ¢n el hogar y en otros puntos de la
misma. Esto hace que el rendimiento de las maquinas de vapor no sca elevado.
Las mejores maquinas de vapor consumen cerca de 0,5 kg de carbén por GV hora.
Como el poder calorifico del carbon es de 7000 keal por kg, resulta que estas

P

Fig. 180. Comparacién del ciclo tebrico de una
maquina de vapor con su diagrama del indi-
o " cador,

méquinas consumen por cada CV hora una energia igual & 0,5-7000 X 427 kgm
y realizan un trabajo A = 75.60-60 kgm, de donde su rendimiento sera;

,___75-60.60
W =5577000.427 — 18

Expresindolo en tantos por ciento, tenemos que n' = 18%.

La temperatura de la caldera en estas mdguinas es de cerca de 200° C,
mientras que la del condensador es apro-
ximadamente igual a 30°C. Si entro 7
estas dos temperaturas se realizara un
ciclo de Carnot reversible, tendria un p C(1z)
rendimiento

_ Ty—Ty 170
=—7"=73

o expresado en tantos por ciento, n=36%.
La comparacién de los rendimientos '  pf---
¥ 7 muestra que en las migquinas de va-

T a pistébn reales solamente se utiliza
a mitad, aproximadamente, del limito
tedrico de aprovechamicento de la ener- P}
ia producida al quemarse el combusti-

le. Upa de las causas de que el rendi-
mientoe de las mdaquinasde vapor a pis-
tém sea tan pequefio es gue su ciclo do

e 0,306,

Fig. 181. Ciclo de funcionamiento de un
motor de combustién interna.

funcionamiento se diferencia del ciclo reversible ideal por tener pérdidas perni-
ciosas, Estas {iltimas pueden disminuirse perfeceionando las méquinas.

En las turhinas de,vapor se consigue un rendimiento del 20% e incluso algo
mayor.

2. Ciclo del motor de combustién interna de cuatro tiempos. Este ciclo
consta de los siguientes procesos (fig. 181):
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a) la primera carrera del émbolo, de izquierda a derechia (primer tiempo),
durante la cual el combustible %apores de %asolina mozc]m:f’os con aire) es
aspirndo ¥ entra por la vilvula . Esta aspiracién puede considerarse que, apro-
ximadamente, se realiza a una presién constante py, igual a la presién atmosié-
rica: duranto cste tiempo el volumen aumenta desde Vp hasta Vy (rama EA
de la curva);

b) lascgunda carrera (segundo iiempo; rama 4.8), duranto ba cual el émbolo,
desplazdndose hacia la izquierdu, comprime adiabaticamente la mezcla aspirada
en ¢l primer tiempo, haciendo gue su volumen disminuya desde Vy, husta Va,
al mismo tiempo que su temperatura ge eleva desdo Ty hasta Ty y su presién
desde py hiasta py;

¢) la explosion de la mezcla comprimida, provocada por una chispa eléctrica
gue saltn entre los electrodes de la bujia M, da Jugar al comienzo del tercer
tiempo. Al comenzar este tiempo se produce un aumento casi instantinco de la
presidn {sin que varie el volumen; véase la rama BC de la curva), hasta el valor
Pz, ¥ de ]a tomporatura, hasta Tz, a expensasdel calor que produce la explosin.
Después el émbolo se desplaza ds izquierda aj derccha y tieno lugar una expan-
sién del gas, aproximadamente adinbitica, hasta que éste ocupa el volumen
Vi3 esta expansién va acompafada de up descenso de temperatura desde T»
hnsta Ty (rama €D). Cuando ¢l émbolo llega a su posieién extrema derccha,
correspondiente al punto D, se abro la vilvula de escape & y la presién desciende
a volumen constante ¥y hasta cl valor p, (rama DA); la temperatura también
deseiendoe hasta el valor Ty;

d) el cuarto y dltimo tiempo, durante el cual el Gmbolo so desplaza hacia
la izquierda y empuja los gases quemados expulsindolos a través do la vilvula
{de escape b (rama AFE).

Calculemos el trabajo total realizado durante este ciclo. Los trabajos
realizados durapte los tiempos primero y altimo son iguales entre si y de signo
contrario, cosa que se despronde del hecho de que estos dos tiempos se represen-
ton por una misma linea recta 4 E, recorrida en sentidos opuestos, Durante los
procesos isocoros (en que ol volumen no varia) BC y AD, el trabajo es igual
a cero. De esta forma, ¢! trabajo que se realiza durante ¢l ciclo es la suma de los

producidos al recorrer las ramas AB y €D do lu curva. Durante la compresién
adiabitica AB se efectia un trabajo

!

d&nde m ¢s la masa del gas que se cncuentra ¢n el cilindro y p, su peso mole-
CIULLAT.

Durante la expansién adiabdtica €D se realiza el trabajo

]

de donde ol trabajo total seru

A= At tym B 2 4 (PL) 77 ] (o= 1. o

En los motores reales, ni la compresién AB ni la expansién CD son adiabd-
ticas perfeclas. En el caso conereto de una transformacién politrépica, en la expre-
si6n (1) deberd entenderse por v, no la razém de los calores especificos Cp/Cy,
sino el oxponente politrépico, el cual, como dijimos en el § 70, es menor que
1a relacifn C,/Cy.

La expregién (1) puede transformarse. Por la férmula (5) del § 70, tenemos

fue
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vy ademas
—:}:i-=CV-
Utilizando estas correlaciones podemos escribir (1) do la forma siguiente:
i) Ty
S et T
d=- oy (1—72) (To—19),

de donde basdndonos en la relacién

TI . T‘ _m Tl n
s obtenemos que A—T Cy (1-"3:;) (To— Tg). (3

Detorminemos ahora el rendimiento del ciclo. La cantidad de calor 3.
que se despronde al quemarse el combustible dentro del cilindro (rama BC de
la curva) es igual a

Q= Cy(Te—To. G)

Partiendo de (3) y (4) hallamos ol rendimiento

. Ta—Ty
N'= m—n—-ﬁ-

Hay que advertir que la temperatura méxima que se alecanza en el ciclo

es igual a Ty, mientras que la minima es 7p; el ciclo de Carnot quo se efeciuara
entre estas mismas temperaturas, Ty ¥y Ts, tendria un rendimiento

‘1:23:‘":22; y como Ty <75, tendremos que 1)’ << 1,
2

es decir, que el rendimiento del motor de combustién interna que hemos estudia-
do es monor que el del ciclo de Carnot, lo que era de esperar teniendo’ en cuonta
los razonnmientos que aportamos en el § 73.

Haciendo uso de la correlacién (2), la férmula del rendimiento puede expro-

sarse de la forma siguiente: z
7 1
i)

La magnitud V,/V, se llama «azén do compresiéns. Por consiguicnte, el
rendimiento del ciclo cstd determinado totalmente por ln 4razén de compresiéns
y por el exponente ;o]itrﬁpiw 7.

La expresion (3) del trabajo total realizado durante el ciclo, fue obtenida
estudiando los trabajos efectuados on sus distintas ramas. Pero a este mismo
resultado puede llegarse partiendo del principio de la conservacién de la oner-
gia. El trabajo A puecde expresarse como

A =@y — Qz

donde Q; cs la cantidad de calor Hmducida durante la explosién de la mezcla
combustible y Qg la cantidad de calor cedida.

La cantidad do calor @, se expresa porla férmula (4). La cantidad de calor
Q2 se cede durante el enfriamiento isocoro respresentado por la rama DA do la
curva, de donde

Qe=— Cy (Ta—Ty).
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Utilizando estas expresiones de @y ¥ ¢z, hallamos

A=01— Q= Cy [(Te—T 1)~ (T3 —T),

que, evidentemente, coincide con (3). ’

Los motores d¢ cuatro ticmpos quo funcionan siguiendo el ciclo indicado
se emplean mucho; los motores de gasolina para los automéviles son de este tipo.
Generalmente, sobre un mismo #drbel actuan varios cilindros (cuatro o mas).
La fase activa de cada uno de cstos cilindros se adelanta, con respecto a la del
cilindro siguicnte, en una misma fraccién de periodo, con lo que se consigue
que la marcha dcl motor sca suave.

3. Ciclo del motor Diesel de cuatro tiempos. El motor Diesel funciona,
hasta cierto punto, de forma semejante al motor de gasolina de cuatro tiempos
;p.le acabamos de examinar. La prineipal di-
erencia que hay entre ellos consisto en que, pj
en ¢l motor Diescl, s emplea un grado de B(T}) C(T3)
cnmgresiﬁn bastante mas elevado (que alcan- A~
za 30-35 atm o més). Como esta compresién
se ofectiya, aproximadamonte, por via adia-
bitica, durante ella se produce una gran
elevacién de la temperatura. Este aumento
de la_temperatura es suficicnte para inila-
mar la mezela combustible sin necesidad de
chispa eléctrica. Lu mezcla combustible

Fig. 182. Ciclo de fuficionamiento do un mo- - >
tor Diesel. Vi L] 13

se inyecla paulatinamento en cl cilindro al finalizar la compresidn, lo quo da
lugar a quo su combustién sea relativamente lenta y la primera parte de la
carrera de expansién sa verifique a presi6n casi comstante. Estas peculiari-
dades del motor Diesel hacen que su rendimiento sea mayor que el de los moto-
res de cuailro tiempos con encondido por chispa. Ademés, este motor es mas
econfmico, puesto gue funciona con combustibles mas pesados (petréleo).

El ciclo del motor Diesel se componc de los siguientes tiempos:

a) primer tiempo, durante el cual el pistén, al desplazarse, hace que el
aire atmosférico penetre en el cilindro (carrera de admisjén), Este proceso se
desarrolla a presién constante, igual a la atmosférica p, (linea £4, fig., 182);

b) segundo t.inmflo, durante el cual cl pistén comprime adiabéticamente
el aire aspirado en el tiempo anterior él(nea AB) hasta upa presion py, dondo
lugar a que la temperatura se cleve desde 7'y hasta otra, considerablemente
mayor, 7'%:

c) tercer tiempo, a cuyo comienzo se inyeeta el combustible en el cilindro:
este combustible se inflama en el aire calienie y so queme, con lo cual hace que
el piston se desplace a_presién constante py; en estas condiciones se eleva la tem-
reratura, a expensas de la combustion, desde Ty hasta Py (linca BC). Despuds,
a mezcla formada por los gases de la combustién v el aire se expande por via
adiabatica (llmcn CD). Al finalizar el tercer tiempo (punto D) se abre la vilvula
de escape y la presién que hay dentro dol cilindro Sesmende. a volumen constante
V2, hasta igualarse con la atmosiérica p, (linea DA);

d) cusrto y Gltimo Lienﬁgo, durante el cual la mezcla de los gases de la
combustién se barre del cilindro (linea A E).
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Para determinar el trabajo total A que so realiza durante ol ciclo Dicsel,
remplearemos el principio de la conservacion de la energia:

A4 =0 — @z

donde @ es el calor que se desprende al quemarso la mezcla, ¥ Qz, el calor que
se cede al espacio circundante.

Como segin las condiciones dadas la combustién tiene Jugar a presién
-«constante, tendremos que

Q= 1T,

La transformacion relacionada con Ia cesién de calor (linea DA) se cumple
jpor via isocora, de donde

Qs= == Cy (To—To)
Partiendo de ostas expresiones de @5 y @;, obtenemos
A= Oy (P =T)—(Ts—To)):
El rendimiento del ciclo Diesel es igual a
A 1 Fy—Ty
= [
T ¥ Ta—Ty

Empleando las ecuaciones de las adiabdticas y. de las isobaras, podemos dar
a la expresién anterior la forma siguiente:

=1 - = N
L] ?(V:)v—l_(?':_i)

«donde V] es el volumen correspondiente al punto € (fig. 182). De esta forma,
el rendimiento del ciclo Diesel se determina por los valores de las dos razones
o compresién, Vof/Vyy Vi/Vy, y por el exponente politrdpico .

p ;

8im)  C(T)
#

D(75)

Fig. 183, Ciclo de funcionamiento de un
Vs motor pulsorreactor.

El rendimiento de los motores Diesel llega a alcanzar un 35%.

4. Ciclo del motor pulsorreactor. n ol § 41 dimos el esquema del motor
pulsorreactor. El funcionamiento de este motor también puede equipararse
:a un ciclo determinado (fig. 183). El aire que entra por el difusor 4 (véase la
fig. 100, del § 41), pasa de la parte delantera, que es mas estrecha, a otra més
ancha, con lo cual slsminu ve su velocidad. Al ocurrir esto, de acuerdo con la
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ecuacién de Bernoulli (§ 40), la presién del airo aumenta desde su valor inicial
o hasta un cierto valor final py. Asf se produce la compresién del airo ropresen-
tada en la fig. 183 por la adiabéitica (o més oxactamente; politrépica) AB. En
la cimara de combustién la mezela activa so calienta a presién constante p,
(linea BC), adquiriendo una cantidad de calor @,; la temperatura de asta mezcla
se cleva dosde 7y hasta Tz, y su volumen aumenta de V3 a Vy. En la tobera ¢
continta la expansién adiabética y los gases son lanzados al ‘exterior a mayor
velocidad, lo que origina una fuerza de reaccién. Précticamento este ciclo no se
cierra, pero el esquema puede considerarse cerrado, suponiendo que la substancia

ue transporta el calor (el aire) vuelve a comprimirse hasta ocuemr el volumen

1, @ la presién constante p, (segmento DA), cediendo al foco frio una cantidad
de calor Q. El rendimiento de este ciclo serd:

= N—=0 ., O
R g

Tanto la combustién como el enfriamiento de la mezcla se realizan a pre-
sién constante, de donde tendremos que

Q== Cp(Ty—Ti), Qo= Cp (T3—To), de dondo

= Ty—Ty
-

2—Ty
De las ecuaciones de las adiabdticas AB y €D, tenemos:
¥=1 y=1
¥ ]
_T_1= ﬂ.) 3 &.: (23.) & doe donde
To P 3 Po
T Tz
P
Empleando_estas correlaciones entre las temperaturas podemos expresar
el rendimiento de la forma siguiente:
Ts—Ty Ty
T,—T Ty "

- n=1-—

Es decir, las temperaturas intermedias Ty y 72 1o representan ningfin papel
v el rendimionto depende exclusivamente do’los valores que tengan las tempe-
raturas Ty v Ty,

La relacién entre las temporaturas T'y/T; puedo sustituirse por la razén
de los volfimenes V,/ V., partiendo de la ecuacién de la adiabAtica 45:

T Vyyv-t 1
T;—r‘_—(-?s—) , de donde ﬂ—i—-F’—m-

(;)
Esta Gltima cxpresién nos muestra 3!18 el rendimiento del motor pulso-
rreactor depende inicamonte de la razén de compresién V,/Vy y del exponente
politrépico . Como la razén de compresién do los reactores construidos segiin
este esquema no es muy grande, su rendimiento es pequefio.

§ 75. Transformaciones reversibles e irreversibles. Hemos llamado
reversibles a aquellas transformaciones que pueden efectuarse en
ambos sentidos, de modo, que si la transformacién se cumple primero
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en un sentido y luego en el contrario, el sistema deberd volver a su
estado inicial sin que en los cuerpos que lo rodean ocurran variaciones
algunas.

He aqui un ejemplo de transformacién reversible. Sea una bola
pesada y perfectamente eléstica, que se encuentra sujeta en el punie

Fig. 184, Desconso reversible de uma bola
perfectamonte elastica,

A (fig. 184) de un plano inclinade. En el extremo inferior del plano
inclinado hay una pared;fija B, perpendicular a él, y también perfec-
tamente elastica. Si soltamos la bola, bajard rodando por el plano
inclinado, chocara con la pared B, rebotard eldsticamente en ella

¥
Fig. 185. Balanceo nfavemible de un péndu- P i
il A B

y volverd a subir por cl plano hasta llegar al punto 4. En este ejem-
plo, la transformacién correspondiente al descenso de la hola fue
totalmente reversible y la bola volvié a ocupar el punto A, sin que
los cuerpos circundantes experimentaran ninguna variacidén.

También puede servir de ejemplo de transformacién reversible
el movimiento de un péndulo que oscila sin rozamiento: el camino
recorrido por el péndulo durante el primer semiperiodo, desde el pun-
to A hasta el punto B (fig. 185) es £l mismo que, en sentido contra-
rio, recorre durante el segundo semiperfodo, y el péndulo vuelve al
punto A sin que los cuerpos que lo rodean sufran ninguna variacién.
En general, puede decirse que todas aquellas transformaciones pura-
mente mecdnicas que se realizan sin rozamiento y sin que se produz-
can choques inel4sticos, son reversibles.

Tomando como ejemplo el ciclo ideal de Carnot vimos, que cierta
cantidad de calor @, — (, puede transformarse reversiblemente on un
trabajo A. aunque esta transformaciéon sea solamente un eslabdn
de otra transformacién méis compleja, puesto que va acompaiiada
del paso de la cantidad de calor (}, desde el foco caliente hasta el
frio. Utilizando este mismo ciclo de Carnot reversible en una maqui-
na frigorifica, podemos recuperar la cantidad de calor @y — Qg
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a expensas del trabajo A, y volver a transportar la cantidad de calor
Q, desde el foco frio al caliente. Pero subrayamos, que esto finicamen-

te es posible cuando las variables estén en equilibrio en todo momento,

es decir, cuando el ciclo de Carnot se realiza infinitamente despacio,

lo que prdcticamente es irrealizable. Pero toda transformacién real de

trabajo en calor es irreversible, puesto que dicho proceso puede cam-

plirse do por si, es decir, sin que se produzca otro proceso, mientras

que la transformacion del calor en trabajo siempre va acompaiada

de algiin otro proceso.

Se dice que ura fransformacidn es irveversible cuando su inversa se
puede efeciuar dinicamente como uno de los eslabones de otro proceso
mds complejo.

Por consiguiente, en los procesos irreversibles tiene gran impor-
tancia el sentido en gue se efectiian. En uno, que llamaremos «posi-
¢ivon, se producen ¢de por si», es decir, de manera que pueden ser la
inica transformacién que se cumple en un sistema cerrado, mientras
que en el sentido opuesto, que llamaremos «regativo», pueden roali-
zarse exclusivamente cuando van acompafiados de otro proceso «posi-
tivoy cualquiera. De esta forma, el trabajo se transforma en calor
«de por si» en todas partes y constantemente. En todos aguellos pro-
cesos en que toman parte las fuerzas de rozamiento o tienen lugar
acciones ineldsticas entre diferentes cuerpos, se produce calor a expen-
sas del trabajo realizado. Pero la transformacion del calor en trabajo
se observa {inicamente como parte de otro proceso més complejo.
Cuando se realiza un ciclo de Carnot u otro cualquiera semoejante, la
transformacién del calor en trabajo va acompaiiada de un proceso
gpositivor de transporte de calor desde un foco caliente hasta otro
miés frio,

El transporte de calor de un cuerpo caliente a otro frie (feno-
meno de la conductividad térmica) es también un proceso irreversi-
ble. Este proceso, que tiende a igualar las temperaturas de los cuer-
pos, también se realiza «de por si», es decir, puede ser ol proceso Gnico
que se efectile en un sistoma cerrado. Pero el proceso «negativon,
es decir, el de transporte de calor de un cuerpo més frio a otro més
caliente, no se realiza «de por si». Cuando valiéndonos de una mé-
quina frigorifica transportamos calor de un cuerpo mas frio a otro
maés caliente, este proceso se realiza paralolamente a otro «positivon,
que consisto en el gasto de un trabajo A, el cual se transforma en la
cantidad de calor nQ; que se cede al foco caliente.

Como un ejemplo méas de proceso irreversible podemos citar el de
la expansién de un gas en el vacfo. Figurémonos un recipiente que,
por medio de un tabique C, estd dividido en dos partes iguales A
y B (fig. 186). Supongamos que la parte A estd llena de gas y que
en la B se ha hecho el vacio. Si quitamos el tabique €, el gas se expan-
sionard inmediatamente «de por si», llenara la parte B y se distri-
buird homogéneamente por todo el recipiente. Para volverlo a com-
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primir en la parte A no hay més remedio que realizar un trabajo a
expensas de las fuerzas exteriores. Como consecuencia de este trabajo
el gas se calienta, es decir, el proceso «negativoy de la compresién
ird acompafiade del proeceso «positivor de la transformacién del tra-
bajo en calor.

El proceso «positivor de la expansion del gas puede ser el mismo-
que acompafia a la transformacién del calor en trabajo. Asi, cuasndo
el gas se expande isotérmicamente, toda la cantidad de calor @,
que se comunica a dicho gas desde el exterior, se transforma en el

A B

Fig. 186, Distribucién del gas entre las dos mitades deb
recipiente.

trabajo A; en este caso no se produce ningan transporte de calor del
cuerpo més caliente al més frio, pero se realiza una expansién irre-
versible («positivan) del gas. Es decir, que todo proceso «negativon
se compensa necesariamente con un proceso «positivor cualquie-
ra.

§ *76. Esencia estadistica del segundo principio de la Termoding-
mica. Ahora nos planteamos la pregunta siguiente: jeémo es posible
coneiliar la irreversibilidad de las transformaciones reales con la
teoria cinético-molecular de la substancia, segin la cual, todas las
transformaciones son consecuencia del movimiento mecinico (y, por
consiguiente, reversible) de las moléculas?

Do acuerdo con Ja teoria cinética todo gas es un conjunto de molé-
culas que se mueven desordenadamente y que experimentan chogues
elasticos entre si y con las paredes.

El movimiento de cada una de estas moléculas, tomado aisla-
damente, es reversible. Cabe, pues, preguntarse, ipor qué es irreversi-
ble cntonces el movimiento del conjunto de las moléculas?

La respuesta a esta pregunta se basa en el concepto de la probabi-
lidad de los fendmenos aisladoes y en el cdleulo estadistico de los esta-
dos mds probables.

Para formarnos una idea del concepto de probabilidad, examina-
remos el ejemplo més sencillo, es decir, el de un dado. Sea un dado
ctibico regular y homogénoo, en cuyas caras estén marcadas las cifras
del 1 al 6. Tl echar el dado representa de por si un proceso complejo.
Como quiera que las condiciones en que se echa son irregulares, la
obtencién de una cifra u otra es un fenémeno casual. Sin embargo
si el dado se echa un nimero suficientemente grande de veces, cada
una de las cifras saldrd, aproximadamente, igual nimero de veces.
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Supongamos que el nimero de jugadas ha sido N y que una cual-
quiera de las cifras ha salido m veces; entonces, la relacién m/N,
siempre que el nimero de jugadas N sea grande, tenderd a un valor
determinado (en nuestro caso 1/6). En el limite esta relacién m/N,
cuando N — oo, determina la probabilidad p de que salga la cifra
dada:

p=lim . ()

Nepoo

Este concepto de la probabilidad puede generalizarse refirién-
dolo a cualquicr suceso, considerando que si se realizan N ensayos-
y el namero de casos favorables en que se manifiesta este suceso es
igual a m, la probabilidad p del mismo también puede expresarse
por la igualdad (1).

La probabilidad expresa objetivamente de por si cierta propiedad
real de un fenémeno dado: nos da la caracteristica numérica del grado-
de posibilidades de que ocurraunsucesodoterminado en unas condicio-
nes de ensayo también determinadas, las cuales pueden repetirse
un nimero ilimitado de veces. Pero hay que tener presente que,
cuando -el niimero de ensayos es limitado, aunque sea grande, ol
resultado de los mismos no puede predecirse exacia, sino sélo aprozi-
madamente, aunque ol grado de aproximacién aumentard a medida
que aumente ¢l nimero de sucesos.

Los valores de las probabilidades permiten determinar el valor
medio de diversas magnitudes, cuando se realizan numerosos ensayos.
Supongamos, por ejemplo, que al echar el dado queremos hallar el
valor medio de las cifras que salen. Si después de & tiradas la cifra
ny sale my veces, la cifra n, sale m, veces, etc., tendremos que el
valor medio de las cifras que han salido serd igual a:

R

?j nymy
T I

L W
donde % es el nimero de cifras diferentes que tiene el dado (en nuestro
caso kb = G}).

Cuando ¥ -» oo, por definicién. m /N == p;, donde p; es la pro-
babilidad de que salga Ia cifra n;. De esta forma, cuando el niimero
de tiradas es muy grande, el valor medio de las cifras tiende a

k
Nos == D) Pellis
=1
En el caso que examinamos todos los

pi=1/6 ¥ ;w:_l.4‘?“’ff‘"[‘5'h_‘§.t5i'3._=3,5_
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Vemos, pues, que esta manera de caleular el valor medio tiene
un cardcter estadistico.

Como indicdbamos en el § 66, las magnitudes macroscépicas que
caracterizan la substancia tienen caracter de valores medios, obteni-
dos al promediarse Ia accién deserdenada de todas las moléculas. De
hecho no podemos determinar el movimiento de cada una de Ias molé-
culas, que en este sentido es casual. No obstante, como su niimero es
enorme, los valores medios carecen de olementos casuales y toman,
para las condiciones dadas, valores determinados. Supongamos (que
so observa una serie de diversos estados macroscopicos de un gas.
Cada uno de ellos se presenta, no como consecuencia de un estado
determinado del movimiento de las moléculas, sino de muchos. Es
evidente que el estado macroscépico que resulte del mayor ntimero
de posibles estados del movimiento de las distintas moléeulas se
producira con mas frecuencia, es decir, serd méas probable. Para que
esto quede més claro, volvamos al ejemplo del gas distribuido entre
laz dos mitades de un recipiente.

Supongamos primeramente que el gas consta s6lo de cuatro molé-
culas v que todas ellas se encuentran en la parte A del recipiente
(fig. 186); en la parte B del recipiente se ha hecho el vacio. Quitemos
¢l tabique €. Al ocurrir esto, algunas moléculas, al moverse desorde-
nadamente, penetrarin en la parte B del recipiente, lo que equivale
a decir que el gas se ha axpandido. Posteriormente las cuatro molé-
culas comenzarin a moverse por todo el recipiente, lo que no implica
1a necesidad de que estas moléculas se distribuyan de tal forma, que
en cada una de las mitades de aguél haya dos moléculas. Il propio
cardcter desordenado de su movimiento puede originar distribuciones
en las cuales, en una de las partes se encuentren tres moléculas, mien-
tras que en la otra no haya mds que una. Puede ocurrir también que,
casualmente, las cuatro moléculas vuelvan a trasladarse a la parte
A del recipiente; si en este momento cerramos el tabique €, todo
el gas resultard concentrado en esta parte. De esta focma vemos que,
cuando el gas tiene sélo cuatro moléculas, es posible que éste, después
de expansionarse al principio, vuelva después a comprimirse de
porlsi. Por lo tanto, el proceso de la expansion del gas resulta rever-
sible.

Sin embargo, este estado en que gracias a su movimiento desorde-
nado todas las moléculas se encuentran en una mitad del recipiente es
menos probable que aquellos en los cuales hay cierta cantidad de
moléculas en ambas partes. Designemos las cuatro moléculas que
estudiamos con lag letras a, b, ¢, d, respectivamente. Veremos que son
posibles las siguientes 16 distribuciones diferentes entre las dos
mitades del recipiente (véase la tabla).

Como el movimiento de las moléculas es desordenado, cualquiera
de estos cstados puede presentarse con igual frecuencia. Vemos,
pues, que el niimero de casos en que hay moléculas en las dos mitades
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es igual a 14, mientras que el nimero do casos en que una de las
mitades se encuentra vacia es igual a 2. Por consiguiente, la distri-
bucién segiin la cual todas las moléculas vuelven a hallarse en Ia
parte A se presenta con una frecuencia 16 veces menor que las domds
distribuciones; su probabilidad es igual a 1/16. No obstante, como
la velocidad de las moléculas es muy
grande, estos estados se suceden entre sf

muy de prisa v, evidentemente, no habra Mitad del |Namero
que esperar mucho para que el gas ex- recipiente | da esta-
pangionado vuelva a comprimirse ¢de 4 B e
por si», Pero esto puede ocurrir solamen- 0 | abed
te cuando el namero de moléculas esmuy abed } 2
pequeilo.

Puede demostrarse, que el nfmero
total de las distribuciones posibles de [l
n moléculas entre las dos mitades de un b1 acd
recipiente es igual a z = 2”. De este nd- .2 L
mero total solamente una de las distribu- 8 @ |k L 8
ciones corresponde al.caso en que todas g | bed | a
las moléculas se encuentran en la mitad R | Ak ] h
A y no hay ni una sola en la mitad B. § |[2M | ¢
Pero en la prictica se opera siempre con o | 2P¢ | d
un enorme niimero de moléculas n. Si T
suponemos queé la mitad A del recipiente = ab ed |
tiene una capacidad igual a1 cm® y que 2 a5 | %
el gas se encuentra en condiciones norma- = ad b
les, tendremos que n =3 x10® y, 2 | po { o |[°
por lo tanto, el nimero de distribuciones £ bd | ac
pOSlhlBﬂ Se]fé g = 230 apo Q0D 000 GO0 00D Dﬁll‘ i ab i
y tan s6lo uno de estos z estados correspon-
de al caso en que todo el gas vuelve de
por si a concentrarse en la parte 4 del Total . . .... is

recipiente. La probabilidad de este acon-
tecimiento es tan insignificante que, prc-
ticamente, puede considerarse imposible. De esta forma llegamos
a un deduccién muy importante: la de que Ia irreversibilidad de la
expansién del gas en el vacio tiene caracter estadistico, es decir,
que el proceso «negativor de la compresién cspontinea del gas
es muy poco probable. .

Este resultado puede generalizarse de la siguiente forma: es irre-
versible todo aquel proceso cuyo contrario es poco probable. Ll caso
en que un proceso contrario al gpositivon se realice como trans-
formaci6én 1nica, en un sistema cerrado, no es imposible en princi-
pio. Pero pricticamente no se observa, debido a que la probabilidad
de que ocurra es extraordinariamente pequefa. Todas las transfor-
maciones que tieren lugar en un sistema cerrado se cumplen en el sen-

220705
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tido en que aumenta la probabilided del estado de dicho siste-

me.

Todo lo dicho se reliere también al caso en que se cede a un cuerpo
cierta cantidad de calor a expensas del trabajo realizado. Este proceso
representa la transformacién del movimiento macroscépico del cuer-
po, realizado bajo la influencia de fuerzas exteriores, en un movimien-
to desordenado de moléculas. Por consiguiente, este proceso se reduce
a la transformacién de un movimiento ordenado en otro desordenado,
es decir, se trata de una transformacién probable. .

Por el contrario, la obtencién de trabajo a expensas de una canti-
dad de calor absorbida, representa la transformacién de un movi-
miento desordenado de moléculas en un movimiento ordenado de un
cuerpo macroseépico, transicion que es poco probable.

De esta forma, el segundo principio de la Termodindmica, que
sefiala la irreversibilidad de la transformacién del trabajo en calor,
esti relacionado con el hecho de que la transformacién del calor en
trabajo representa el paso de un estado mds probable a otro menos
probable. La teoria cinético-molecular de la substancia no sélo no
contradice el concepto sobre la irreversibilidad y el segundo prineci-
pio de la Termodindmica, sino que les da un significado mds profundo
e indica los limites de su aplicacidn.

La regularidad expresada por el segundo principio de la Ter-
modindmica tiene, pues, como vemos, un caracter estadistico. De
1o antedicho se desprende claramente que toda regularidad estadisti-
ca se diferencia de cualquier regularidad mecénica (dinamiea) de la
mecénicaclésica, en lacual, paracada proceso individual,partiendo del
valor de unas magnitudes fisicas se pueden determinar otras univoca
y tan exactamente como se desee. No obstante, la regularidad esta-
distica sefiala el comportamiento del sistema en su conjunto y, en
este sentido, refleja sus cualidades objetivas. Cada fenémeno aislado
es casual, pero una gran cantidad de fenémenos casuales conduce
a una necesidad objetiva. La regularidad estadistica es un ejemplo
practico de la unidad dialéctica que existe entre la casualidad y la
necesidad. -

Las leyes estadisticas son aproximadas en el sentido de que los
resultados que se obtienen sobre su base coinciden tanto mejor con
los experimentales cuanto mayor es el nimero de acontecimientos
aislados gobre los cuales se toma el promedio. Cuando se opera en
pequefias escalas pueden observarse discrepancias con las leyes esta-
disticas.

De aqui se deduce, que el concepto de irreversibilidad de los
procesos tiene sentido mientras se trata de cuerpos macrosedpicos,
es decir, compuestos de un gran niimero de moléculas. Pero este mis-
mo concepto no es aplicable a conjuntos donde el nimero de éstas es
escaso. En el ojemplo del ¢gas» compuesto por cuatro moléculas vimos
que era posible la compresién espontinea de dicho «gas». Cuando el
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mimero de particulas es pequeiio son posibles estados que difieren
del mds probable. Desde el punto do vista macroscopico, por ejemplo,
el estado mas probable del gas es el correspondiente a una densidad
igual en todas sus partes. Pero si dentro del gas tenemos dos voli-
menes contiguos, tan pequefios que sblo puedan contener un niimero
muy reducido de moléculas, en ellos podremos apreciar casos de dis-
tribucion heterogénea de éstas. El cileulo de la distribucién de las
cuatro moléculas entre los dos voliimenes iguales demuestra que,
en estas condiciones, es més frecuente el estado en que en uno de los
vollimenes se encuentran tres moléeulas y en el otro una, que aquel
en que hay dos moléculas en ambos volimenes.

Este tipo de discrepancias de los valores medios, que se producen
cuando se opera con escalas pequefias, recibe el nombre de fluctua~
cion. Toda magnitud fisica que sea resultado medio de la accién de
muchas moléculas estd sujeta a fluctuaciones. Estas fluctuacjones se
aprecian en muchos fenémenos, Por ejemplo, las fluctuaciones de la
densidad de los gases, como veremos en la parte dedicada a la Optica
(tomo IIT), son motivo del color azul del cielo.

La desigualdad de los choques do las moléculas, que se manificsta cuando
las escalas son puquefias, da lugar a fluctuaciones de la presién, Estas fluciua-
ciones condicionan el movimiento de las partfeulas brownianas (compérese con
el § 43), gue son lan pequefias, que ya 1o se someten al segundo principio de Ia
Termodindmica. Una particula ge Brown aislada puede, por ejomplo, clevarse
dentro del liquido, conira la accién de la gravedad, desde una capa mds baja
a olra més alla, por estar sometida a los golpes de las moléculns que realizan:
movimientos térmicos. El trubajo mecanico de elevacién de las particulas se
efectiia a expensas de la energia del movimiento térmico de las moléculas, sin
ir acompafiado de ningiin otro proceso. La particula hrowniana asi elevada pue-
de después, casualmente, volver a descender y transformar su cnergia potencial
en encrgia del movimiento térmico de las moléculas que la rodean.

En estas escalas microscépicas el proceso de transformaci6n del calor en
trabajo resulta roversible y se infringe el segundo principio do la Termodind-
mica, pero aprovechar esta infraccion del segundo principio en dimonsiones
mayores no ¢s posible. Cualquiera que fuera el mecanismo que intentdramos
utilizar para recoger la energia de estas particulas brownianas estarfa sujeto a
fluctuaciones y no permitiria realizar semejante acumulacién de energia.

Es importante soiialar, que la existencia de la fluctuncién establecs el limi-
te do la cxactitud de nuestras mediciones, Todo instrumento de medicién, por
ejemplo, un galvandmetro, tiene un sistema mbvil (el indice), cuyo desplazn-
miento sirve para medir la magoitud fisica de que setrate. Este sistema mévil
. ¢esta sometido de por si a fluctuaclones, es decir, a débiles oscilaciones deserde-
nadas. La energia media de estas oscilaciones, como puede demostrarse, es igual
a 1/2 kT, donde & es Ja constante de Boltzmann y 7, la temperatura del medio
ambiente. Por consiguiente, la energia quo mide este sistema (por ejemplo: Ta
encrgia de una corriente cléctrica) deberd ser mayor que 1/2 k7. ?)n leulo mas
cxacto demuestra que el crror AE que se comete al medir la enorgia B es una
magnitud del orden de nk7. Cuando la temperatura ambientc es la normal
(I = 290° K) obtenemos que: nkT = 1,26.10-2" julios. Es decir, que para cada
temperatura I' dada existe un limite natural de la precisién del instrumento
con %uc s¢ mide, el cual no depende de la perfeccién con que est§ construido.

n la mayoria de los instrumentos de medicién cste limite estd muy lejos
de alcanzarse, pero en cicrtos aparatos modernos de gran precisién (instrumen<

20
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tos eléctricos, aparatos para medir cl flujo de la encrgia luminosa, cte.) se ha
llegado n 1. En estos casos, a una temperatura dada ¥ del medio ambiente
¢s imposible aumentar la precisién de dichos aparatos.

Las fluctuaciones de un sistema mévil ligero pueden utilizarse para detexr-
minar experimentalmente el nimero de Avogadro N. Este género de determina-
ciones da un valor de N cuyo orden os correcto. Para observar las oscilaciones
de la fluctuacion se cmplea un sistema formado por un hilo de cuarzo muy fino,
en el que hay colgado un espejito muy pequeiio y ligero. Bajo la accién de los
golpes de las moléculas del aire que lo rodea, el sistema realiza oscilacionesde
forsién desordenadas, Hstas oscilaciones se observan directamente por medio.
de un rayo de luz que se refleja en cl espejito. Este rayo reflojado se proyecta
sobre una escala situada a suficiente distancia.

La energia cinética media £ de las oscilaciones del espejito, como hemos
dicho, es igual a 4/2 k7. Por otra parte, E, cs iguala la energia potencial media
de las oscilaciones Ep.

Aplicando la férmula (17) del § 89 para determinar £, obtenemos

- i 1
E”:TDEh:T kT,

donde D es el mbdulo de torsién del hilo y @2 el valor medio del cuadrado del
dngulo de desviacidm. -
Esta f6rmula puede ecscribirse de la siguiente manera:

- kT )
q? T R (2

u Como quiera que la medicién directa del médulo de torsién D es dificil,
puede utilizarse }a expresién de la frecuencia propia de las oscilaciones eldsticas

do torsion (véase el § 89, donde se da para el periodo la expresién T=-:—B,) :

1 w7l
o=z V T

donde I es el momento de inercia del sistema.
Entonces la correlacion (2) toma la forma:
= kP
fp ¥ r——
{2nwvg)2 [
donde todas las magnitudes, a excepeién de la constante de Boltzmann &, pueden

medirse directamente. o e
Después de realizar estas mediciones puede hallarse & y, por consiguicnte,

el numero de Avogadro N = —g .

Otro campo donde la aplicacién del segundo prineipio de la Termo-
dindmica encuentra limitaciones es el que se refiere a las escalas
céemicas. Sobre este particular es necesario detenerse puesto que algu-
nos fisicos y filésofos plantearon en la segunda mitad del siglo pasado
la hipétesis de la llamada s¢muerte térmica del Universo». Estos fisi-
cos v filésofos, considerando el Universo como un sistema cerrado
y aplicandole el segundo principio de la Termodindmica, llegaron
a la conclusién de que, eon el tiempo, desaparecerin las diferencias
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de temperaturas que existen entre los distintos cuerpos celestes y el
Universo llegard a encontrarse en un estado de absoluto equilibrio
térmico (¢muerte térmican).

Esta hipétesis sobre la «muerte térmica» conduce a otra conclu-
sién, a la de que fue necesario un «impulso inicials, capaz de producir
en el mundo esta distribucién desigual de las temperaturas, es decir,
en fin de cuentas a las concepeiones tipicas del clero: al reconocimien-
to de la creacién del mundo.

La esencia reaccionaria de la teoria de la «muerte térmica» fue
puesta al descubierto por Engels, que demostrd su falsedad desde el
punte de vista cientifico.

La inconsistencia de la deduccién sobre la muerte térmica reside
en la extrapolacién infundada del segundo principio de la Termodi-
ndmica a un sistema que constituye todo el Universo. El segundo
principio estd relacionado con la irreversibilidad de los procesos que
se observan en escalas de espacios y tiempos demasiado reducidas, en
comparacién con aquellas en que tienen lugar los procesos de evolu-
cién de todo el Universo o de los grandes conjuntos estelares. Incluso
en la evolucién de una estrella aislada juegan, indudablemente, un
papel de extraordinaria importancia algunos procesos que en nuestro
planeta apenas si influyen, como, por gjemplo, la transformacion de
los elementos. Las leyes que rigen estos procesos son aiin poco ¢ono-
cidas.

Por consiguiente, cuando el segundo principio se hace extensivo
a todo el Universo y a espacios de tiempo infinitamente grandes se
comete un error, que consiste en atribuir a las leyes fisicas valores
absolutos, olvidando que estas leyes no reflejan la realidad mas que
de un modo mds o menos aproximado (véase el § 2).

77. Desigualdad de Clausius, Entropia, En los pArrafos anteriores hemos
estudiado que los procesos enegativoss pueden cfectuarse iinicamente cuando
van acompafiados de uno de los procesos «positivoss.

El estudio del cicle do Carnot reversible nos indica la ecantidad de calor
Qz que debe transportarse desde el foco do temperatura 7y hasta el foco de tem-
peratura Tz, para que la cantidad de calor Oy — Q2 pueda ser iransformada en
el trabajo 4. Esta correlacién cuantitativa la utilizaremos ahora en la forma
representada por la f6rmula (12) del § 73:

g—;-=%- )

En el § 73 convinimos en denominar Q4 la cantidad de calor que recibe del
foco calicnte el agente de la transformacion y —@Qs, la que dicho agente cede
al foco frio. Cambiemos ahora estas denominaciones y designemos con la lotra Q
(sin sigm{ la cantidad de calor que ceden al agente de transformacién tanto
el foco caliente como el frio. Entonces, si (; representa la cantidad de calor
cedida por el foco frio a dicho a%onte, tendrd lugar la desigualdad s = 0;
partiendo de esto la correlucién (1) deberd escribirse de la forma:

@ Ty
_‘_02 Te * (‘lﬂ)
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de donde oblonemos gue
Q4 : Q2
Ty T 0. @

Designemos por el momento la relacion Q/T con ol nombre de cantidad de
calor reducida y el contenido de la ecuacién (2) puede enunciarse asi: pare el
ciclo de Carnot reversible, la suma de las tidades de calor reducidas es igual a cero.

Como vimos en ¢l § 73, el rendimiento de cualquier ciclo de Carnot cumple
la desigualdad:

Qi—Q2 Ty—T,
Q1 < Ty

(al ciclo reversible corresponde dnicamento el signo do igualdad) Por esto,
para cualquier ciclo do Carnot, obtenemos:

91, @ :
T?+Ti' <0 (2a)

\‘|=

es deeir, cualquiera que sea el ciclo de Carnot, la suma de las caniidades de calor
reducidas no puede ser mayor gue cero. Esta desigualdad se conoce con el nombre
de principiv (desigualdad) de Clausius,

Esta desigualdad puede extenderse a cualquior proceso cerrado.

Como vimos cn el § 73, cualquier proceso corrado puede dividirse en un
gran ndmero de ciclos de Carnot elementales. Cada uno de estos ciclos de Carnot
elementales puede considerarse que se cumple entre un foco caliente, al que
corresponde la temperatura 7, y del que recibe una cantidad de calor ARy,
y un foco mas frio, cuya temperatura es I}, ¥ al cual cede una cantidad de calor

0.
kEscrihnmos la desigualdad do Clausius para este ciclo elemental:
Q1 , AQn
E o @

El signo do igualdad so sumple cuando el proceso clemental es reversible.
Sumando lag oxpresiones (3) correspondientes a cada uno de los ciclos ele-
mentales, obtencmos para todo el eiclo:

oo . 3 E <o @

83 decir, cualquiera que sea la transformacidon cerrada, la suma de las cantidades
de calor reducidas no puede ser mayor que cero; st el proceso es repersible ¢sta suma
serd igual a cero.

Si se trata de un proceso gue se cample por via reversible pucde demostrarse
que lu suma (4) se transforma en una integral a lo largo de un contorno cerrado:

La magnitud 49 se expresa en esta integral por medio de las variables
independientes y sus diferonciales. En calidad de variables independientes so
toman los pardmetros que determinan el estado (p, Vo 12 . i

La circunferencin ¢uo lleva el signo integral indica que dicha integral
se extionde o toda la transformacién cerrada reversible. o

Cuando elfproceso es irreversible la suma (4) no fuede sustituirse por la
integral a lo largo de un contorno cerrado, puesto que las variables de integra-
cién p v T mo tienen valores determinados en los tramos irreversibles.
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Domostremos ahora que, si el proceso es reversible, la suma de los calores
reducidos que se comunican al cuerpo no depende del camine que haya seguido la
transformacidn,

Supongamos que un cuerpo determinado pasa, por via reversiblo, del estado
A (fig. 187) al estado B siguiendo cl camino representado por la curva AC,B.
Completemos este camino AC,B, hasta cerrar el ciclo, y supongamos que el

A
P

Cy

Fig. 187. Diferentes caminos para la trans-
formacidén entre los cstados dados 4 y 5.

v

camino de regreso ha sido BCz4. Llamando X a la suma de los calores reducidos
correspondiente al camino AC,B e ¥ a la correspondiente al caming 8C.4,
tendremos que, segin la condicién (4):

X+ Y =0 (5)

Tracemos otro camino del vstado A al ‘B, representindolo por la curva
ACyH y denominemos X, a la suma de los calores reducidos que le corresponden;
entonces, para ol ciclo AC3BC,4 tendremos: -

Xy =+ ¥Y=40
Comparando esta igualdad con la (5), obtenemos que
X = X,

es decir, que las sumas de los calores reducidos, por los eaminos AC;B y ACyB
son iguales entre si. Lo mismo puede domostrarse con relacidn a otros caminos
cualesquicra que conduzcan del estado A al B.

De aqui gue la integral

dQ

7

Bt by

que expresa lu suma de los calores reducidos para una transformacién rever-
sible del estado A _al B, no dopende del camino que rocorra el proceso, sino
exclusivamente del estado inicial y linal del cucrpo. Do esta eircunstancia se
deduce, que oxiste una magnitud §, que caracteriza el estado del cuerpe y que
para ¢l estado A tieme un valor S y para el B, un valor §pg, do forma que

a2
4
Sp—Sa= | “H-, ©
A

es decir  quefen toda transformacién reversible quo se cumpla ontre los estados

Ay B, la diferencia S5 — S, sord igual a la suma de los calores reducidos.
Esla diforencia Sz — S, determina la variacién de cierta magnitud fisica

8, que es funcién del estado; esta magnitud fisica recibe el nombre de entropia.
Este razonamiento no nos permite determinar el valor absoluto de la entro-
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pia; con él sélo podemos establecer la diferencia entre las entropias, S5 — Sa,
de dos estados By A,

Supongamos gue wua sistema cerrado cualquiera, partiendo delestado 4,
efectiia nna transformacién cerrada reversible ABA (fig., 188); en este caso, la
variacion de la entropia al pasar del estado A al B seri:

B

d
SB—-SA=-§—7-2-.

Llamando S4 al valor de la entropia del estado A al velver a 6l después
de terminar el ciclo, tendremos que

A 40
Fy—~8p= 5 7 -
B
Pero segin la condicién (4a), para un proceso_reversible
B A
d
{ F+ i 42 —0, do donde Sp—S4= —(Sx—Ss) 0
A

§4—854=0,

es docir, que cuando ¢ realiza una transformacién reversible cerrada la entropia
del sistema no varia.

Py oAy

8(8;)  Fig. 188. La entropia no cambia cuando se reali-
I za una transformacién reversible cerrada.

Examinemos ahora el paso desde un estado determinado 4 a otro estade B
por via irreversible, que convencionalmente representaremos por la curva AC,B
(fig. 189}, vy después gl regreso del sistema desde cl estado B hasta 4, ellg‘mnho
para ello ¢l camino reversible BC,A. En este cazo, la transformacién cerrada
AC,BCyA, on su totalidad, serd irroversible, pucsto que es irreversible una de

sus partes, de donde
a :'_\Q daQ
> F+ [ F<o
AC, B! irrev, BCaA rev.
Pero por definicin

d
j TQ“’SA*’SBI
BCgA

y por lo tanto .
3 S 4sa—sw <o.
AC1B frrev.



§ 77. Desigualdad de Clausius. Entropia 245

ds donde
A i
sp—sa> 3 S 9
ACy B irrev,

En el caso de un sistema aislado, ek conjunto de dicho sistema ni recibe
ni cede calor, de donde para él todos los AQ son iguales a cero y la suma del
micmbro de la desigualdad (7) so convierte en cero. De aqui se deduce, que
en un sistema gislado tnicamente pueden realizarse aquellas transformaciones en
que la entropfa del sistema no disminuye,

5i en un sistema aislado se efectuara una transformacién en la que la eniro-
pia permaneciera invariable, vsta 1ransformaci6n podria efectuarse también
en sentido contrario, es decir, serfa una transformacibn reversible. Pero si

P
A(5y)
Transformacidic
irreversible
_ Trunsa‘bmgaéi i 8(53)
Fig. 189, Transformaciones, reversible e reversible
irreversible entre dos estados 4 y A, v

durante la transformacién aumentara la entropia, ol proceso inverso seria impo-
sible, es deeir, la transformacién examinada seria irreversible, Do esta forma,
cuando en un sistema aislado se cumple una transformacién irreversible, la enlropia
de diche sistema aumenta. :

Hemos visto con anterioridad que los procesos irroversibles puedon efec-
tuarse en dos sentidos no equiva entes: en un sentido {que llamamos ¢positivor)
la transformacién puede realizarse «de por si», mientras que en el otro &anegativoo)
esto no es posiblo. Pero hasta ahora no teniamos un eriterio para poder resolver
la cuestién de en qué sentido debes complirse una tmnsfonnaciépn irreversible
dada. La introduccién del concepto de entropia resuelve este problema: er todo
sistema cerrado las transformaciones se realizan en el sentido del aumento de la entro-
pla; en el caso particular de,que las transformaciones que tienen lugar en el sistema
sean reversibles, la entropia se conservaré invariable,

En el § 75 se indicé que el cardcter irreversible de las transformaciones
esté relacionado con el paso de los estados menos probables a los estados més
probables. De aqui so esgrendo ue la entropia, que es la que detormina el
sentido en que se realizan las transformaciones irreversibles, debers estar tam-
bién relacionada con la probabilidad. Boltzmann demostré que la entropia &
es proporeional al logaritmo de la probabilidad del estado:

i S=rhklnw,

dondo W es la probabilidad del estado de que se trate y £ es la constante de
Boltzmann, que hace las veces de coeficiente de proporcionalidad.

dQ

Como quiera que 5? nos da dnicamente la variacién de la entropia,

A
el valor de ésta s6lo puede determinarse con una exactitud méxima igual a la
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<onstante aditiva:
A

d
[13
donde S %Q se toma por el camino recorride al realizarse la transformacién desde

un estodo cuya entropin so considera igual a cero (origen de entropias) hasta
€l estado 4 dado.

Derivando (8), obtenemos la expresién de la diferencial total de la entropfa
ag
a5 =% ()

Ejemplo 1. Hallar la variacion de la cntropia al enfriar 100 g de
agua doesde ¢, = 10° C hasta ¢ = 0°C,
Segun la formula (6), la variacién de la entropia serd

- B 0
SB—SA=S - -
A

Considerando que la variacién quo experimenta el volumen del agua al
calentarse es insignificante, tondremos que

40 = mc dT,

-donde m es la masa del agua y ¢ su calor especifico. El calor especifico ¢ del
-agua puede considerarse constante, de donde

Ta
a7 i i
— 8= — In ==, . 10
S:— 8 mcygl 7 me In 7 1

Poniendo en la expresién (10) m = 100 g, ¢ = 1 cal/g grado, Ty =
= 273° K y T, = 288° K, obtenemos

Sa_ss=im-t-lu% cal/grado= —5,1 cal/grado.

Ejemplo 2. Hallar la variacién de la entropia de 280 g de nitrégeno
«cuando sa volumen so hace 5 veces mayor por via isotérmica.
De acuerdo con el primer principio de la Termodinimica

dQ = dU - a4, (11)
La variacion de las reservas de energia interna d¥7 es igual a

™
dll = — Cy dT,
m v

donde p es el peso molecular y €y es el calor especifico molar del gas a volumen
constante.

El trabajo'dA es X

dA = p dV.

Esta expresién del trabujo podemos transformarla considerando el nitrégeno
«<omo un gas perfecto:

V™
P m RT!
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de donde .

Poniendo este valor do p en la férmula del trabajo dd, obtencmos:
dd = RT -‘-if,v— .
~ Poniondo las expresiones halladas para 4U y dA en (11}, s liene que para
el gas perfecto
m dav
Valiéndonos de esta expresibn de dQ obtepcmos la siguiente férmula para
a variacién de la entropia

t a0 o Y
mn
S=“31=5T~ S jfv-——?. —I—RS —I-;-)
i Ty v

1
Suponiendo que el calor especifice €y no depende do la temperatura, efecs
tuamos la integracién:

¥a
Sa— 8= (cvin %.ymuﬁ). - (12)

Por las condiciones de este ejemplo Ja expansién se rcaliza por via isolérmica,
por consiguiente, Tz = 7', y de acuerde con (12):

33—31=%R In ;—:—ﬁ 22%0 «2.1n 5 cal/grado=32,2 cal/grado.

Los razonamientos anteriormente expuestos permiten delerminar dnica-
mrente la variacién de la entropia [f6rmula (6) pég. 3431, El valor do la propia
entropia solo puede calcularse con una axac.titug mixima igual a una constante
aditiva [férmula (8), pig. 346]. Para determinar los valores absolutos do la en-
tropia hay que conocer por lo menos su valor absoluto correspondiente a una
temperatura cualquiera. Este valor de la entropia es el que se determina por
el teorema enumciado por Nernst, quo tambitn suele llamarse tercer principio
de la Termodindmica. gegfm el teorema de Nernst todos los cuerpos a la tempera-
tura de cero absoluto lienen la entropla tgual a cero.

Calontemos un mol de cualguier substancia, comenzando desde la tempora-
tura de cero absoluto, a presién constante. Para aumentar la temperatura de
esta substancia on &7 habra que comunicarle una cantidad de calor:

¥ al ocurrir esto su entropia aumentard en

Cpdl
-

La integral tomada a_presién constante y entre los limites de cero a T nos

dard el valor absoluto de la entropia del mol de la substancia dada a la tempe-
ratura I

a8 =

T
s_ ([ CadT
= |t

Como quiera que a bajas temperaturas el calor especifico molar no es una
magnitud constante, sino que depende de la temperatura (§ 93), esta integral
puede resolverse con la condicién de que sea conocida la variacién que cxperi-

mlznta el ]calo]r e?m}ﬁm Dmo]nr Cp, con la temperatura, hasta quo esta Gliima
alcanza el valor de = .



CAPITULO IX

Fenémenos moleculares en los liquidos

§ 78, Estructura de los liquidos. Presi6n molecular. El estado
liquido es un estado intermedio entre el gaseoso y el solido y, por
consiguiente, ofrece semejanzas tanto con aquél como con éste. Como
vimos en el § 62, la ecuacién de Van der Waals no se circunscribe
al estado gaseoso de la substancia, sino que también refleja ciertas
propiedades del estado liguido. La ecuacién de Van der Waals indica
asimismo la posibilidad del paso continuo del estado liquido al gaseo-
so por el punto critico. Cerca del punto critico la*diferencia entre
el gas y el liquido es insignificante y este iltimo puede considerarse,
hasta cierto punto, como un gas denso. Pero esta misma ecuacién de
Van der Waals demuestra que, a temperaturas bastante més bajas
que la critica, la diferencia entre el estado liquido y el gaseoso se hace
muy apreciable, La densidad de los vapores saturades de muchos
liguidos, a 18-20° C de temperatura, es mil e incluso varios millares
de veces menor que la densidad del liquido. Entre las isotermas de
Van der Waals, como vimos en el § 62, hay algunas comprendidas
parcialmente en el campo de las presiones negativas; estas isotermas
indican que puede existir un estado en el cual el Hquido esta eestira-
do», Los experimentos confirman que esto esrealmente posible y que
este estado corresponde a una cierta resistencia a la ruptura por trac-
cién que tienen los liquidos. En este sentido el liquido se asemeja
al cuerpo solido. Mds adelante veremos quo semejanzas enfre liguidos

a6lidos existen en una serie de aspectos, sobre todo, cuando los
liquidos se encuentran en condiciones préximas a la selidificacién
(cristalizacion).

Desde el punto de vista cinético-molecular el estado gaseoso de la
substancia se caracteriza por las grandes distancias medias que hay
entre las moléculas; el movimiento térmico de las moléculas gaseosas
se reduce a un movimiento libre a lo largo de un recorridoe libre, el
cual es varias veces mayor que las dimensiones de las propias molé-
culas. En los gases la difusién se produce a una velocidad sensible.
En los liguidos, por el contrario, las moléculas se encuentran mucho
més préximas entre si que en los gases y entre ellas existen fuerzas
de interaccién mayores, La difusién se realiza en los liguidos mucho
més lentamente que en los gases. Pero al mismo tiempo, la estructura
de los liquidos se diferencia considerablemente de la de los cuerpos
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s6lidos, en los cvales no existe pricticamente la difusién. En los
solidos cada particula (itomo, ion) oscila alrededor de su posicién
de equilibrio, con la particularidad de que, en la red ideal del cristal
s6lido (§ 87) todos los «sitiosr para las particulas estin ocupados.
Los liguides tienen una estructura més «mullida» que los sélidos;
en ella existen sitios libres o «huecoss, gracias a los cuales las molé-
culas pueden desplazarse, abandonando su puesto y ocupando uno
de los «huecos» libres vecinos. Segiin la teoria de Y. Frenkel, el movi-
miento térmico tiene en los liquidos el cardcter signiente: cada molé-
cula oscila alrededor de un sitio de equilibrio durante cierto espacio
de tiempo. Después, esta molécula cambia este sitio de equilibrio,
trasladandose a una distancia comparable con las dimensiones de las
propias moléeulas. De esta formalas moléculas se van desplazando
lentamente dentro del liquido, pero permaneciendo parte del tiempo
junto a unos sitios determinados, en los cuales, segin la expresién
figurada de Y. Frenkel, se encuentran en estado «sedentarios. Existen
ciertas peculiaridades en la estructura de los liquidos que recuerdan
la estructura cristalina de los sélidos (véase el § 95).

En los gases la energia cinética media del movimiento térmico
de las moléculas es suficiente para vencer las fuerzas de atraccién
entre ellas; esto hace que las moléculas gaseosas se muevan en todos
los sentidos y que el gas se extienda y ocupe todo el espacio dispo-
nible.

En los liquidos, por el contrario, la energia cinética media del
movimiento térmico es insuficiente para vencer las fuerzas de cohe-
si6n. A esto sedebe quelos liquidos sean cuerpos con volumen determi-
natlo. De los liquidos solamente pueden escaparse las moléculas mdas
rapidas, las cuales dan lugar al proceso de evaporacién del liquido.

En el § 61 vimos que la energia potencial mutua entre dos molé-
culas gaseosas tiene un minimo a una cierta distancia ry entre dichas
moléculas (fig. 154). Sin embargo, la profundidad del pozo de poten-
cial que se forma es pequefia y menor gue la energia cinética media
1/2 kT, correspondiente a un grado de libertad. Por esta razon las
moléculas gaseosas no se mantienen unas junto a otras, sino que
después de aproximarse entre si vuelven a alejarse. En los liguidos
la energia cinética del movimiento térmico de las moléculas, como ya
hemos visto, es insuficiente para vencer las fuerzas de atraccién
mutua que existe entre las moléculas. Esta es la causa de que las molé-
culas se encuentren bastante préximas entre si y de que cada una de
ellag esté rodeada por otras.

Para simplificar, examinemos varias moléculas situadas a lo
largo de una recta. Cada molécula de esta recta tendrd dos molé-
culas vecinas, una a la derecha y otra a la izquierda. Por esto, la
energia potencial de esta molécula representa de por si la suma de dos
curvas semejantes a la representada en la fig. 154. Estas mismas cur-
vas se representan en la fig. 190, @ por medio de lineas de puntos.
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La curva resultante (linea llena) da un pozo de potencial bastante
profundo. Para el conjunto de las moléculas se forma una curva de
potencial ondulada (fig. 190, b). La profundidad de algunos de los
pozos do potencial AE, es mayor que la energia cinética media 1/2 k7
correspondiente a un grado de libertad de una molécula del liqui-
do. Por esto, cada molécula permanece en el pozo de potencial junto
a su posicion de equilibrio. Sin embargo, para los lignidos, la ener-
gia media 1/2 kT no es mucho menor que la profundidad del pozo
AE, vy, por consiguiente, como existe la fluctuacién, la energia ciné-
tica de una molécula de vez en cuando resulta suficiente para

E
P
a)

b)
“Epf m Fig. 190. Curvas de la energia potencial de
B una molécula del 1 quido.

hacer que alguna de ellas salte del pozo y ocupe un Jugar nuevo entre
otras dos moléculas.

Este caracter del movimiento de las moléculas en los liguidos
explica tanto la lentitud con que tiene lngar la difusién en ellos,
como la gran viscosidad de los lignidos en comparacion con los gases.
En los gases el rozamiento interno (viscosidad) se explica por el
transporte de la cantidad de movimiento dirigido de las molécu-
las de una capa a otra, a expensas del movimiento térmico de las
mismas (§ 56). En los liquidos, junto a este mecanismo de rozamiento
interno tiene lugar otro, relacionado con la transmisién de la canti-
dad de movimiento a expensas de los choques de unas moléculas
con otras, de manera andloga a como se transmite la cantidad de
movimiento a lo largo de una fila de esferas elisticas que estén en
contacto entre si. E1 nimero de chogques entre las moléculas es inver-
samente proporeional al espacio libre que hay entre ellas; por consi-
guiente, la viscosidad delos liquidostambién es inversamente propor-
cional a este espacio libre. Para un mol de liquido este espacio libre
serd igual a Vy — b, donde V; es el volumen molar del liguido y 5,
el volumen que ocuparian las moléculas si estuvieran apretadas entre
si (es decir, su volumen real, magnitud que es andloga a la correceion
b de la ecuacion de Van der Waals). Basidndonos en esto podemos ex-
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presar la viscosidad del liguido como
=g

donde € es constante. Esta férmula, propuesta por A. Bachinski,
puede aplicarse cficazmente a muchos liquidos viscosos.

Y. Frenkel, particndo del caracter del movimiento térmico de
las moléculas en los liquidos, que hemos dado a conocer anteriormen-
te, demostrd que Ja dependencia entre la viscosidad de los liquides
v la temperatura debe venir expresada por la formula:

AE, )
TI"—'A‘E hT L)

donde AEy es la profundidad del pozo de potencial en que se encuen—
tra cada molécula. Esta férmula también se cumple bastante fiel-
mente en una serio de casos.

Pero las propiedades de los liquidos pueden explicarse también
por ofro procedimiento, que consiste en examinar la energia poten-
cial de una molécula gue se halla dentro del liquido con relacién
a las moléculas que estén fuerade é). La energia potencial de una molé-
cula dentro del liguido es menor que la gue tienen las que estian
fuera de él. La capa superficial del liguido se encuentra por lo tanto
en condiciones distintas que el resto de su volumen. Para que las
moléculas salgan del liguido afuera, tienen gque vencer una barrera
potencial determinada, es decir, realizar un trabajo determinado.
La energia media del movimiento térmico de las moléculas es insu-
ficiente para realizar este trabajo y, por consiguiente, el liquido con-
serva su volumen.

Como vimos al estudiar las propiedades de los gases reales, la
existencia de fuerzas de atraccion, hace que las moléeulas situadas
en el limite del gas se encuentren también on condiciones distintas
a las de aquellas que se hallan en el interior de 1a masa gaseosa. Un
fenémeno perfectamente analogo tiene lugar en los liguidos.

Si mentalmente destacamos una molécula cualquiera dentro del
liquido, tendremos que tener en cuenta la accién que sobre ella ejer-
cen todas las demas moléculas. Pero como las fuerzas intermoleculares
disminuyen rapidamente al aumentar la distancia, pricticamente
basta con tener en cuenta la accion de aguellas moléculas que se
encuentran suficientemente préximas.

Supongamos que r es una distancia tal, que las fuerzas de aceién
mutua entre dos moléculas, que se encuentren entre si a una distancia
mayor que ella, sean tan pequefias que puedan despreciarse. Tome-
mos la molécula dada A (fig. 191) como centro y tracemos a su alre-
dedor una esfera de radio r. Entonces bastara tener en cuenta la ac-
¢ién que ejercen sobre la molécula dada aquellas otras moléculas
que se encuentran dentro de la esfera de radio r.
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La distancia r suele llamarse radio de accién molecular, y la esfera
de radio r, esfera de accién molecular.

En los liquidos, dentro de la esfera de acei6én molecular trazada
en torno a la rmolécula dada 4 se halla un gran namero de moléculas.
Las fuerzas con que estas moléculas actian sobre la molécula A
estdn dirigidas en distintos sentidos y tomadas en promedio se com-
pensan entre si. De esta forma, la fuerza resultante que ejercen
en todos los sentidos las demds moldculas sobre la moléeula 4,

Fig. 184. Radio de accién molecular,

cuando ésta se encuentra sumergida en el liquido, es igual a cero.
Pero cuando las moléculas se hallan cerca de la superficie del liquide
no ocurre lo mismo. Examinemos lo que ocurre con la molécula
B, que se encuentra separada de la superficie del liguido por una
distancia menor que el radio de accion molecular r. En este caso,
la esfera de accion molecular, como vemos en la fig. 191, sélo se
encuentra parcialmente dentro del liquido, mientras que una parte
de ella esta fuera de é1. Supongamos que sobre la superficie del liqui-
do hay una substancia en estado gaseoso, por ejemplo, vapor del
mismo liquido.

Como la concentracién de moléculas en el vapor es pequeiia, en
general podemos despreciar su accién. Por congiguiente, debemos
tener en cuenta tunicamente la accién que ejercen sobre la molécula
B aquellas otras que estan comprendidas en la parte de sn esfera de
aceién que se encuentra dentro del liguide. Xn estas condiciones
resulta que sobre la molécula B actita un ndmero de moléculas dife-
rente nor cada lado. Las fuerzas que estas moléculas ejercen sobre
la B no se compensan entre si, sino que dan una resultante f, dirigida
hacia el interior del liguido. De esta forma, sobre cada molécula, cuya
distancia a la superficie del Liquido es menor gque el radio de accidn
molecular r, actia una fuerza, por parte de las demds moléculas, diri-
gida hacia el interior del liguido. Sobre toda la capa préxima a la su-
perficie del liquido actian fuerzas normales a ella y dirigidas hacia
€l interior. Por esta razén, la capa superficial ejerce sobre el resto
del liquido una presién, que se conoce con el nombre de presién mole-
cular. Esta presion hace que las moléculas del liguido estén més pré-
ximas entre si, lo que da lugar a que aparezcan entre ellas fuerzas
repulsivas, las cuales equilibran a las de compresidn originadas por
la capa superficial. ;
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Por el razonamiento anterior puede verse que esta presion es idén-
tica, por su naturaleza, a la presién interna p’ de los gases, que so
tiene en cuenta en la correccidn ¢/V; de la ecuacién de Van der
Waals:

(p-F ) (Wo—b)=RT.

Desde el punto de vista cuantitativo, los resultados de la ecuacién
de Van der Waals no corresponden exactamente a las propiedades
reales del estado liguido de la substancia, pero para cdlculos aproxi-
mados %}lede utilizarse. Asi, por ejomplo, para el agua, en la correc-
cion de Van der Waals tenemos que a = 5,47 atm 1%/mol?; el volumen

Fig. 192, Gotas de aceile de oliva en una mezela de agua
con alcohol.

de un mol de agua liquida a (°C ¥V, = 418 cm®mol == 0,018 I/mol,
de donde

5,47
P == T[;:_S‘T atm =< 17000 atm,
L pJ

Para otros liquidos la presién interna también es una magnitud
del orden de decenas de millares de atmosferas.

Las fuerzas de atraccién molecular existentes en la capa superfi-
cial del liquido estdn dirigidas hacia el interior de la masa del ligui-
do. Si sobre el liquido no actian ningunas otras fuerzas, la posicién
de oquilibrio de su superficie seri aquellaen que todas estas fuerzas
sean normales a ella. Una masa de liquido sobre la que no influyan
fuerzas oxteriores debherd adoptar forma esférica. por la aceion Je las
fuerzas de la presién molecular. Las gotas pequedias de lignido, para
las que la influencia de la gravedad es relativamente poqueda, toman
en efecto la forma de esferas regulares. Cuando se trata de grandes
masas liguidas, su tendencia a adoptar la forma esférica puede descu-
brirse compensando la fuerza de la gravedad sobre la base del prin-
cipio de Arquimedes. Por ejemplo se puede introducir aceite de oliva
en una mezcla de agua con alcohol, preparada de tal manera que su
densidad sea igual a la de dicho aceite. 1in estas condiciones, la ac-
cién de la gravedad sobre el aceite se compensa con la presion hidros-
tatica, y el aceite, sometido a su propia presién molecular, toma
forma esférica regular (fig. 192).

§ 79. Tension superficial. Los fenémenos debidos a la presién
molecular que ejerce la capa superficial del liguido sobre las demas

230703
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capas puede explicarse también desde un punto de vista diferente
al expuesto en el §{78.

La osfera es el cuerpo geométrico que para un mismo volumen tiene
menos superficie. Por esta razén, el paso de una masa dada de ligquido
desde una forma cualquiera, no esférica, a la de esfera, est4 relaciona-
do con una disminucién de su superficie. Por consiguiente, la accién
do las fuerzas de la presién molecular que obligan al liquido a tomar

1 e f*

[Fig. 193. Fuerza de la tensi6n superficial.

la forma de esfera es andloga a la que se produciria si la superficie
del liguido fuera deJpor si una pelicula estirada que tendiera a con-
traerse. Todos los fendmenos debidos a la existencia de la presién
molecular pueden explicarse estudiando la accién de esta pelicula
estirada.

Para mantener en equilibrio esta pelicula estirada (fig. 193)
hay que aplicar una fuerza f, perpendieular a la linea que la delimita
y tangente a la superficie del ligquido; esta fuerza se llama tensién
superficial y ovidentemente, seri tanto mayor cuanto mayor sea la
longitud de la linea I que sirve de limite a la pelicula:

f = al. (1)
El coeficiente ¢, que depende de la naturaleza del liquido, se

llama coeficiente de tensién superficial.
De (1) podemos obtener:

=4 (1a)

Es decir, el coeficiente de tensién superficial « es igual numé-
ricamente a la fuerza aplicada a la unidad de longitud del horde de la
pelicula superficial del liquido. En el sistema CGS, o se mide en
dinas/em. *

Para un liquido dado el coeficiente de tensién superficial o depen-
de de la temperatura: cuanto mayor sea la temperatura menor sera
el cocficionto, *

Cuando la femperatura del liquido se aproxima a la critica T,
(véase el § 62) el coeficiente de tensién superficial & tiende a cero.

Tiste hecho se hace comprensible si recordamos que en el punto
critico desaparece la diferencia que existe entre los estados liquido
¥y gaseoso.

En la tabla XTI se dan los valores del coeficiente de tensién su-
pesficial oo correspondientes a algunos liquidos, en el sistema CGS.
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Tabla XI

Valores del coelicienle de tensifn
superficial

Liqulda oon dinas/om
BPER o 06 o SR 73
Mereurio ., . . . . . . . 540
Glicerina . . . . . . . 65
B 17

Hallemos ahora el.t.rahajo que hay que realizar para aumentar
el area de la pelicula superficial del liquido en una determinada mag-
nitud AS. Para esto, por medio de la fuerza f traslademos paralela-

——————

Fig. 194. Determinacién del trabajo necesario para aumen- ’
tar el drea de la capa superficial del liquido.

|
i
i
1
FUSEPAFIE W

mente a s mismo el limite de dicha pelicula (fig. 194) a una distancia
igual®al segmento As. El trabajo realizado sera

Ad = fAs, .
pero por (1) f = al, de donde
Ad = alds,

El producto IAs representa el aumento del irea de la pelicula
AS, por lo tanto

AA = a:AS.
Esté trabajo se emplea en aumentar la energia de la pelicula en AE,
de donde
AE = aAS (2
0
AE
~gs (2)

La energia £ es la parte de Ia energia interna de la pelicula que
puede transformarse en trabajo por via isotérmica. En Termodini-
mica esta parte de la energia se llama energia libre.

23+
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De 1a igualdad (2a) obtenemos otra determinacién del coeficiente
de tensién superficial: el coeficiente de tensidn superficial o es niime-
ricamente igual al cociente de dividir la variacion de la energia libre
de la pelicula superficial por la variacién del drea de dicha pelicula.

La tension superficial explica muchos fenédmenos caracteristicos
del estado liquide de la substancia, por ejemplo, la formacién de
gotas cuando el liguido sale a través de orificios pequefios, la forma-
cién de la espuma, etc. Figurémonos una burbuja de aire 4 que

Fig. 195. Burbuja de aire debajo de la super-
ficie del liguido.

sube hacia la superficie del liquido (fig. 495). Al llegar a la superficie,
esta burbuja levanta sobre si misma una tenue capa de liguido en
forma de cipula. Si la burbuja de aire es suficientemente pequeiia,

Fig. 196. El contorno del hile anu-

dodo toma la forma de circunferencia

al sor. extendido Egr la pelicula de
agua jabonosa.

no puede romper la capa superficial y permanece bajo la superficie
del liquido. Un gran nimero de burbujas de este tipo forman en cou-
junto la espuma.

De todos es conocido el hecho de que el agna de jabén- produce
con facilidad peliculas delgadas, a pesar de que el coeficiente de ten-
sién superficial de esta agua (45 dinas/cm) es considerablemente
menor que ¢l del agua pura, que es igual a 73 dinas/cm. Esto se explica
por la gran viscosidad del agua de jabén, que hace que esta Qltima
escurra por la accién de la pravedad mds despacio que el agua pura,
por lo que se retiene mds ficilmente entre las capas superficiales.
En las peliculas delgadas, donde las superficies son muy grandes,
mientras que la masa del liquido comprendida entre ellas es muy
pequefia, el fendmeno de la tengién superficial se deja sentir de forma
muy acusada. Una pelicula jabonosa delgada se comporta de manera
muy semejante a como lo haria una membrana de goma estirada y es
muy cémoda para estudiar los fenémenos de la tensién superficial.
Por ejemplo, introduciendo un anillo de alambre en una disolucion
jabonosa y extrayéndold con cuidado, sobro el anillo queda extendi-
da una pelicula liquida (fig. 196, a); si sobre esta pelicula se deposi-
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ta un trocito de hilo cuyos extremos estén anudados entre si, éste
conservard la forma arbitraria que tome en el primer momento;
porque sobre cada una de sus partes actuardn, por ambos lados, fuer-
zas iguales que se equilibran mutuamente. Pero si se rompe la parto
de pelicula que hay dentro del contorno que forma el hilo, sin tocar
el resto de Ja misma, las fuerzas antedichas dejardn de estar en equi-
librio y el hilo tomara una forma circular (fig. 196, &), atirantado por
la aceién de la pelicula que hay fuera de él.

C

@

Fig. 197. Formacién de las gotas, a) B)

Examinemos también cémo se forman las gotas cuando el liguido
sale lentamente de un tubo vertical. La tensién superficial impide
que el liquido salga inmediatamente del tubo. A medida que el liqui-
do va saliendo, la pelicula superficial de la gota se estrecha por arri-
ba y forma el cuello (fig. 197. a). Este estrechamiento acaba rompién-
dose, con lo cual la parte inferior del liquido produce la gota cai-
da y del cuello sc desprende una gotita complementaria (fig. 197, 2).

Si el orificio es muy pequeiio o la presién quoe ejerce el ligquido cs
insuficiente, Ja gota puede no desprenderse. Do esta forma, la ten-
sién superficial da Ingar a que el liguido no pase a través de mallas
muy finas, por ejemplo, a través del tejido de los paraguas o de la
lona de las tiendas de campaiia.

E jem plo. Para valorar el balance do la energia al variar el drea dejla
superiicie del liquido, determinar la cantidad de energia que se libern cuando
g8 juntan muchas gotitas de agua do radio r = 2.10-* mm para formar una
gota prande de radio R = 2 mm.

o lueidn Designemos el niimero de gotas pequeiias, c&ue al juntarse
forman la grande, por medio de la letra n. Entonces, ol drea total de la superfi-
cie do Ias gotas pequedas & sera:

& = 4arten, (3)

El drca do la superficic de la gota grande serd S, = 42R2, do donde la

cantidad de energia liberada al disminuir la superficie por juntarse las gotas,
segun la férmula (2), serda

AE = (§ —So) ot = 4n (P*n — ) «, (%)

dondo e es el cooficiente de tensién superficial.
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El nimero de gotas pequefias p podemos calcularlo partiendo del razona-
miento que nos dice que la suma de sus volimenes debe ser igual al volumen
de la gota grande: i

% wine=d upd, do donde n= R
3 3 3 =

Poniendo este valor de n en (4) hallamos:
R
AE =4nR? (T" 1) a.

Poniendo agqui los valores numéricos 1 = 2 mm, r = 2:10-* mm y a =
= 73 dinas/cm, obtencmos:

AE = 4.344.4.10-2.(10% — 1).73 erg = 3,5.10% erg = 3,5-10-% ],

Es decir, la dismipucién que experimenta la superficie del agua al juntarse
las gotas pequefias en una grande libera una energia igual a 3,5-10-% julios.
Esta energia se emplea en calentar la gota.

Por el contrario, si una gota grande se divide en otras més pequeiias se
produce un aumento de energia en la pelicula superficial, cuya consecuencia
es un determinado enfriamiento de las gotas.

§ 80. Presién debida a la curvatura de la superficie libre. Como
oxplicamos en el pArrafo anterior, la pelicula superficial de los lHqui-
dos tiene propiedades semejantes a las de una membrana eldstica
estirada. Si la pelicula esti limitada por un contorno plano, ella

Eg ; ;2 M Fig. 198, Accién de¢ la curvatura de la
a b)

superficie del liquido.

misma tiende a adoptar la forma plana. Por consiguiente, si la peli-
cula es convexa, al tender a ponerse plana, presiona sobre las capas
liquidas que se encuentran debajo de ella, mientras que si es céncava,
tira de ellas (fig. 198, a y b). En otras palabras: foda pelicula superfi-
cial curva ejerce sobre el liguido una presién complementaria, en com-
paracién con aquella que experimenta dicho liguide cuando la pelicula
superficial es plana; st la superficie es conveza, la presién complemen-
taria es positiva (sobrepresidn); si es cOncava, es negativa (depresién).

Determinemos el valor de esta presién complementaria para el
caso en que la superficie del liquido tenga forma esférica. Supongamos
que el radio de la esfera correspondiente es B y aislemos en la superfi-
cie un pequeiio casquete esférico AS (fig. 199). Las fuerzas de tension
superficial aplicadas al contorno de este casquete son tangentes a la
superficie esférica. Examinemos la fuerza Af, aplicada al elemento
Al de dicho contorno. Esta fuerza es

Af = a-Al, (1)
donde e es el coeficiente de tensién superficial del liquido. Como

esta fuerza es tangente a la superficie esférica, forma cierto dngulo
con el radio OC. Por lo tanto, la componente de esta fuerza Af,,
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paralela al radio OC, no sera igual a cero. Si la superficie del liquido
es convexa, el centro € se hallard dentro de la masa del liquido v,
en este caso, la fuerza Af; comprimiri al liquido que se encuentra
debajo del casquete AS, es decir, producira una presién positiva
{sobrepresién); si, por el contrario, la superficie ¢s céncava el centro
¢ estard situado fuera del liquide ¥
la fuerza Af, tirard de éste, es decir,
producird una presién negativa (de-
presion). Por el dibujo vemos que

Afy = Af sen @,
de donde por (1)
Afy = aAl sen g.

Fig. 199. Determinacion de la sobrepresién
que existe debajo de la superficie esférica
del liquide.

Esta fuerza Af, estd aplicada al elemento Al del contorno. Otras
fuerzas idénticas estdn aplicadas a cada uno de los demas elementos
de dicho contorno. Por lo tanto, a todo el casquete esférico AS habra
aplicada una fuerza paralela al radio OC

fi = ZAf; = a sen @-ZAl.

La suma 2 Al es Ia longitud del contorno que limita al casquete
esférico AS. Este contorno es una circunferencia; llamando r al radio
de esta circunferencia, tendremos que Al = 2ntr, de donde

fi = a-2ar sen g. (2)
En la fig. 199 vemos que

s r
sin Q)=? .
Poniendo este valor de sen ¢ en (2) hallamos

f1,= u.iﬂr‘i

La presion p podemos obtenerla dividiendo el valor de esta fuerza

por el area del plano limitado por el contorno del casquete, es decir,
por el area del circul o cuyo radio es r, de donde

o3 decir,
P=gs @
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BEsta formula nos da el valor de la presion complementaria p
que ejerce la pelicula esférica superficial sobre el liquido.

Como puede verse, es diroctamente proporcional al coeficiente
de tensién superficial e e inversamente proporcional al radio R de
la superficie. Cuanto mayor es la curvatura de dicha superficie,
menor es su radio R y, por consiguiente, mayor es la presién com-
plementaria p.

La existencia de esta presién complementaria debida a la curva-
tura de la superficie libre da lugar, por ejemplo, a que el aire que
-hay dentro do una burbuja de jabén se encuentre a mayor presién

Fig. 200. Ll aire pasa de la pompa de jabbn
pequefia a la grande.

que el que esti fuera de ella. La dilereacia entre estas dos presiones
serd tanto mayor, cuanto menor sea el radio de la burbuja.

Esto puede demostrarse soplando en los extremos de un tubo de
vidrio (fig. 200) dos pompas de jabén 4 y B de diferentes didmetros.
En estas condiciones el aire contenido en In pompa menor se encuen-
tra a mayor presion y comienza a pasar por el tubo a la pompa mayor.
En definitiva, la menor se desinfla por completo, mientras que las
dimensiones de lajmayor aumentan.

Ejemplo. Para valorar la magnitud de la sobrepresién p, determinar
a qué presidn eo encuentra ¢l aire dentro de una burbuja que se halla debajo
de la superficie del agua y cuyo radio es B = 5-10-% mm,

So0lucién, La presion del aire dentro do la burbuja es igual a la suma
de la presién atmosférica H y de la sobropresién p producida por la pelicula de
agua que rodea a la burbuja (consideramos que ésta se encuentra inmediatamente
debajo de la superficie doi agua, do forma que la presién de Ia capa de agua que
hay sobre ella so puede despreciar).

Por la formula (3):

2a

P=—.

R
Para el agua o = 73 dinas/cm, de donde
pes 2:73
5104
Como 1 atm = 1,013.10% barias, tenemos que
p = ©,29 atm,

barias =2,92.10% harias.

De donde la presién del aire dentro de lu burbuja serd
p=HKH-+ p=129 atm.

§ 81. Presion bajo la superiicie curva de un liquido (cualquiera que sca
su forma). La expresibn obtenida cn el § 80 de !a presién complementaria p,
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Eara el caso en que la superficie libre tengaforma de casqueto esférico, puode
acerse extensiva a una superficie curva cualquiera. Para esto hay que introdu-
cir el concepte de enrvatura de una superficfe en general.

Tomemos una superficie curva cualguiera y levantemos ¢n el C)):unto © una
perpendicular OV a csta superficie. Hagamos pasar por la normal ON un plano
P, La linea do interseccion de este Iﬁnno con la
superficie se llama seccién normal. N}

En la esfera, cualguier seccién normal es un
arco de circunferencia A8, (fig. 201), cuyo radio

R.coincide con ¢l do aquélla. La magnitud €= -;-i-

nos da la curvatura de la csfera.

En una superficie curva cualquiera, diferentes
secciones normales trazadas por un mismo punto
O nos daran diferentes curvas geométricas y, por
congiguiente, distinta curvatura. En la Tig. 201
so indican dos secciones normales diferontes, tra-
zadas por un mismo punto . Unade estas sec-
ciones nosda el arco 4,8, cuyo radio de curvatura
es OC, = R, v la otra el arco ‘4.8: con radio de
curvatura OC; = Rj.

En la Geometria se demuesira que si por un
punto O de una superficie curva cualquiera se

Fig. 201. Secciones normales de la superficio
eurva del liguido.

trazan dos secciones normales perpendiculares endre sf 448y y A.B:, cuyos ra-
dios de curvatura Tespectivos sean Ky y Ha, la magnitud

1 1
S T -

tendrd el mismo valor para cualguier otro par de secctones normales que pasen
por dicho punto y sean perpendiculares entre si, Esta magnitud € recibe el
nombre de curvatura media de la superficie en el punto O.

Elijamos ahora ¢n la superficie curva del liguido (cualquicra que sca su
forma) un punto O y tracemos por él dos secciones normales A,B; y A28 por-
pendiculares entre si cuyos radios sean respectivamento f?y y Ry (fig. 202). Aisle-
mos ¢n torno al punto O un pequeiio cuadrilitero curvilineo DEFE. Llamando

o S S S
Al a la longitud del arco DE = FG y Al, a la del arco DG = EF, tendromos
gue el drea de dicho cuadrildtero serd AS = Al Al
Los demés razonamientos serin idénticos a los que hicimos en el § 80 para
el caso de la superficie esférica. La fuerza de la tension superficial Afy, aplicada
al borde DE, soré
Afy = aAly. 1}

Para caleular la presién que actia sobre el liquido por parte de la superficie
curva hay que tener en cuenta la componente de la fuerza Aff, cuya direceién
es paralela al radio OC,. Por la fig. 202 tencmos que

Afy = Afy- sen . ~ 2y
Pero, aproximadamente,
et
T . }
== ac, *
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; byl Al 2
El arco 0d; = —25 y el segmento OC, es ignal al radio R, de la secci6n
normal 4;8,, entonces
_ Al
sen gy = E .
Poniendo este valor de sen @, en (2) y aplicando (1), obtenemos

" 1
Afi=a Aly Als Pt
Teniendo en cuenta que AlAlz = AS, hallamos que

i 1
A f = AS Tﬂ:—- .
En ol borde ¥G actiia una compo-
nente igual que Afj. De la misma manera
hallamos que al borde DG estd aplica-

da otra fuerza componente paralela al
radio OC,,

) 1
A= AS 5o

Otra componente igual Af; tendre-
mos on e} borde EF. Todas estas fuerzas

Fig. 202. Determinacién de la sobroepre-
eidn existente de]m{o de la aupﬂrfl;ci_o
& curvada del liquido.

<omponontes que actilan por los cuatro lados del cuadrildtero eurvilineo DEFG
dan una resultanto paralela al radio 0C,

r - ’ ’ L 1 l
A=Al AR+ Aff+Af3=20 AS EE-{-?'G AS 3a;

de donde
i 1
Aff = — |,
f @AS ( 1y Ry )
La magnitud encerrada en este paréntosis es la curvatura media de la super- -
ficie en ol punto @ y no depende, como dijimos antes, de las secciones normales
A B, y Axlly, perpendiculares entre si, que se olijan.

La presion p, debida a la eurvatura de la superficie libre del liquido, pode-
mos hallarla dividiendo el valor do ka fusrza Af' porel drea AS, do donde

e (dr4k)-

Esta férmula, que lleva ¢l nombre de Laplace, da el valor de la presién com-
plementaria p, debida a la curvatura de la superficie del liquido, cualquiera
que sea su forma.

Si la forma es esférica, Ry = Ry = R, donde R es cl radio do la esfera.
De aqui que la presién complementaria p que se produce debajo de una superfi-
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cie en forma de casquete esférico, segin (3), sea:

pP==p=1

H

que coincide con la férmula (3) del § 80.

Examipemos también, como caso particular, la superficie de un cilindro
de revolucién. Tomemos como una de las secciones normales una generatriz
del cilindro (fig. 203); esta seccién serd una recta, en la que Ry = co. La otra

Fig. 203. Superficie cilindrica. 4

seccifn, perpendicular a la primera, serd una circunferemecia, cuyo radio Rs
serd igual al radio Jj2 del cilindro.

De aqui se deduce que la presién complementaria p debajo de esta super-
ficie cilindrica serd

p=—r- 0

§ 82. Fenémenos que se producen en el limite entre los cuerpos
liquidos y les sdlides., Capilaridad. Cuando los liguidos estin en
contacto con un cuerpo sé6lido hay que tener en cuenta tanto las fuer-
zas que actian entre las moléculas del mismo liquido, como las que
actiian entre las moléeulas del liquido y del sélido.

Aqui pueden ocurrir dos casos: 1) que las fuerzas que actfan
entre las moléculas del mismo liquido sean mayores que las que lo
hacen entre las moléculas de ambos cuerpos, y 2) que las fuerzas
intermoleculares del liguido sean menores que las que actian entre
sus moléculas y las del cuerpo sélido.

En el primer caso se dice que el liguido no moja al sélido. En este
caso, en la capa del liguido que esti en contacto con el sélido la
fuerza resuliante estd dirigida hacia el liquido. En condiciones de equi-
librio la superficie del liquido se dispone perpendicularmente a esta
fuerza y, como resultado, la superficie del liguido que no moja toma,
junto a la pared vertical sblida, la posicion que se indica en la
fig. 204, a. Una gota de liquido que no moja toma, sobre una super-
ficie horizontal sélida, la forma de esfera achatada (fig. 204, b).

El angulo ¥ que forma la tangente a la superifice del liquido
con la superficie del cuerpo sélido se llama drgulo de contacto o
dngulo de capilaridad. Cuando el liquido no moja, el dngulo de con-
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tacto es obtuso: ﬂ;% .Bi® = = se dice que el liguido no moja en

absoluto.

En el segundo caso, cuando las fuerzas que actiian entre los molé-
culas del propio liquido (de cohesién) son menores que las que lo ha-
cen entre éstas y las del sélido (de adherencia), se dice que el liguido

Fi%. 204, Angulo de contacto
de un liquido que no moja.

moja al cuerpo silido. En este caso, en la capa de ligquido gue estd
en contacto con el sblido, la fuerza resultante estd dirigida hacia el
salido. En estas condiciones, el angulo de contacto es agudo, es decir,

4 << —g . Cuando ¢ =0 se dice que ¢l liguidoTmoja perfectamente.

Fig. 205. Angulo do contacto do un
liquido que moja.

En la fig. 205, a se muestra la disposicién de la superficie de un
liguido que moja, junto a una pared vertical s6lida, y en la fig. 205, &,
el aspecto de una gota de liquido que moja, sobre una superficie
horizontal.

8i Ja gota de liquido depositada sobre la superficie horizontal
del cuerpo s6lido moja perfectamente, se extenderd por dicha superfi-
cie. Las gotas de los liquidos que no mojan toman formas més o menos
esféricas (que doponden de sus dimensiones) y se desplazan ficilmen-
te por la superficie del cuerpo sélido.

Un mismo liquido puede mojar unos cuerpos sélidos y no mojar
otros. Por ejemplo, el agua puede decirse que en la prietica moja
perfectamente la superficie limpia del vidrio, pero no moja la para-
fina. Il mercuric no moja al vidrio, pero moja una superficie de
hierro limpia, etec.

Cnando un liguido que moja estd contenido en un-tubo cilindrico
estrecho, su superficie libre tiene forma céncava (fig. 206, a), mien-
tras que si se frata de un liquido que no moja, la forma de esta superfi-
cie serd convexa (fig. 206, b). Las superficies liquidas curvas de esta
especie reciben el nombre de meniscos.
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Veamos el caso en que un tubo de pequefio didimetro estd intro-
ducido por uno de sus extremos en el liguido que hay en un recipiente
ancho. Supongamos que el liguido moja el material de que esti hecho

Fig. 206. Forma de los meniscos: a) de los liquidos gue
mojan, b) de losliguidos que no majnn,

& H H b)

€l tubo. Entonces, el menisco que se forma dentro del tubo serd
<bneavo (fig. 207) y si Ja seccidn del tubo es cirenlar, tendra la forma
de casquete esférico.

Debajo de la superficie céncava del liquido, como dijimos en el
§ 80, se produce una presién comple-
mentaria negativa (depresion) [férmu-

la (3) del § 80k

Fig. 207. Elevacién capilar de un liguido
qie moja.

donde R es el radio de la superficie del liquido y «, ¢l coeficiente de
tension superficial.

Como quicra que debajo de la superficie libre plana del liquido
que hay on la vasija ancha no existe presién complementaria, dicho
liguido se eleva por el tubo hasta la altura % necesaria para que el
peso de la columna de liquido equilibre la presién p. La presién que
ejerce una columna de liquido de altura & es igual a pgh, donde p
es la densidad del liguido y g la aceleracién do la gravedad; de donde
la condicién de equilibrio tendra la forma:

2a
p==-=pgh. €]
Llamando r al radio del tubo y ® al 4ngulo de contacto, de acuerdo
con la fig. 207 tenemos:
R = B

cos 1 °
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Poniendo este valor de R en (1), hallamos

20c-c0s G
—_—_—=

pgh,
de donde la altura a que se eleva el liquido sera:

2c050-a
= ~ " (2y

Poniendo el didmetro d = 2r en lugar de r, obtenemos:

k=4cosﬂ'-on

P . (2ay

Por la férmula (2) puede verse que la altura a que se eleva el liqui-
do serd tanto mayor, cuanto menor sea el radio r del tubo, es decir,
cuanto mdas estrecho sea éste. Por esta razén, la elevacion de los
liquidos que mojan se nota mucho mejor en tubos muy estrechos.

Estos tubos estrechos suelen llamar-
se capilares, del latin capillus, que sig-

— nifica cabello, y el fenémeno de la varia-
T Eibnte 14 slkuds dal nivel de los Hgai.
h dos que se observa en estos tubos se

denomina capilaridad.

N
Fig. 208. Depresion capilar de un lquido que
no moja.

Para un radio r dado del tubo capilar, la elevacion serd tanto
mayor, cuanto mayor sea el coeficiente de tensi6n superficial ¢, mis
moje el liguido (menor sea el ingulo de contacto &) y menor sea su
densidad p. Si el liguido moja perfectamente (# = 0) la férmuls
(2) toma la forma siguiente:

2a
h= BE " (2b)

Cuando el liquido no moja el material de que estd hecho el tubo,
el menisco que se forma dentro de este ultimo es convexo; la presién
complementaria que se produce es positiva y el nivel del liguido en
dicho tubo es inferior al que tiene en la vasija ancha (fig. 208). La
magnitud del descenso del nivel 2 de los liquidos que no mojan se
determina por la misma férmula (2) que la altura a que se elevan los
liquidos que mojan. i

La férmula (2) puede utilizarse para calcular el coeficiente de
tensién superficial e. Para esto se procura elegir un material con res-
pecto al cual el liquido moje perfectamente (o no moje en absoluto).
IEn estas condiciones puede emplearse la férmula (2h). Conociendo
el radio r del tubo, la densidad p del liquido y midiendo la altura 2
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a que este dltimo se eleva (o desciende), se puede calcular directa-
mente el valor de a.

Los fenémenos capilares desempeiian un gran papel en la natura-
leza y en la vida practica. La infiltracién del agua en el suelo y en
toda clase de materiales porosos se debe a la capilaridad. También
se funda en la capilaridad la aceién de las mechas, la absorcion del
agua por el algod6n hidréfilo, ete. La flotacién, que tanto se emplea
en la téenica, se basa en los fendmenos a que dan lugar los liquidos
que mojan y no mojan. Esqueméaticamente, el proceso de la flotacién
se reduce a lo siguiente: la mezcla de la
roca muerta o ganga y del mineral que
contiene, se tritura finamente y se remueve
dentro de un liquido. Este liquido se elige
de tal manera, que moje al mineral perono a
la ganga. A través del ligquido se hacen pa
sar hurbujas de aire. Estas burbujas se po-
san sobre los granitos de roca, que no estin

Fig. 209. Elevaci6n de un liguido que moja entre
dos ldminas paralelas.

impregnados por el liquido, y los elevan a la superficie. Las parti-
culag de mineral, mojadas por el liquido, se van al fondo. De esta
forma se consigue separar el mineral de la ganga.

Examinemos ahora ¢l caso do un liquido que se encuentra entre dos limi-
nas paralelas separadas entre si por una distencia d (fig. 209).

La superficie libro del liquido que moja tomari ontre las liminas forma
cilindrica. La presién complementaria negativa debajo do esta superficie ¢ilin-
drica segin la formula (4) del § 81 serd

(=3
Pz"‘ﬁ?‘ ]
donde A es el radio del eilindro. Cuando el dsgulo de contacto es {:
i d

R—= 2 . 2ocos
Teost Y PT T4
Esta presién equilibra a la de una columna de liquide euya altura es h:

2a cos B
- =pgh,

de donde la altura h a que so eleva el liguido serd igual a

Zcosta

k=__dﬁ?§“ (3)
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Comparando las formulas (2a) y (3) vemos que la altura a quo so eleva ol
liquldu que moja entre dos liminas paralelas separadas entre 2i por una distan-
cia d, es dos veces menor que la que alcanza en un tubo de didmetro d.

Resolvamos dos ejemplos de caleulo de la altura de elevacién y de la profun-
didad de depresifin capilares de los liquidos.

Ejemplo 1. Los didmetros de las ramas de un tubo de vidrio en U
{lig. 210) son respectivamente i%;lales a1l mm y 3 mm. ;Qué diferencia habra
entre las alturas del agua en ambas ramas?

Fig. 210. Elevacién de! agua on la rama m4s estrecha de un tu-
hoen U.

Solucidn, La depresién p,, producida por la_superficie concava del
agua en la rama mas delgada del tubo, s¢ equilibra con la debida a la diferencia
entre los niveles del agua {fig. 210) en dichas ramas y con la depresién pa,
que produce Ja curvatura de la superficie del agua que hay en la rama més ancha:

p1 = hpg =+ pa, %)

donde p es la densidad del agua v g la aceleracién de lu gravedad. Suponicndo
que ol dngulo de contacto # = 0, por la férmula (3} del § 80, tenemos:

- 2o
Py N ] P T2 )
dondo r, ¥ rs son respeetivamente los radios de los tubos que forman ambas
ramas.
Ponicndo en lugar de los radios los didmetros d, = 2r, ¥ d2 = 2ry, obtenemos

(13 A
Py 4 " P2 g

Poniendo estos valores de py ¥ pg en (4), resultas

4oy 4o
oy =}l!’)g+'a' ,

de donde
Gox 1 1 4.73 1 1 :
hﬁ“@? (_d‘? _-d_s) =155 (ﬂ—m} em = 2 cm,

Ejemplo 2 Un tubo barométrico (fig. 211}, lleno de mercurio, tiena
su extremo inferior sumergido on npa vasija ancha que contiene el mismo liqui-
do. El didmetro do la seccién intorior del tubo es igual a 0,4 cm, La diferencia
entre &os niveles del mercurio ¢8 A = 738 mm. [A qué es igual la presién almos-
férica?

Solucién La presibn atmosférica no puedo medirse directamente por
la altura de la columna de mercurio %, puesto quo a la presién que oferce la
columna se suma la debida al menisco convexo que forma el mercurio en ol
tubo. Por lo tanto, la presién atmosférica P equilibra a la presién de la columna
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de mevcurio 4 y a la sobrepresion p:
P = hpg +- p.

4o | cos |
pr———— =y

Ly sobrepresi6n p es

donde 4 cs el didmetro del tubo y # el dngulo de contacto. Do donde

Pe ;,pg+"m‘;_..‘;°ﬁﬁ'l, )

Si gqueremos expresar, como ie costumhrp, la presién atmosférica P on
milimetros de mereurio, tendremos que determinar qué altura & de la columna

Fig. 211, Influencin de la capilaridad sobre la altura a que
se eleva el merenrio en el tubo barométrico.

de mercurio ejerceria una presién igual a la sobrepresién p. Do la correlacién
_ da|cos | 4ot |cos |

d dog '
donde hemos tomado el valor absoluto de | cos | porque A’ debe ser positivo.

Llamemos H a la presién atmosférica medida en milimetros de mercurio,
¥ entonees, en lugar de (3) tendremos:

I ==h'pig tenemos que A'=

4ot | cos
e i B ()
oz {6}

Suponiendo que en el limite entre ok mercurio y ol vidrio ol dngulo & = =,
en lugar de (6) obtenemos: |

He=h4-h'=k1

H=h4-—=, (fin)
Para ol mereurio, & = 540 dinas/em y p = 13,6 g/em?, de donde

4540

H =158+ 57135080

§ 83. Expansién de una gote por la superficic de un liquide. Peliculas
monomoleculares. Veamos lo que ocurre con wna gota (fig. 212) de un liquide
determinado 7, que se encuentra sobre Js superficie €D de otro liquido mas
denso ff, Tlamemos e« a la tension superlicial del primer liguido ¥ s a la
del segundo. En cl limite entre smbos Yiquidos también actéia una Ltensién supoer-
ficial, pero ¢s diferente de Jas que corresponden a las superficies libres de ambos
liquidos. Llamemos, pues, cy,» a la tensidn superficial que oxiste en ol limite
entre los dos liguidos, En cmia nno de los puntos de la circunferencia do la gota

24—0708 "

cm=76,2 cm Ilg,
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se encuentran tres superficies delimitadoras, Por lo tanto, sobre cada unidad de
longitud de dicha circunferencia actian tres fuerzas de tensién snperficial
f1, J2 ¥ f1,2, dirvigidas tangencialmento a las superficies correspondieutes. Las
fuerzas f, Y}il 2 tienden a estrechar la gota, mientras quo la 7, Ia extiende. La for-
ma de equi ibrio de la gota serd aquella en la cual la suma veetorial do las
fuerzas i, y fy 2 equilibre a la fuerza f,. Evidentemente, esto es posible a condi-
cidn de que fo << f, + {1.2- de donde se deduce que ol liguide F pucde conservar
su forma de gota sobro la superficie del liguido ?f si

Ty < Oy + Oy, 24

Si la tensién superficial ey es tan grande, en eomparaci6n con las otras,
qus :
Gz = @y - oy,9,

la resultante de las fuerzas i, y f;,2 no podrd equilibrar a la fuerza fz, cualguiera
que sea la forma de la gota, y ésta se extendera por la superficie del ][quiﬂo II,

L

¢ 2D Fig. 212. Una gota de liquido poco den-
= 50 I sobre la superficie de otro mas den-
s0 11,
1z

formando una pelicula o capa muy delgada. Asi, por cjemplo, se extienden por
la superficie del agua mucﬁos liquidos orginicos (como el éter o el aceite de
trementina). Con clertos liguidos (eomo el henceno y los acidos grasos) ¢l fend-
meno de la expansion se ohserva solaments en las primeras gotas (Em se deposi-
tan sobre la superficio del agua pura; las demds golas no se extienden, sino que
s¢ mantienen sobre dichu superficie en forma de ¥otas estables. Esto so explica
por ¢l heeho de que las primeras gotas se disuelven parcinlmente en cl agua
v con ¢llo disminuyen tanto su tensién superficial que resulta posible el equilibrio

¢ las demds gotas.

Langmuir estudié el comportamiento de peliculas liguidas muy delgadas
sobre la superficie del agua, valiéndose del aparato que muestra la fig. 213.
Este aparato estd formado por una cubeta de bordes planos llena de agua pura;
sobre la superficie del ag\zudpuedcn desplazarse dos tiras de papel parafinade
A y B. La tira A sc pucde desplazar libremente; la B estd rigidamente unida
al {rnm do la balanza €D. Cuando la superficic del agua estd limpia, los despla-
zamientos de la tira de ]i‘)apel A no influyen en absoluto sobre la posicién de la
tira #. Pero Langmuir disolvia un dcido graso (insoluble en el agua) en benceuo
y depositaba varias gotas de esta solucién en la superficie del agua de la cubeta.
El henceno se evaporaba y el dcido graso cubria la superficie del agua formando
una tenue pelicula.

Tenicndo la precaucién de que sobre la parte de la superficio del agua situada
i la derecha de la tira B no caiga dcido graso, se cons:'iguc gue la policula do cste
acido se encuentre solamente por uno de los lados de la tira # y comisnce a
moverla con una fuerza f, que puede medirse con la balapza CD. Cualquier
desplazamiento de la tira 4, es decir, cualquier variacion del drea de la superficie
de 1a pelicvla de dcido graso, produce una variacién de la fuerza jf.

Conociendo la concentracién de la disolucién y la cantidad de ella que se
ha cchado en el agua, sé puede caleular ¢l nimero de moléeulas de dcido graso -
gue hay en la superficie del agua. De aqui que, midiendo el drea de la superficie

el agua que se encuentra entre las tiras 4 y &7, es fdcil determinar el drea © co-
rrespondiente a una molécula. Cuande sc desplaza la tira 4, ol area o varia.

Langmuir midié la fuerza f; correspondiente a la unidad de longitud de la
tira B para diferentes valores de @. La variacién de f, en funcién de © se muestran
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en Ja fig. 214. La parte hiperhélica de la curva QS correspondoe a los valores de
w relativamente grandes (mayores de 20.-10-® cm?®). A partir del punto § la
curva tiene forma reetilinea ¥ se cleva con gran inclinacién hasta el punto H;

Fig. 213. Aparato para hallar la presién de la pelicula superficial.

después se prolonga casi horizontalmente. El cardcter de esta curva puede oxpli-
carse de la forma siguiente: cuando las @ son mayores de 20.10-1¢ em?®, la super-
ficie correspondiente a una molécula es mayor que sus propias dimensiones.

El conjunto de las moléculas del dcide grase que
se encuentra en la superficie del agua forma una
especic de gas bidimensional. Este gas bidimensio-
nal cumple las leyes generales de los gases,

La relacién entre la fuerza f, correspondiente
a lu unidad de longitud de la tira (aniloga de la
presién} v la superficie w que ocupa la melécula
(andloga del volumen), cumple la loy

fo@ = kT,

Fig. 214. Diagrama de las variaciones que expe-
rimenta la presién de la J)olicula superficial en
dependencia de su area.

dinas
foom

s

[

10 20
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donde T es la temperatura absoluta de la pelicula ¥ % la constante de Boltzmanmn.

A partir del valor de o correspondicente al punto §, las meléculas se encuen-
tran en contacto directo unas con ptras. Ahora el conjunto de las moléculas del
dcido graso forma sobre la superficie del aguu una especie do cuerpo sélido bidi-
mensional. Las moléculas de esta pelicula s6lida so encuentran formando una
capa, por lo que esta pelicula recibe el nombre de monomolecular. La recta SH
representa la compresibilidad relativamente pequeiia do la pelicula mopomole-

cular.,

En los puntos situados ala izquierda de H tiene lugar la formacién de plie-

gues en la pelicula, los cuales originan dos ¥ mds capas moleculares,

24w
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La abscisa del punto S determina la superficie wp correspondicnte a una
molécula, enando las moléculns estdn opretadas entre =i cu la superficie del
agua, Los experimentos de Langmuir demostraron gue a todos los 4cidos

rusos, comenzando por ¢l deido palmitico (CysIl5,COOH) y hasta el cerdlico
CzsHyCOOH), hay gue alribuirles una misma superficic wg = 21-10-18 em?,
Como guiera que sus moléculas ticnen el aspecto de largas cadenas, de distinta
longitud para los diferentes dcidos, los resultados obtenidos pueden explicarse

Copa menomelecular

o,

los 4cidos grasos formando wna capa mono-
milecular sobro la superficie del agua.
por ¢l hecho de quo las largas moléculas de los dcidos grasos se encuentran en el
agua en posicién vertical, de forma que sus extremos con el grupe COOII estin
sumergidos, mientras que las cadenas de los hidrocarburos CHy — (CHalp
sobresalen del agua (fig, 215),

§ 84. Evaporacién de los liquidos. Si un liquido se encuentra en
un recipiente abierto, se evapora, es decir, pasa al estado gaseoso.

La evaporacion tiene lugar a cualquier temperatura, pero, cual-
quiera que sea el liquido, su velocidad de evaporacién aumenta al
elevarse la temperatura,

E] fenémeno de la evaporacion, como ya dijimos, se explica por el
hecho de que en los liguidos, lo mismo que en los gases, las moléculas
tienen distintas energias, que pueden ser mayores o menores que la
cenergia media, y cuyo valor depende de la temperatura 7. Por osta
razén, cualquiera que sea la tomperatura 7" del liguido, existen en
£] moléculas tan rapidas que pueden vencer la atraccién de las molé-
culas contiguas y, abriéndosc paso a través de la capa superficial,
escapan fuera de los limites del liguido. Cuanto més alta es la tempe-
ratura de éste, tanto mayor es el niunero de moléculag ripidas y, por
consiguiente, mayor Ja evaporacién.

Durante la evaporacién se escapan del lignido las moléculas mds
ripidas, las cuales, al ocurrir esto, gastan una parte de su energia
en realizar el trabajo necesario para librarse de las fuerzas de la cohe-
sién intermolecular que las retiene dentro del liguido. De aqui se
deduce, que la energia media de las moléculas que quedan en el liquido
disminuye, es decir, el liquido se enfria.

Para mantener constante la temperatura del liquido durante la
evaporacién hay que comunicarle calor desde el exterior. Este calor
se llamna calor de vaporizagion y 1o se invierte en elevar la temperatu-
ra, sino en realizar ¢l trabajo necesario para la evaporacién.

Se entiende por ealor de vaporizacién h de un liquido, la caentidad
de calor necesaria para transformar la unidad de masa de este liguido,
a temperatura T, en vapor, sin que dicha temperatura varfe.
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Generalmente el calor de vaporizacién se refiere a un gramo o a
un kilogramo de liquido ¥ depende de la temperatura de éste: cuando
esta temperatura tiende a su valor critico 7', el calor de vaporizacion
tiende a cero.

Si al liquido que se evapora no se le comunica calor del exterior,
se enfria. En este hecho se basa un procedimiento para conseguir
gue descienda la temperatura: ¢l liguido contenido en una vasija de
paredes termoaislantes puede enfriarse bastante, haciendo que se
evapore intensamente (véase cl § 65).

Cuando el vapor se condensa y vuelve al estado liguido, sus
moléculas se atraen entre si y, como consecuencia, sus velocidades
v, por consigniente, sus energias cinéticas, aumentan. Esto hace
qne se caliente el liquido que se forma: el calor que se gast6 en la
evaporacion se recupera al condensarse ol vapor.

Si el liguido se calienta hasta la temperatura en que la tension
de sus vapores saturados se iguala con la presion exterior, la eva-
poracioén del liquido comienza a producirse no sélo en la superficie,
sino en el seno de toda la masa liquida, en la cual empiezan a formar-
se burbujas de vapor. Esta evaporacién tumultuosa recibe el nombre
de ebullicion. De esta forma, la temperatura de ebullicién depende
de la presién exterior a que estid sometido el lignido. A la presién
atmosférica (760 mm Hg) el agua hierve a 100° C; cuando la presién
es mas baja hierve a menor temperatura y cuando aquélla es mas alta,
a temperatura mayor.

Las burbujas dé vapor qué se forman durante la ebullicion se
engendran con mayor facilidad sobre las burbujas de aire que gene-
ralmente existen en el liquido y, sobre todo, adheridas a las paredes
de la vasija.

Las burbujas de aire son centros en torno a los cuales comienza
la ebullicién. Los liguidos exentos de aire se pueden recalentar, es
decir, calentar a temperaturas mayores que la de ebullicién, sin que
hiervan. Pero si en un liquido recalentado de este tipo se introducen
unas particulas solidas cualesquiera, a cuyas superficies se adhiere
el aire, inmediatamente comenzard a hervir y su temperatura descen-
derd hasta la de ebullicién.

Como quiera que la ebullicién del liquido recalentado se produce
tumultuosamente, por lo general se procura evitarla, lo que se consi-
gue, por ejemplo, introduciendo en la vasija que lo contiene unos
tubos capilares, dentro de los cuales se conservan facilmente las
burbujas de aire.

El calor de vaporizacién A se emplea en el trabajo A que realizan
las moléculas al pasar a través de la capa superficial del liguido y en
ol trabajo 4’ relacionado con el aumento del volumen especifico V,
de la substancia que se produce al pasar ésta del estado liquido al
gasenso:

A=A+ 4. 1)
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El espesor de la capa superficial, entre cuyos limites actdan
las fuerzas de atraccién moleculares, es una magnitud del orden del
radio de accién molecular r (véase el § 78). Llamando f a la fuerza
media que actda a lo largo de este radio de accion, obtenemos la
expresién del trabajo que realiza una molécula al desprenderse:

AA =TF-r.

El trabajo 4 que efectia la totalidad de las moléculas que se
encuentran en la unidad de masa del liguido serd:

A = n-AA = n.Jr,

donde n es el nimero de moléculas que hay en la unidad de masa.
El trabajo 4’ es g
) © A" =p((V,— Vo),

donde ¥, es el volumen especifico del vapor; V, el volumen especifico
del liquido, y p, la presién a que se efectiia la evaporacién. Poniendo
en (1) los valores de 4 y A’, hallamos:

§ A =nfr + p (Vg — Vo). )

Esta correlacién no permite calcular directamente el valor del
calor de vaporizacién A, puesto que seguimos sin conocer los valores

de f y de r, pero nos muestra que A depende de la misma magnitud 7,
de la acci6n intermolecular, que la tensién superficial. Al aumentar

la temperatura disminuye la fuerza 7 y la diferencia entre los voli-
menes especificos del vapor V, y del liguido V,, de donde, segin (2),
al aumentar la teinperatura disminuye el calor de vaporizacién A.
Cuando la temperatura se aproxima a su valor critico 7, la magni-

tud de la atracecién molecular f tiende a cero y, al mismo tiempo, desa-
parece la diferencia entre los vollimenes especificos del vapor V y
del liquido V,, de donde, cuando I' — T, segin (2), el calor de
vaporizacién A — 0, lo que, como hemos dicho, ocurre en realidad.

Partiende del segundo principio de la Termodinamica se puede establecer
la rolacién que existe entre la tension de los vapores saturados, la temperatura,
ol calor de vaporizaci6n y la variacion del volumen especifico al pasar el cuerpo
del estade liguido al gascoso. Supongamos para esto que, dentro de un cilindro
y debajo de su pistén, se encuentra un liguido sobre el que hay cierta cantidud
de su vapor saturado. Bealicemos con csta mezela un cielo de Carnot roversible
(véase el § 73). Sean 7'la temperatura inicial y p la tension del vapor saturado
a esta temperatura. Comencemos efectuando una expansién isotérmica. Al
ocurrir esto, una masa determinada de liguido m se evapora y pasa alestado
de vapor saturado, conservando la presién p. Ea docir, la expansién se realiza
a presi6n constante. En la grafica (fig. 216) esta expansién se representa con la
jsobaru AB. Para que esta ¢xpansion tenga lugar realmente a presién constante,
hay que ceder a la mezcla ol calor de vaporizacién

Qs = mh. (3)
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El aumento de¢l volumen es
AV = m (Vi — ¥y,
donde V3 es el volumoen especifico del vapor y V, el volumen especifico del
liquido. El trabajo tealizado durante esta expunsién isobdrica es igual a
Ag = p:AV = pm (Vi — Vo) (4)
Después efectuamos una expansién infinitamente pequefia por via adiaba-

Lica (linea BC), durante la cual el descenso de la temperatura serd a7 ¥ ol de
la tensién del vapor saturado dp. Una vez conseguido csto, comprimimos la

Fig. 216. Ciclo de Carnot cfectuado con la mezcla
de un ligurido con su vapor saturado.

mezela, a presién constante, en una magnitud AV. Esta compresion estd repre
sentada por la recta €D y tiene lugar a la presién.p — dp y a la temperatura
T — dT, realizandose un trabajo

Az = —(p — dp) AV = —(p — dp) m (V5 — V) (5)

Y finalmente, cerremos ol ciclo efectuande la compresion adiabética DA,
Durante el ciclo se toma del foco caliente una cantidad de calor @, v se realiza
un trabajo A. Despreciando los trabal;')os infinitesimales que tiencn lugar en las
transformaciones adiabaticas BC y AD, podemos considerar que 4 — Ay A,

El rendimiento del ciclo reversible de Carnot %' i , como dijimos en Ia
pag. 319, no depende de la naturaleza del agente de transformacién y es igual
a ’;1 ?, donde 7, es la lemperatura dol foco calionte (en nuestro caso T)
¥ T3 la temperatura del foco frio (en nuestro caso I — d7). Por consiguiente:
A+ Ay T—(T—dT) _ar

Q4 - G i i

=

Poniendo e¢n lugar de @y, A; ¥ Az sus valores, segiin (3), (4) v (5), obtencmos
m(Vi—Votdp dT 4 dp 4 n 6)
mh Y g TV

La f6rmula (8) so conoce con el nombre de férmula de Clapeyron-Clausius
¥ relaciona la magnitud dp/dT (caracteristica de la dependencia entre la ten-
sién del vapor saturado y la temperatura), con el calor de vaporizaci6n %, la
variacién del volumen especifico ¥; — V, v la temperatura 7. La estructura
de esta férmula no depende de la naturaleza del liguido.

§ 85. Disoluciones. Presion osmética. Como es sabido, las substan-
cias sélidas, hablando en términos generales, se disuelven en los liqui-
dos formando con ellos un medio perfectamente homogéneo (llamado
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solucién). No cbstante, la disolucién no es una simple mezcla seme-
jante a la de los gases que no reaccionan quimicamente entre si.
D. Mendeléiev, comp resultado de amplias investigaciones, que llevé
a cabo en los afios 1865-1887, demostrs que el volumen de la solucién
no os igual a la suma de los volimenes del disolvente y del soluto.
E1 proceso de disolucién va acompaifiado de desprendimiento o de
absorcion de calor. Mendeléiev establecié la existencia de puntos
gingulares correspondientes a determinadas correlaciones en peso
entre el soluto y el disolvente. Todo esto indica la

existencia de acciones energéticas entre las molécu-

| las del disolvente y del soluto y aproxima las solu-

ciones a las combinaciones quimicas. No obstante,

b en las soluciones diluidas los efectos indicados jue-

gan escaso papel. En adelante nos limitaremos a
estudiar soluciones tan diluidas, que a cada molé-
cula de soluto corresponda un gran nimero de mo-

Fig. 217, Determinacién de la presién osmética valiéndose
do una membrana semipermeable.

léculas de disolvente. En estassoluciones las moléculas de lasubstancia
disuelta estin muy separadas entre si, la interaccidn entre ellas es muy
débil y su conjunto forma algo semejante a un gas. Sin embargo, con
respecto a un gas real existe la diferencia de que el movimiento de las
moléculas de la substancia disuelta se ve dificultado, por encontrarse
entre ellas las moléculas del disolvente, con las cuales chocan constan-
temente. A esto se debe que el coeficiente de difusién de la substancia
disuelta sea mucho menor que el coeficiente de difusién de los gases.

La encrgia cinética ‘media del movimiento térmico de las molé-
culas, tanto del disolvente como del soluto, ¢s la misma que en un
gas a igual temperatura T a cada grado de libertad corresponde por
término medio una energia:

w=-=kT,
doude k es la constante de Boltzmann.
El conjunto de las moléculas del soluto, por su semejanza con umnx
gas, deberd ejercer una presién (véase el § 46)
2 -
p="% noo, (1)

donde r, €8 él nimero de moléculas de soluto én la unidad de volumen
de la solucién, Esta presion p se llama osmética.
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Pero el hecho de que en el liguido disolvente exista una enorme
presién intorna, debida a la pelicula superficial, impide que la pre-
sion osmotica pueda observarse directamente.

La presion osmética p es andloga a la presién parcial de un gas
cualquiera, que esté mezclado en pequenia cantidad con otro gas
a gran presién p. Por esto, el método de observacién de la presion
osmética debe ser el mismo que se emplea para observar la presion
parcial de un gas. En el § 47 describimos un experimento en el
cual un tabigque de platino caldeado, permeable a las moléculas
de hidrégeno ¢ impermeable para las de argén, hizo posible la medi-
eitn directa de la presion pareial del hidrogeno. De manera andloga
puede descubrirse la presion osmotica, siempre que se encuentre
un tabigue gue permita el paso de las moléeulas del disolvente e
impida el de las moléculas del soluto. Estos tabiques se llaman mem-
branas semipermeables. Por ejemplo, en el caso de una solucién
de aziicar, la vejiga de un animal es permeable para las moléculas
de agua e impermeable para las de aziicar, de donde se deduce que
puede ser ompleada para observar y medir la presién osmotica
de las soluciones de azacar.

El esquema del experimento que sirve para observar la presidn
osmotica estd representado en la fig. 217. En un recipiente con agua
pura estd sumergida una vasija pequeiia «, que tiene por fondo una
vejiga semipermeable. A la parte superior de la vasija a se sujeta
un tubo large y delgado 4. Dentro de esta vasija hay una solucion
de aziear, De forma andloga a como en el éxperimento representado
en la fig. 1§4 el hidrégeno entraba en el recipiente de platino en més
cantidad que salia, aqui, en la vasija @ entra mds agua, a través de
la membrana semipermeable, que sale. Iiste exceso de agua que
penetra hace que suba el nivel de la solucidon en el tubo &, hasta
que la presion hidrostitica de esta columna de liquido iguala a la
presion osmotica («parcialy) del azdcar disuelto.

De la formula (1) se deduce que la presion osmdtica debe eumplir
a correlacién de Mendeléiev-Clapeyron:

o m
p= Iy BT, @

donde m es la masa de la substancia disuelta; p, su peso molecnlar;
V, el volumen de la solucién y 72, la constante de los gases.
Introduciendo la magnitud

C=.
que vepresenta la concentracidon de la disolucidn (igual numérica-
mente a la masa de soluto contenida en la unidad de volumen de
la solucidén), podemos escribir la férmula (2) como sigue:

p=-i- RT. 3
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La formula (3) aplicada a la presién osmoética recibe el nombre
de férmula de Van't Hoff. De esta férmula se deduce: 1) que para
un soluto dado, a temperatura constante, la presi6n osmética p
es directamente proporcional a la concentracion C; 2) que para
un soluto dado, si la concentracién no varia, la presién osmética p
es directamente proporcional a la temperatura absoluta de la diso-
lucién 7'; 3) que para diferentes solutos, cuyas concentraciones
y temperaturas sean iguales, la presién osmdética p es inversamente
proporcional al peso molecular.

Para un gran miimero de soluciones diluidas la férmula de Van't
Hoff (3) se cumple con bhastante fidelidad. Pero hay toda una serie
de soluciones, como, por ejemplo,-las soluciones de sales inorgéni-
cas, cuyas presiones osméticas son considerablemente mayores que
las caleuladas por la férmula (3).

Esto se explica por el hecho de que las moléculas de estas subs-
tancias se descomponen en varias partes al disolverse (disociacidén),
¥, por consiguiente, aumenta el nimero de particulas ny contenidas
en la unidad de volumen del disolvente y, de acuerdo con la {ér-
mula (1), aumenta la presién.

Las soluciones que cumplen la férmula (3) no son conductoras
de la corriente eléctrica, mientras que las soluciones gue tienen
mayores presiones osmoéticas son conductoras (electrdlitos, véase
el t. II). De aqui se deduce que las moléculas al disolverse se diso-
cian no en partes neutras, sino en partes con carga eléctrica (iones},

Los fenomenos relacionados con la presiéon osmética desempefian
un gran papel en la naturaleza, sobre todo en los procesos que tienen
lugar en los organismos vivos.

Para 1ener idea de la magnitud de las presiones osmoéiicas, examinemos los
siguientes ejemplos.
Ejemplo 1. En 11 de agua hay disueltos 34 g de azlcar de caiia
(Cy2H22044) a la temyeratura de 27° C, Hallur el valor de la presion osmética.
Solucién, Por la férmula (2): .
m RT |

T

aqui la maglnitud R cs la constante de los gases, igual a 0,082 1 atm/grado mol.
El peso molecular l; lo hallamos por medie de la formula quimica del azdcar
de cafia dada y sablendo que los pesos atémicos del hidrégeno (H), dol carbono

(€} v del oxigeno 30) son iguales respectivamente a 1, 12 y 16, de donde p =
= 342, Partiendo de cstos valores numéricos, tenemos:

34 0,082.300
P=gm——p — atme= 2,46 atm.

Vemos, pues, que la presién osmética llega a alcanzar valores del orden
de varias atmésferas.

Ejemplo 2. Determinar en qué relacién agmonta la presién osmética
ocasionada por la disociacion de las moléculas del soluto, teniendo en cuenta que
una parte % de la totalidad do sis moléculas se disocia en i particulus cada unn.
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Solucién. Llamemos n, al nimero de moléeulas de soluto por unidad
de volumen, suponiendo que no se produce la disociacién. Pero si una parte x
do las moléculas del soluto se disocia en i partes cada una, el niimero do parti-
culas que se encuentran en la unidad de volwmen serd:

ng=ngki=}(1—un) np=[14» (i —1)] ny.

Como la presién es proporcional al nimero de particulas por unidad de
volumen, tendremos gue, como resultado do la disociacién, la relacién en que
aumenta la presién serd:

2
r
En las soluciones muy diluidas la disociaci6n suele ser total, es decir, que

so disocian todas las moléculas, En este caso » = 1 y la formula (4) toma la
forma: :

=§i_1+xu—1y (4)
0

r
¥ A

-]

B5i, g;o‘r ejemplo, todas las moléculas se disocian en dos Jlartes. 1=2
y p' = 2p, es decir, como resultado de la disociacién la presién se duplicars.
Ejemplo 8. Determinar en qué medida se disocian las moléculas
de sal comin NaCl cuando en 1 1de agua, ala temperatura de 27° C, se disuel-
ven 2,92 p do sal, sabiendo que en estas condiciones la presién osmébtica resultd
sor jgual a 1,75 atm,

Solucién Llamemos p’ ala presién osmética que se observa do hecho
en la disoluci6n de sal comiin ¥ p a la presién que existiria en ella si no se produje-
ra la disgciacién. Entonces, hasdndonos en la férmula (4}, deducida al resolver
el ejemplo anterior, tendremos:

pPr=pll4nii—1L
Segfin las condiciones, i = 2, do donde
p=p (4 =)
Resolviendo esta igualdad con relacién a %, hallamos:

x_—_.._.'l.... i 5

Por la férmula de Mendeléiev-Clapeyron
pe= v
Poniendo este valor do p en (5), obtenemos:

Sustituyendo las letras por sus valores numéricos, hallamos que
% o 0,44,

s decir, el 0,44 de la totalidad de las moléculas de sal comiin estén disociadas.
§ 86. Presion de los vapores saturados sobre las superficies cur-

vas de los liquides y sobre las disoluciones. Veamos céme depende
la presién del vapor saturado de un liguido de la curvatura de la
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superficie de éste. Supongamos que una determinada cantidad
de liquido se encuentra en un recipiente cerrado y que sobre este
liguido hay vapor saturado. La presién del vapor saturado sohre
la superficie del liquido, a una temperatura dada T, tienc un valor
perfectamente determinado p. Esta presién disminuye al aumentar
la altura, de acuerdo con la férmula barométrica (véase el § 51).

Figurémonos que en el liguido se intreduce el extremo de un
tubo capilar A (fig. 218) y admitamos que el material de que estd
hecho este tubo es de los que ¢l liquido moja perfectamente. En este

Fig. 2148. La tensién del vapor saturado a la altu-
ra & ¢s menor que al -nivel del liquido en el reci-
plente,

caso, el menisco del liquido serd una superficie concava en forma
de hemisferio de radio r, igual al radjo del tubo capilar. El liquido
se elevarid por el tubo hasta la altura k, y, segin la féormula (2b}
del §82,

20

donde o es el coeficiente de tensidon superficial del liquido y p,
su densidad.

Admitamos que la presion del vapor saturado sobre la superficie
concava del liquido, en el tubo capilar, tiene ol mismo valor p
que Sobre la superficie plana del liquido del recipiente. En este
caso, el vapor que se desprende de la superficie concava en el tubo
capilar, que se encuenira a uua altura & sobre el nivel del liguido
en la vasija, estara a mayor presiéon que el vapor que lo rodea, puesto
que este (ltimo, debido a la disminucién gque experimenta la presién
al aumentar la altura, tendrd una presién p’ << p. Los vapores mids
densos que se generan pueden realizar un trabajo al expandirse,
pero este trabajo resultaria producido a expensas de un solo foco
calorifico con temperatura T, sin necesidad de foco frio, lo cual,
segin el segundo principio de la Termodindmica, es imposible,
Por lo tanto, debemos reconocer que la presién del vapor saturado
sobre la:superficie concava del liguido es igual a la presién p’ del
vapor que lo rodea, puesto que (nicamente a esta presion puede
establecerse el equilibrio entre el vapor y el liguido que hay en el
tubo capilar.
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El valor de p” podria determinarse por la férmula barométrica,
pero como la altura 2 es muy pequeiia, se puede admitir que la dife-
rencia p — p’ es igual, aproximadamente, a la presién que ejerceria
una columna homogénea de vapor de altura z y densidad p,, siendo
o la densidad del vapor saturado del liguido en cuestién a la tempe-
ratura 7', de donde

p—p =hgpe.
Poniendo aqui el valor de & ohtenido por la férmula (1), hallamos
__2a
Pl =T
de donde
4 2
pr=p—-F-E (2)

Como vemos por la férmula (2), p* << p, es decir, la presién del
vapor sobre una superficie cdncava es menor que sobre una superficie
plana. Cuanto menor sea ol radio de curvatura r de la superficie
libre, tanto mayor sera la diferencia entre p’ y la presién del vapor
saturado p que se encuentra sobre la superficie plana.

Examinando el caso de un liguido que no meja al tubo capilar,
obtendremos en dicho tubo un menisco convexo y una depresién
on el nivel del liquido, con respecto al que se encuentra en la vasija.
De agni podemos deducir, por medio de razonamientos anilogos
a los del caso anterior, que la presién del vapor saturado p° sobre
la superficie convera es mayor que sobre la plana. La presién p” sera:

P=p+iZ. L, (20)

De este tltimo resultado se doeduce que la presién del vapor satu-
rado sobre las gotas esféricas es mayor que sobre la superficie plana
del liquido, y tanto mayor, cuanto menor sea el radio de dichas gotas.
Las gotas de radios diferentes rodeadas de vapor no pueden encon-
irarse en equilibrio. En estas condiciones las gotas menores se eva-
poran, mientras que sobre las gotas grandes se condoensa el vapor hasta
que desaparezcan las menores por completo.

Comparemos ahora la presién del vapor saturado sobre una diso-
lucién, con la presién de este mismo vapor sobre el disolvente puro.

Ya a finales del siglo pasado Raoult, basindose en numerosas
mediciones Ilevadas a cabo principalmente con substancias orga-
nicas, demostri quela presion del vapor saturado p’ de un disolvente
sobre la solucion de una substancia no volatil, es menor que la pre-
sion p que dicho vapor ejerce sobre el disolvente puro a la misma
temperatura. Por ejemplo. la presién del vapor de agua saturado
sobre una solucién acuosa de azicar, es menor que la que este mismo
vapor ojerce sobre el agua pura a la misma temperatura. Llamemos v'
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al namero de moléculas de la substancia disuelta en v moles de disol-
vente puro; entonces, segiin la ley establecida por Raoult, el des-

censo relativo de Ia presién del vapor saturado p;p' sera
p—p _
i e 3y

La ley de Raoult puede deducirse estudiando la transformacion
.cerrada siguiente:

1) en el recipiente A (fig. 219) evaporamos un mol de disol-
vente puro a la presién del vapor saturado p. El volumen del vapor
gaturado producido lo designamos por Vg

Fig. 219. Esquema para deducir la férmula
del descenso de la tensidn del vapor satura-
do scbre una disolucibn.

2) valiéndonos de la bomba C, producimos la expansién del
vapor hasta un volumen V;, que corresponde a la presién p' que
tiene el vapor saturado sobre la solucién;

3) en el recipiente B condensamos, incorp orandolo a la solucién,
un mol de vapor, que se encontraba a la presién p’.

Estas tres transformaciones se realizan por via isotérmica, a una
misma temperatura T';

4) por medio de un pistén semipermeable hacemos pasar un mol
de disolvente desde la solucién al disolvente puro.

La suma de los trabajos realizados durante esta transformacién
cerrada debe ser ignal a cero; de lo contrario no se cumpliiia e}
segundo principio de la Termodinémica, puesto que toda la transfor-
macién se realiza con un solo depésito de calor a la temperatura T'.

Puede comprobarse ficilmente que los trabajos realizados durante
las transformaciones 1) y 3) son de igual magnitud y signos contrarios,
de manera que al sumar los trabajos de toda la transformacién
sc excluyen entre si.

El trabajo de expansién del vapor cen la bomba .C es (véase
el §71)

A=RThE.
P
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Determinemos ademas el trabajo que se emplea en hacer pasar
el mol de disolvente de la solucién al recipiente que contiene disol-
venie puro. Para esto hay que desplazar el piston semipermeable D
el espacio necesario para que el volumen AV de disolvente pase a tra-
vés de él. Como al hacer esto el pistén se moverd contra la presién
osmética P, se realizari un trabajo

A, =P-AV.

AV es el volumen de un mol de disolvente puro, dedonde AV =&,
siendo p el peso molecular del disolvente y p su densidad. De aqui

—p
4:=pP L.
La condicién exigida 4; 4~ 4, = 0 nos da:
Pl —_RrumZ,
P P
de donde obtenemos la presién osmética P
i, In -2,
P=£. RTINS (4)

Esta expresi6on puede transformarse. Escribamos para ello Ia
expresién In ;E' de la forma siguiente:

ln?p-=]n(f[+ P;p’ ) :

’

v como la variacién de la presién p — p’ es pequeiia, £ P,‘u serf mucho
menor que la unidad, de donde

In (1+”;‘,P') %P—;,‘i.

Haciendo esta sustitucién aproximada en la formula (4) tenemos:

P=2£ nrf—;,i' . (5)

Esta férmula permite caleular el valor de la presi6n osmoétlca
por el descenso de Ia presién del vapor saturado sobre la disolucion,
en lugar de medirlo empleando una membrana semipermeablo
como se deseribe en el § 85.

Por la férmula de Mendeléiev-Clapeyron la presién osmética P
es igual a

m' RT

T 4
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Aqui m’ es la masa de la substancia disuelta; p', su peso molecular,
¥, por consiguiente, m’/p’ es igual al nimero do moles de soluto, es
decir, igual a v'. De donde
P=v R—?-T.
Por otra parte, ﬁ-_-.-.%, donde m es la masa del disolvente
¥ p, su peso molecular, de domde

P

=

vV

donde v es el nimero de moles del disolvente Poniendo estos valores
de £ y p/p en (5), obtenemos:

- ’ p——" ’
=P Y. de donde B e,
P v p Vv

que es la expresién de la ley de Raoult (3).



CAPITULO X

Sélidos

§ 87. Cuerpos cristalinos y amorfos. Los cuerpos sélidos se divi-
den en dos tipos que se diferencian uno de otro muy sensiblemente
por sus propiedades fisicas, a saber: 1) eristalinos y 2) amorfos.

El rasgo fundamental del estado cristalino de Ja substancia es
la anisotropia, segln la cual, un cuerpo homogéneo tiene diferentes

Fig. 220. Cristal de cuarzo.

propiedades en diferentes direcciones. Por ejemplo, el cocficiente
de dilatacién férmica de un cuerpo cristalino es diferente segin
las distintas direcciones; en las distintas direcciones son diferentes
las propiedades mecidnicas, dpticas y eléetricas de los cristales. El
rasgo ¢xterior mas caracteristico del cristal es su forma geométrica

H‘ Fig. 221. Cristal de alumbre.

regular. Todos conocen las formas geométricas regulares de las figuras
ornamentales (arabescos) que forman los cristales de hielo al helarse
el agna en la superficie de los vidrios de las ventanas, y las formas
regulares que se observan en los copos de nieve. Los cristales
estin limitados por caras planas que concurren en las aristas y en
los vértices. Generalmente las caras se disponen simétricamente unas
respecto a las otras. El cuarzo, por ejemplo, forma cristales que
representan prismas hexagonales terminados en pirdmides hexago-
nales (fig. 220); los alumbres cristalizan en octaedros (fig. 221);
la sal gema, en cubos, ete. Los dngulos formados por las caras de
diferenfes ejemplares de una misma substanecia cristalina son riguro-
samente iguales (constantes). Por ejemplo, en los cristales de cuarzo,

250703
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el angulo entre las caras del prisma y de la pirdmide siempre es
igual a 38°13'.

Los cucrpos sélidos amorfos son isotropos (is6tropes), es decir,
tienen las mismas propiedades en fodas las direcciones.

Los cristales tienen orientados de determinada manera ciertos
planos, por los cuales muchos de ellos se fragmentan ficilmente,
Por ejemplo, los cristales de la sal gema se resquebrajan (exfoliany
segun planos perpendiculares (crucero), de tal manera que los tro-
citos de sal gema después del resquebrajamiento tienen forma de para-
lelepipedos; la mica se exfolia ficilmente formando placas delgadas.

T°

Fig. 222. Curvas de la variacién de la tem-
o peratura segin el ticmpo al fundir un cuer-
t (tiempo) po cristalino (4} y otro amorio (8).

En cambio, los cuerpos amorfos siempre ofrecen superficies irregu-
lares de ruptura; de un trozo de vidrio, al rompexse, se forman tro-
citos de forma completamente irregular y casual. T

También es diferente el compertamiento de los cuerpos cristali-
nos y amorfos al fundirse, es decir, al pasar del estado s6lido al
lquido. Todo cuerpo cristalino tiene una temperatura determinada
(punto) de fusién. En la fig. 222, la curva A representa la variacion
de la temperatura en funcién del tiempo al fundir un cuerpo eristalino
calentindolo uniformemente. La parte be de la curva representa el
calentamiento del cristal en estado sélido. Al alcanzar el punto
de fusién 7, la temperatura deja de subir debido a que todo el calor
que so aplica al cuerpo se invierte en el paso del estado sdlido al
liquido (calor de fusién). El punto d corresponde al momento en que
el cuerpo ha pasado por completo al estado liguido, La rama de la
curva (ascendente) que sigue, corresponde al calentamiento del
liguido, Un ejemplo de esta clase de fusién*) nos lo da el hielo:
la temperatura del hielo al derretirse se consorva invariablemente
igual a0°C mientras todo el hielo no se transforme en agua. El cuerpo
amorfo no presenta en la curva que representa la variacion de la tem-
peratura en funcién del tiempo (curva B delafig. 222), més que una
suave desviacién que corresponde al intervalo de reblandecimiento;
el cucrpo pasa del estado sélide al liguide de un mode continue.

*) Esta clase de fusién se llama también en espafiol «fusidn brusca, franca
o normals, u diferencia de la «fusidn pastosa» de los cuerpos amorfos, (V. del T.)
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Esta circunstancia aproxima los cuerpos sélidos amorfos a los liqui-
dos de gran viscosidad.

Como modelos de cuerpos amorfos pueden servir el vidrio, las
diferentes materias vidriosas, el alquitrin, los bhetunes, etc.

LIl estado vidrioso surge a veces al enfriar una substancia eris-
talina previamente fundida. Al enfriarla lentamente, la temperatura
puede llegar a ser inferjor a la de fusién (solidificacién) sin que el
calor de fusion se desprenda y pase la substancia a la fase de cristali-
zacion. En este caso, no obstante, la viscosidad se eleva tanto que
el cuerpo deja de ser liquido en ¢l sentido comiin de la palabra y se
hace vidrioso. Esta substancia se denomina liguide sobrefundido
{0 sobrecongelado). Il liguido sobrefundido es inestahle: con el tiempo
se produce en ¢l el proceso de cristalizacién.

Ultimamente se ha prestado una atenci6én particular a los cuerpos
amorfos de compuestos organicos quo forman los llamados polimeros.
En ellos, las moléculas de cuerpos mas sencillos (monémeros) se
combinan entre si formando cuerpos mis complejos. Por ejemplo,
el etanal {aldehido acético o acetaldehido) CH-CHO (cuerpo sencillo
o monémero) da el paraldehido, en el cual cada molécula consta
de tres moléculas de etanal (CH,-CHO);. Puede haber un alto grado
de polimerizacién cuando en un grupo, generalmente de cadena, se
unen hasta varios millares de moléculas sencillas. El correspondiente
cuerpo s6lide amorfo representa un ovillo de estas moléeulas en
cadena. Como ejemplos de polimeros pueden servir los cauchos
naturales y sintéticos y otros plasticos.

A primera vista puede parecer que el nimero de cuerpos crista-
linos es poco numeroso. Pero en la realidad, tienen estructura cris-
talina no sélo log cueipos que presentan una anisotropia y una sime-
tria exterior faciles de observar. Directa y exteriormente, la estruc-
tura cristalina se observa sblo en los cristales grandes ¢ independien-
tes, como son los.cristales naturales de cuarzo (cristal de roca), los
trocitos de sal gema, etc. Estos cristales independientes se llaman
monocristales. La mayoria de los cuerpos sélidos tiene estruciura
policristalina. Los polvoes de las sales son un conjunto de cristales
microscdpicos. De la solucion de cualquier sal se puede cultivar
artificialmente un monodristal grande de esta sal.

Todos los metales tiemen también estructura policristalina. Los
cristales individuales del metal se mantienen unos junto a otros
por las fuerzas moleculares de manecra que todo el agregado de estos
pequeifios cristales forma un trozo de metal, que a simple vista
parece uniforme. Debido a la arbitraria orientacién de los cristales
individuales, el trozo de metal, en su conjunto, no revela propiedades
anisotrépicas, aunque los cristales individuales que lo forman son
anisdtropos,

La estructura policristalina de los metales puede ponerse al
descubierto al examinar una superficie pulida del metal. A veces

25"
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l?s crisifales son tan grandes que pueden observarse a
simple vista; otras veces se pueden ver solamente al mieros-
copio.

Ultimamente se han elaborado métodos de obtencion de monocris-
tales de diferentes metales. La mayor parte de los monocristales
se obtieno enfriando la substancia fundida. Al enfriarse, en la masa
fundida se forman generalmente varios centros de cristalizacién
(nicleos o gérmenes). Los cristales pequefios gque surgen en estos
centros crecen en distintas direcciones a diferentes velocidades aca-
rreando la formacién de la estructura policristalina. Para obtener
un monocristal hay que crear las condiciones nacesarias para que
crezca solamente un nicleo. Inoculando en la substancia fundida
un germen (un pequeio cristal) y enfriando muy lentamente el
recipiente, en su parte inferior se pueden obtener monocristales
metalicos de notables dimensiones (por ejemplo, en forma de barra
de méas de 20 cm de longitud).

En la forma més general, la simetria de los cristales la estudié
E. S. Fiédorov, que demostrd la existencia de 230 diferentes dispo-
siciones de las particulas en los cristales (grupos espaciales). Ademds,
Fi6dorov estableci6 la relacion existente entre la simetria y la compo-
sicién quimica de los cristales y elaboré el método del andlisis
cristaloquimico.

La simetria exterior del cristal es el resultado de la disposicién
simétrica de las particulas de que consta. Esta idea fue enunciada
ya a fines del siglo XVIII. En la actualidad se ha demostrado direc-
tamente que los dtomos se colocan simétricamente unos respecto
a olros en los cristales formando una red espacial. Esta demostracién
se basa en la posibilidad de obtener la difraccién de los rayos X en
la red cristalina (véase el f. 11I). '

Cada 4dtomo que forma un cuerpo sélido, se halla bajo la accitn
de las fuerzas de interaccién de todos los dtomos vecinos. Al dispo-
nerse los 4dtomos segin los édngulos (vértices) de una red espacial
determinada, las fuerzas que actian sobre cada uno de ellos, se
compensan mutuamente, y los atomos se hallan on equilibrio. Esta
disposicién de los Atomos corresponde al minimo de su cnergia
potencial mutua, lo cual condiciona la solidez de todo el cristal.

De esta manera tenemos que el cristal representa una compleja
construccién arquitecténica cuya solidez viene condicionada por la
simetria interna.

Las fuerzas de interaccién entre los dtomos que forman el cristal
tienen diferentes caracteres. En los cristales de las sales, los 4tomos
llovan cargas eléctricas y son iones. Los jones positivos {cationes)
v los negativos (aniones) se alternan de manera que el cristal, en su
conjunto, es neutro. En esta clase de red idnica, que se denomina
heteropolar, las fuerzas de interaccién entre las particulas son, por
lo comfin, electrostaticas.
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En la fig. 223 se representa la red cibica de la sal gema (NaCl);
esta red es simple y pertenece al sistema regular (ciibico). Los 4tomos
de sodio se representan con circulitos negros y llevan cargas positivas

e

Fig. 223. Red cabica de la sal gema. /

de electricidad, es decir, son iones positivos (cationes). Los 4tomos
de cloro, representados por cireulitos blancos, llevan cargas negati-
vas, es decir, son jones negativos (anfones).

Zn
=]
S, \ N
EINS Y
ZT =
- ‘\\|
'h.“‘: "J -
A 2Nk
LY . Al
¥ Fig. 224. Ned espacial de la blenda de zine.

En la fig. 224 viene representada la red espacial de la blenda
de zinc (ZnS). Los circulitos negros representan los cationes de Zn,
¥ los blancos, los aniones de S. La red de la blenda do zinc tiene una
estructura algo méas complicada que la de la sal gema.

Fig. 225. Red espacial del diamante.

En el caso de los cuerpos sélides quimicamente sencillos, los
dtomos que forman una red espacial son neuntros. La red de este
cristal s¢ denomina atdmica u homopolar.

La naturaleza de las fuerzas de interaccién en la red atémica se
puede explicar totalmente solo basindose en la mecanica cuantica.

En la fig. 225 se representa la disposicién de los 4tomos en la red
cristalina del diamante.
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Ademés de las redes idnicas (tipo NaCl) y de las atémicas (tipo
del diamante), se distinguen las redes moleculares y las redes de los
metales; las primeras se refieren predominantemente a los cristales
de compuestos quimicos de muchos atomos, por ejemplo, del P,0,,
del 80;, cte.; las segundas son caracteristicas para los metales con su
gran conductibilidad eléctrica y brillo metdlico. Los cristales de los
metales, hablando vulgarmente, se pueden representar como una

nube de clectrones en que a determi-
Ep nadas distancias unos de otros se ha-
llan los cationes.

Debido al equlibrio estable de-la
red cristalina, entre las particulas que
forman el cristal surgen fuerzas de re-
pulsién al comprimirlo, y de atraccion
al estirarlo. Esto puede oxplicarse si
suponemos que entre las particulas

Fig. 226. La energia potencial £, de la red
cristalina i6nica en funcién de la distancia
. r entre los iones.

hay al mismo tiempo fuerzas de atraccién y de repulsién que de-
penden de diferente manera de la distancia r entre las particulas.
En estado de equilibrio, estas fuerzas tiemen el mismo valor.
Al disminuir la distancia r entre las particulas vecinas, empiezan
a prevalecer las fuerzas de repulsién, y al aumentar esta distaucia,
predominan las de atraccidn.

§ 88. Energia de la red cristalina. La energia potencial E,
de la red cristalina puede representarse en la forma (§ 61):

AL

Ep= —Sot5m )

'’
donde el primer miembro de esta férmula —% corresponde a las
r

o c? s
fuerzas de atraceion, y el segundo + = a las fuerzas de repulsién.
v r

En la fig. 226 =e representan independientemente, en funcién de la
distancia r entre dos particulas contiguas de la red, el diagrama
de cada uno de estos dos términos y el de la suma de los dos, que
es la energia potencial £, Sik,; > ky, las fuerzas de repulsién aumen-
tan mas de prisa, al disminuir », que las fuerzas de atraceion, lo cual
oxplica la reaccion del cristal a la compresion. Al valor r = ry
correspondo el lugar més profundo del pozo de potencial; la magnitud
rp os la distancia entre las particulas del cristal no solicitado por
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fuerzas exteriores. En las proximidades de la posicién de equilibrio,
toda particula puede efectuar pequefias oscilaciones sin salirse del -
pozo de potencial. El movimiento térmico de los cristales se reduce
a esta clase de oscilaciones de particulas alrededor de la posicién
de equilibrio.

Born y otros fisicos desarrollaron la teorfa de las redes erista-
linas. Born demostrd que, conociendo los exponentes &k, y %, de la
férmula (1), se pueden calcular las propiedades elisticas de los
cristales, la energia de formacidn del cristal, sus propiedades épticas,
ete. Para que concuerde con la experiencia, en las redes hetero-
polares hay que poner &, = 1 y k; = 9; &n las redes homopolares %,
tiene valores mayores.

El calculo de la energia de una red cristalina cibica simple del
tipo del NaCl, se puede representar esquemdticamente de la siguiente
manera. La energia potencial de dos iones aislados de carga —e
¥ +e que se hallen a la distancia r, uno de otro, es

. o8 +
Bp= —1=: 2

La energia potencial de dos iones contiguos en el interior de la
red serd mayor que esta magnitud por dos causas: 1) sobre cada ion
actlia no s6lo su vecino, sino también todos los demds iones de la
red; 2) los iones, actuando unos sobre otros, originan una polarizacién
mutua, a la cual se debe la aparicion de las fuerzas de repulsién
[segundo término en la férmula (1)].

Los calculos demuestran que para el eristal tipo NaCl, la férmula
(2) debe sustituirse por Ja siguiente:

Jr =t -—0.2582:—2. (2a)

La energia potencial expresada por la férmula (2a) es igual al
trabajo que hay que realizar para después de arrancar dos iones conti-
guos de la red, alejarlos infinitamente uno del otro; en otras pala-
bras, es igual al trabajo necesario para romper el enlace entre dos
iones contiguos de la red. En un mol de substancia de la red hay
pares de iones, y cada ion, en la red ctbica, tiene 6 iones contiguos
a él; de esta manera tenemos que para separar todos los iones de un
mol a una distancia infinita unos de otros, hay que romper 6V
enlaces,

De aqui que la energia potencial total de la red £, ¢ orrespondiente
a un mol, sea igual a 6/NEy, es decir:

Ep= —0,2582:—;-[5N. (3

La distancia r, entre los iones contiguos on la red ciibica la deter-
minamos de la siguiente manera; si p es la densidad del cristal dado,
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el peso molecular y ¥, el volumen de un mol,

=il
Vo s
El volumen v = 73 que corresponde a una malla cibica elemental,
lo obtenemos dividiendo ¥V, por el nimero de mallas de un mol,
que coincide con el nimero de iones de un mol; es decir, dividiéndolo
por 2N,

v, 1 3 T
ry=gbeasl. do donde ro=]/m. (4)

Colocando este valor en la férmula (3) para la energia potencial,
hallamos gque

¥ vl
Ep= ~—0,2582-6.¢° ]/2"—;‘" 5)

Como ¢ y IV son constantes, la Giltima expresién se puede repre-
sentar de la siguiente manera:

- r—
E,,-:—K“l/ % (5a)

8i expresamos p en g/cm?®, p en gramos por mol y £, en calorias
por mol, ol valor numérico de K serd igual a 545. :

Para las redes cristalinas tipo CsCl o CaF, se obtienen férmulas
analogas a la (fa), pero con otro valor numérico de la constante K.

Es difieil hacer uvna comprobacién experimental directa de los
calculos de Born, ya que no tenemos la posibilidad de reducir un
cristal sélido a un conjunto de iones libres. No obstante, indirecta-
mento se puede comprobar la justeza de los cdleulos de varias maneras.

Examinemos, por ejemplo, la reaccién de transformacién de
las sales NaCl v KI en las sales KCl y NAI:

NaClisoiy + Klgso1y == Nalgs)y + KClsory -

El subindice (361) indica que los simbolos quimicos se reficren
a la fase solida cristalina de las substancias respectivas. Esta claro
que la energia de transformacién AU sera

AU = —|Ep (NaCl) - Ep (KD)] + [E, (Nal) 4 E5 (KCI)]

y, por consiguiente, puede ser calculada segiin la f6rmula (5a) median-
te las energias potenciales E, (NaCl), E, (KI), etc., de las redes
cristalinas de NaCl, KI, etc. i"’or otra parte, como primera aproxi-
macién, la energia de transformacién AU es igual a la diferencia
de Jos calores de disoluciéon g de las sales, a condicién de gue las
soluciones se tomen tan débiles, que la disociacién en ellas se pueda
considerar completa;

AU = 3] g = [g (NaCl) + g (KI)] — [g (Nal) + g (KCI).
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En la tabla XII se confrontan para varias sales los valores cal-
culados de AU y los de Zg hallados mediante los calores de diso-
lucién:

Tabla XII
Reacoidn » ALF Egq
KCl+ LiBr=KBr+LiCl +4 +3.,6
KCI+Lil =KI-LLiCl +7 +7,2
KCl+ NaBr = KBr--NaCl +3 2,0
KCl+4Nal =KI-+NaCl +5 +3,4

Si tenemos en cuenta que Zg se determina experimentalmente
con poca exactitud (pequeiia diferencia respecto a las grandes magni-
tudes), la coincidencia entre g y AU hay que considerarla satisfac-
toria.

El Sel_%undo método de comprobacidn consiste en examinar el llamado ciclo
de Born-Haber. Este proceso, para cl caso del NaCl, se representa por el siguidn-
le esquema:

Na+=—> Nayqe) —> Na(sdi)
NaCl g6y NaCl 45
L A
Cl=~> Cligages ~> 7 Cligasy

Primeramente suponcmos quo un mol de NaCl sélido eristalino se divide
en iones libres de Na* y Cl-, en lo cual e invierte un trabajo igual a la energia
potencial £, de la red. Después, los gases idnicos Nat y Cl- se transforman en
gases atémicos neutros Naggag ¥ Cligasy. En ello se invierten trabajos iguales
a los trabajos de ionizacitn A j(Na) ¥y A j{Ci] de un mol. Lucgo, el gas Nagag:
s¢ transforma en sodio metilico (sdlido) [invirtiendo un trabajo igual al ealor
do evaporacién L (Na)l y cl gas atémico Clgag, en medio mol de gas diaté-
mico corriente de cloro Cly [invirtiendo un trabajo igual al calor do disociacién

-.;- g(C}. Por fin, del sodio metélico sélide ¥ del gas cloro, mediante reaccién

quimica, se obtiene de nuevo un mol de NaCl sblido cristalino, y so desprende
el calor de formacién @ (NaCl). En el ciclo, la suma de todos los trabajos y de
todas las cantidades de calor obtenidas y desprendidas (calculadas segin losequi-
valentes del trabajo) es igual a cero. Por eso obtenemos que:

— Ep == A4 (Na) 4 4; (C) 4 L(Na) - 5 g (C1)+Q (NaCl),

Midiendo todas las magnitudes del segunde miembro de esta igualdad,
se puede hallar el valor de Ey. En efecto, todas las magnitudes indicadas, excep-
to el trabajo de formacién del ion nt:sativo Cl-, se pueden determinar experimen-
talmente. Por los datos do que se dispone, se puede considerar indirectamente
que A;(Cl) es aproximadamente igual a —90 cal/mol. Asi, utilizando los valores
empiricos de 4 (Na) = 117 cal, L {Na) = 27 cal, 1/2¢ (Cl} = 29 cal, y ¢ (NaCl)=
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= 98 cal, hallamos que la encrgia de la red de NaCl cs una magnitud del orden
de —180 cal/mol. La férmula (5a), si colocamos en clia los valores de la maosa
de un mol de sal gema p = 58,5 g/mol y de su densidad p = 2,16 gfem?®, nos
da Ep = —182 cal/mol.

Ylay que toner en cuonta que toda teoria exacta de las vedos cristalinas,
sobre todo si so guiere representar su comportamiento a bajas temperaturas,
debe basarso en la mecénica cudntica, )

§ 89. Deformacién de los cuerpos sélidos. Bajo la accién de fuer-
zas exteriores, todo cuerpo se deforma, es decir, su forma varia. Se
denomina deformacién eldstica, la que desaparece al cesar la fuerza

que la origina. Asi tenemos que un
fa resorte (muelle) extendido elés-
ticamente, adquiere su longitud
primitiva al dejar de actuar la
fuerza de extensién. Con el cam-
bio de signo de la fuerza, varia
ol signo de la deformacién elds-
tica; por ejemplo, si solicitado por
una fuerza de extensién, el resorte
se alarga, al ser solicitado por una
fuerza de compresién, se reducird
su longitud. Segiin la ley estable-

Lol HAL

zmj [

Fig. 227. Deformacién de traccién (a) ¥
b) de compresién (b).

cida por Hooke, la magnitud de la deformacién Az es proporcional
a la fuerza que actia f:

Az = Kj, (1)

donde K es una magnitud constante para la deformacién dada y para
el cuerpo s6lido dado.

Veamos la simple deformacién por traccién longitudinal o por
compresién unilateral*). Sea una barra homogénea de longitud igual
a L y de &rea de la seccién transversal igual a §, a cuyos extre-
mos se aplican las fuerzas f,, con lo cual la longitud de la barra
varia en la magnitud AL.

Las fuerzas de traccion las consideramos positivas; on este
caso (fig. 227, @} AL también serd positiva, es deecir, la barra se
extiende, Las fuerzas de compresién las consideramos negativas;
en este caso (fig. 227, b) AL también serd negativa, es decir, cnando
la barra se somete a una compresién unilateral, sulongitud disminuye.

*) Se distingue la compresién unilateral (unidireccional) de la multilateral
(multidireccional) en la cual el cuerpo sufre una compresion simultdnea por
todos los lados. En adelante estudiaremos solamente la eompresién unilateral.
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Para la caracteristica de la deformacién es importante conocer
el valor del alargamiento relativo AL/L, y no el valor del alarga-
miento absoluto AL. Estd claro que no es lo mismo alargar, por
cjemplo, en una magnitud AL = 1 cm dos barras del mismo mate-
rial y de igual seccién transversal, si una de ellas no tiene més
que 2 cm de longitud (L), ¥ la otra tiene 10 m. Sin embargo, para
alargar estas barras en una misma fraccién de su longitud primitiva
{por ejemplo, en ﬁ) hahra que aplicar fuerzas ignales f. Asi pues la
deformacién debe caracterizarse por la variacién relativa do la lon-
gitnd AL/L.

Para barras de diferente seccién transversal § solicitadas por una
misma fuerza, la deformacién relativa AL/L sera tanto menor, cuanto
mis gruesa sea la barra, es decir, cuanto mayor sea S. De aqui se
deduce que para la deformacién eldstica de traccién (compresién),
la variacién relativa de la longitud AL/L debe ser proporcional
a la magnitud £,/S, es decir, a la fucrza por unidad de superficie de la
seccidn transversal de la barra. Esta magnitud %‘ = p,, la llama-
remos esfuerzo.

Asi, en definitiva resulta que

AL T AL

—sa“s_r o T=°¢Pm (2)

donde el coeficientea, denominado coeficiente de elasticidad, deponde
solamente del material de la barra,

Aunquo exista este coeficiente «, se ha convenido en caracterizar
¢l material con la magnitud inversa:

E=, )

denominada mddulo de Young o de elasticidad. Colocando en (2)
el médulo de Young E en vez de «, obtenemos que

AL 1
A= Da (2a)
De las férmulas (2) y (2a) resulta que
ALJL n
o= I E=K£I.J_L' (4)

de donde se deduce gue el cocficiente de elasticidad « es igual a la
variacion relativa de la longitud AL/L debida al esfuerzo unitario;
el médulo de Young E es ignal al esfuerzo p, que origina una varia-
cion relativa de la longitud igual a la unidad.

Cuando ol alargamiento relativo es ignal a la unidad, AL =
= L; de aqui vemos que el médulo de Young E es igual al esfuerzo p,
necesario para hacer la barra dos veces mas larga. En la realidad,
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la mayoria absoluta de materiales se rompe antes de hacerse dos veces
m#s largos, por eso, generalmente no se puede aplicar a una barra
un esfuerzo p, igual al médulo de Young E.

Supongamos que a una barra de longitud inicial L, se aplica un
.esfuerzo p,; entonces la nueva longitud de la barra serd:

L = Ly 4 AL,
Como, segin la férmula (2)
AL = alypg,

tenemos que la nueva longitud de la barra L serd
L = Lg (1 + apy). )

De esta férmula se ve que dentro de los limites de la deforma-
cibén eldstica, la longitud de la barra varia proporcionalmente al esfuer-
70 pn,. En la traccién o en la compresion de la barra, las fuerzas
exterjores realizan un trabajo. Segin la férmula (2a), tenemos que la
fuerza aplicada a la barra en todo momento dado sera

fn=E.AL,

es decir, la fuerza no permanece constante, sino que varia proporcio-
nalmente a la variacién de la longitud de la barra AL. En el § 25 se
ha determinado el trabajo de una fuerza variable. Calculémosla aqui
de otro modo. Supongamos que la longitud de la barra varia desde
L hasta L 4+ AL, entonces el trabajo A serd

A=F.-AL,

donde f, es el valor medio de la fuerza. Como el aumento de la fuer-
za f, con el alargamiento AL es una funcién lineal, este valox medio
de la fuerza sera la media aritmética de los valores de las fuerzas

fa = 0 (para AL = 0) y fo = 52 . AL (para el AL dado), es decir,
- 1 ES§ i ES
rn=-2--—L-o&L, de donde A='§--"}~:—'AL’.
Este trabajo se invierte en la creacién de la energia potencial de
la barra deformada eldsticamente:

B () a0 0

Asi tenemos que la energia potencial de una barra en estado de
_ deformacién eléstica es proporcional al cuadrado de la deforma-
cion AL®.

En la tracciébn o compresion longitudinal, la deformacién va
acompaiiada de una variacién de las dimensiones transversales de la
barra que se deforma.
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En la traccion longitudinal, se produce en la barra una contrac-
cion lateral, y en la compresién longitudinal, una extensién lateral.
La variacién relativa del espesor de la barra Ad/d es proporcional
al esfuerzo aplicado p,:

Ad
= =P, M
El coeficiente B se denomina coeficiente de coniraccicn lateral en

la ftraecion longitudinal.
La relacion

o=t

se denomina mdédulo de Poisson*). Utilizando esta expresién, pode-
mos transformar la ecuacién (7):

%q-=occrpn. (7a)

Para la mayoria de los cuerpos homogéneos isétropos (y para los
metales} el médulo de Poisson o tiene un valor numérico muy pré-
ximo a 1/4.

Veamos otra deformacién simple denominada cizallamiento.

———— TR
f

b /b

Fig. 228, Doformacién de cizallamiento.

La deformacién de cizallamiento se produce bajo la accién de la
fuerza f, tangente a la superficie sobre la cual actia (fig. 228).
Solicitadas por esta fuerza, las capas del cuerpo se deslizan unas
sobre otras y todas las rectas fisicas (es decir, las lineas relacionadas
con determinadas particulas del cuerpo) ab, perpendiculares a la
superficie a que se aplica la fuerza, giran cierto dngulo 1.

Si el dngulo de deslizamiento (o de resbalamiento) ¥ es pequeiio,
tenemos aproximadamente gque

bh'
Y=—

donde d = ab es el espesor del cuerpo, y bb’ es la magnitud absoluta
de desplazamiento de la capa superior respecto a la inferior. Do aqui
se ve que el dngulo de deslizamiento 1 caracteriza el resbalamiento

*) En espafiol, a esla relacifn también se suele 1lamar «cooficiente de con-
traccién lineals. (N, del T.)
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o deslizamiento relative, por eso, dentro de los limites en que se eum-
ple la ley de Hooke, obtenemos la relacidn:
y=nit, ®)

donde n es una magnitud constante que depende sélo del material
de la barra, denominada coeficiente de elasticidad transversal o coe-
ficiente de cizallamienio; y S es la superficic a la cual se aplica la
fuerza f,.

Introduciendo el concepto de esfuerzo cortante p; = %‘- en la
férmula (8), obtenemos

Y = nepp. (8a)
La magnitud inversa de n,
1
N=-—,

se denomina médulo de rigidez o médulo de Coulomb. Sustituyendo en la
férmula (8a) el coeficiente de elasticidad transversal n por el mddulo
de rigidez IV, obtenemos

Y=+ Pr- )

Para la mayoria de los cuerpos homogéneos
isétropos, el médulo de rigidez N aproximada-
mente es igual a 0,4 del valor numérico del mé-
dulo de Young E.

Fig. 229. Deformacitn de torsién.

Esludiemos, ademis, la de{ormactdn de torsién, (que, COmMO VEremos, se
reduce a la deformacién de cizallamiento.

Sca una barra cilindrica de longitud L y de radio r (fig, 229). Supongamos
que la seccién superior estd fi lj;&' ¥ @ la inferior se le aplica un momento M de
fuerzas que tuerza la barra. Lxamminemos el segmento 04 = p de uno de Jos
radios de la seccidn inferior. Bajo la accién del momento de torsibn, el segmento
0A girari en un angulo g v ocupard la posicién OA’. La deformacién relativa
gerd la magnitud g/L, es decir, ¢l angulo de torsién de la unidad de longitud de la
harra. Dentro de los limites de la deformacién eldstica, csta magnitud o/L
es proporcional al momento de torsién M:

+ =M. (10)

La magnitud ¢ es una constante que doqende de la barra dada: para las
diferentes barras degcnde de los radios y do las propicdades de los materiales
de las barras. Para determinar ¢, relacionemos la torsién con el cizallamiento.
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En la torsién el extremo inferior do la barra sufre un desplazamiento res-
pecto al superior; la recta BA gira adquiriendo la posicién BJF‘. el éngulo P
es ¢l dngulo de deslizamiento. Segin la férmula (9}, el &ngule de deslizamiento

P es
5
VY=—r-Pt (11}
donde p; es ol esfuerzo tangencial aplicado al clemento de superficio 45 situade

junto al punto 4’ (véase la fig. 230), ¥ ¥ es el médulo de rigidez.
De la fig. 229 tenemos que

AA’ L - .
¢=T=¥’ de donde, segin la (11), p¢=N1p=N-QEE- (12)

La fuerza aplicada al elemento de superficie 45 es igual a p; 48, y su momen-

Fig. 230, Esquema pora determinar el momento dM
aplicado al elemento de superficie d8.

to dM = pp; d5. En coordenadas polares © y p (fig. 230) el elemento de superfi-
cie dS = p dp d@, de donde
dM = py-p® dpdf.

Sustituyendo aqui py por su valor segiin la (12), hallamos que
—Ne
am ==L p3.dp 9.

El momento total M aplicado a la seccidén inferior de la barra lo obtenemcs
integrando la expresién de 4M por toda la superficie del circulo do radio

N Zn r Ny
=i 3 UL g
u ‘Z‘S_S"d‘”m R T
=0 p=0
de donde
L
¢=—x = M. 13y

Comparando la formula (13} eon la {10), hallamos que
emnl L
T aN v

De la f6rmula (13) so deduce quo el dngulv de torsidn ¢ depende del médulo
de rigidez N y es inversamente proporcional al radio de la barra elevado a la cuarta
potencia.

De Ja férmula (13) tonemos que

M= av

...2.- . —Z-,q;' (‘13&)
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o sea, quo para torcor un alambre en un dngulo dado @ hay que aplicarle un
momento M directamente proporcional a r* e inversamente proporcional a la
longitud del alambre L.

Por consiguionte, el momento depende en alto grado del radio. Las barras
gruesas y cortas son dificiles de torcer, y viceversa, los alambres delgados y lar-
gos, incluso bajo la accibén de pequefos momoentos revelan torsiomes sensibles.

Estn particularidad se utiliza para construir sistemas de suspensidn de alta
sensibilidad en los instrumentos de medicién.

Por ejomplo, si de un alambre fino y largo se cuelga una pequefia aguja
imantada, por el dangulo en que se tuerco ¢l slambre se pucde descubrir un par
d~ fuerzas muy pequeilo, originade por un campo magnético exterior. Este

w

5 b Fig. 281. Varilla ab suspendida de un alambro L.

fingulo de torsitén se determina por la desviaeién de un rayo de luz que se refleja
de un pequeiio espejo fijo en el alambre. Determinemos, por sjemplo, el momen-
to del por de fuerzas capaz do torcer un alambre de 5 cm de longitud y 0,02 mm
de radio, en un sngulo de 10°. El modulo de rigidez del material del alambre
lo consideraremos i%ual a 6000 kgf/mm?®,

Para resolver el problema utilizamos la férmula (12a):

= 3,14.6000 (0,02)%
M="g—p ‘—Z—-T»D.Dﬂzﬂ kgf mm=28,74-10-8 kgf mm,

hReduciendo a gf cm, hallamos que
M = 8,74-10-° gf cm,

es decir, ¢l momento, que es aproximadamente i al al de una fuerza do 10-2 mgf
aplicado a un brazo de palanca do 1 cm, es suficiente para originar la torsién
de 40’ del alambre dado.

Examinemos ahora sl caso de oscilaciones naturales de torsidn del cuerpo
ab con un momento de inercia 1, susp}r'endido de un fino alambre (fig. 234). El
momento de inercia del propio alambre lo consideramas tdn pequefio que se
pucde despreciar.

Segn lo dicho en cl § 35, la aceleracién angular B del cuerpo serd

p=21, 1(44)

donde M es el momento de las fucrzas aplicadas al cuerpo. Por otro lado, la
acoleracibn angular § es igual a la segunda derivada del dngulo de rotacién ¢
respecto al tiempo: designando la segunda derivada de este dngulo, respecto

al tiempo, con dos puntos sobre la letra ¢, tenemos que p = @. El momento M
aplicado al cuerpo es igual al aplicadoe al alambre, pero de sentido contrario;
de donde, segin la férmula (13a): .

M = —Dg;
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1
In magnilud D = ﬂ %pucde denominarse mdédulo de torsién del alambre

dado. Colocando los valores de B y M on la (14), hallamos que

D
q)a:—TCP.

Como se demostrard en ol § 97, la solucién de esta ccwacién diferencial

¢s und oscilacién de periodo
T
T=2n ]/ 5 - (15)

Ast tenemos que el periodo de las oscilaciones de lorsién de un cuorpo sus-
pendido de un alambre, lo determinan exelusivamonte ol momento do inercia
¥ vl médulo de torsién del alambre,

La energia cinética de oscilacion . es

i i .=
= J2=a— T2
5 To2=a 5 Ip2,
Esta energia no permanece comstante en ¢l transcurso del periodo, sino que
alcanza el méximo cuando ¢l cuerpo pasa por la posicion de oquilibrio, y es
iguai :E cienzo guando la rotacién del cuerpo ¢s maxima (comparese con lo dicho
en ¢ 12).

La energia potencial £, la determinamos utilizando la f6rmula (2) del

§ S&jsegﬁn a cual, para que el cuerpo gire en un Angulo g hny que realizar un
trabajo

Eg=

A= Mo (16)
En el caso de torsién de un alambre, el momento no es constante, sino que
depende dol dngulo ¢, por ese, en s férmula (16), por Af hay que sohre-

entender el valor medio del momento ﬁ—'—"f Dg, De donde A n:i"c—ffpz-,‘ii— Dg2.

La cnergia potencial £, scra igual a este trabajo:
E =—%Dtp2_ “7)

En los instantes do mayor giro dol cuerpo, cuando su encrgia cindtica %7,
es igluu] a cero, la potencial £, adquicre ol valor mdximo y es igual a la energia
total E.

Asl teniemos qgue

1
E=E, ngx =5 Dgiax,
donde @4 es el dngulo de giro durante las oscilaciones de torsién.

§ 90. Limite de elasticidad y carga de rotura. Deformaciones
plasticas. Cualquier cuerpo sélido se deforma sometiéndose a la
ley de Hooke hasta determinado limite.

Hablando con mds rigor, la deformacién relativa no es exactamen-
te proporcional al esfuerzo; pero esta discordancia no es grande
a pequeiios valores de la deformacién relativa Axz/z, y se hace sensible
al aumentar Az/z. Graficamente, la dependencia entre 1a deformacion
relativa Az/z y la carga p viene representada en la fig. 232, a.
Cuanto mayores son las cargas, con mas facilidad se deforma el mate-

A6—=0705
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rial, Bl valor de la carga p = py,, a partir del cual la proporcionali~
dad se altera sensiblemente, se denomina [fmite de proporcionalidad.
Rigurosamente hablando, no existe un valor determinado para el
limite de proporcionalidad, ya que la posibilidad de revelar esta
desviacién de la funcién lineal depende de la exactitud de la
medicion.

En la deformacion elistica, después de cesar la accion de la fuerza
exterior, desaparece por completo la deformacion, es decir, el cuerpo
toma las dimensiones (y forma) anteriores, Pero cuando los valores
de las cargas sobrepasan el llamado limite de elasticidad p,, aparece
otro tipo de deformacién denominada deformacidn pldstica, la cual

Fig. 232, Variacién de la deformaci6n relativa de un s6lido al variar la carga
aplicada.

no desaparece por completo al cesar la accion de Jas fuerzas. La
deformacién plastica se produce con més facilidad que la eldstica.
Si al alcanzar cierto punto b (fig.-232, b) que esta en la zona de las
deformaciones plésticas, empezamos a disminuir la carga p hasta
cero, el cuerpo no volverd a la posicién inieial por la linea ba0;
la disminucién de esta deformacién vendri representada por la
linea de¢ puntos bd, y el cucrpo conservara le deformacidn perma-
nente Od. Si, por ejemplo, sometemos al cuerpo a una traccién
y después de sobrepasar el limite de elasticidad y de llegar a la
zona de las deformaciones plésticas, cesamos la accién de la carga,
el cuerpo tendré una longitud mayor que la inicial, ya que conser-
vara una deformacién permanente de traccién.

Aumentando constantemente la carga se Ilega a la rotura, y el
valor correspondiente se donomina carga de rotura. Si el valor co-
rrespondiente a la carga de rotura no se diferencia mucho del corres-
pondiente al limite de elasticidad, el cuerpo ofrecera sdlo insigni-
ficantes deformaciones permanentes, y se denominard frdgil (por
ejemplo, el acero templado). Los cuerpos que son capaces de sufrir
grandes deformaciones plasticas, se denominan «plisticosy; asf,
por ejemplo, los alambres de plomo y los de zinc soportan grandes
deformaciones plasticas y permanentes.
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Para los cuerpos sélidos reales, el desarrollo de la, deformacion
relativa en funcién de la earga se diferencia notablemente del Tepre-
sentado en la fig. 232, Para cada material dado, esta marcha de la
deformacién depende en alto grade de la elaboracién del material
v de la duracién de la carga. Un mismo cuerpo, solicitado por cargas
breves puede comportarse como fragil, y solicitado por cargas de
larga duracién, aunque débiles, puede revelar deformaciones plasti-
cas tan intensas que podemos denominarlo diictil.

En la fig. 233 se representa el diagrama de carga-alargamionto del hierro.
La parte rectilinea 0y corresponde al comportamiento segin la ley de Hooke;
la parte ab, aunque se refiere ain a la deformaci6n eléstica, ya no sigue la ley
de Hooke: aqui el alargamiento crece con més rapidez que la carga, Més alld

P} corpaderotura__a
S
a
Fig. 233. Diagrama de carga-alargamicnto del AL
hiarro.g 0 L

del punto b, el alargamiento puede aumentar sin que aumente la carga: os la
zong de [Inencia. Al aumentar ulteriormente la carga, la barra adquicre de
nuevo la propiedad de resistir a la traccién: ln curva asciende. Xl punto d co-
rrespondo a la rotura (carga de rotura).

Aduzcamos unos cuantos dalos numéricos que caracterizan las propiedades
clasticas do difercutes metalos.

Como ejemplo, caleulemos utilizando los datos de la tabla XIII, la magni-
tud de los mayores alargamientos eldsticos posibles de alambres para los mate-
riales dados er, la tabla,

Tabla XIIT

Propiedades elisticas de los metales

Mddulo de Limite de Cargu de
Metal Young en elasticidad rotura en
Iy kglimm? en kgl/mm? kgl mm?

Plomo . . . ... ... 1800 0,25 2
Bstabo. . . ... ... 3000 0,34 2
Cobro (dulce) . ., , . 10 000 3 20
Hierro (dulee) . . , . . 18 000 5 35
Acero al carbono . . . . 20000 33 75
Acero al molibdeno . . 22 000 60 150

20=
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El maximo alargamiento eldstico posible (%«é)max se dotermina como el

alntgﬂ.micnbo causado por la carga correspondiento al limite do elusticidad pe.

e aqui que, segin la férmula (2a) del § 89:

(Lf-) =P
L Jmix E'

donde E es cl médulo de Young. Colocando en lugar de pe y E sus valores numé-
ricos hallamos los datos siguientes: i
Do esta manera tencmos que

AL dentro do los limites de la defor-

Material (—'j;‘) " macién cléstica, el alambre de cs-

WAX  gagio solo puede ser alargado apro-

T yximadamente en un 0,01% de la

Betafio . . o « o - « - . 0,00014 longitud inicial, mientras que el

Plomo 0.00014 de acero al molibdeno puede ser

OMUOYs ® w0 w i iet 2 ' alargado casi en un 0,3% de dicha
Cobrea . . .+« v+ o s 0 ' 00030 angi'&ud.

Hierro . .« « s v e & W 0,00026
SR B ,00165 T
iﬁ:ﬁ; 2: :;?ﬁ:;m g %:,’?3 l.os sdlidos reales revelan
X en mayor o menoy grado una

dependencia compleja de la
deformacién respecto al tiempo, lo cual no viene reflejado ni
en la ley de Hooke ni en los esquemas simplificados que
hemos estudiado. Estrictamente hablando, después de ocmpezar
a actuar la carga, la deformacién no se establece inmediatamente
en toda sn magnitud, y después de cesar la accion de la carga, la

Deformacidn
S

A Fig. 234. La doformacién en funcién del
Ty t Tiempo ticmpo on que actia la carga.

deformaciéon tampoco desaparece por completo: gueda parte de la
deformaci6n, que después va desapareciendo lentamente con el tiem-
po. Esquemiticamente, la dependencia entre la deformacién el4stica
v el tiempo vieno representada en la fig. 234. Si en el instante #
en cl cuerpo sélido empicza a actuar una carga, la deformacién elds-
tica inicial AB se establece rdpidamente, después, solicitado por
la carga constante f, 1a deformacion sigue aum entando con el tiempo
segiin la curva BC’C. Si en el instante ¢, cesa la accién de la carga,
la deformacién disminuira primero rapidamente en la magnitud CD
igual a AB, y después disminnir4 lentamente segin la curva DEE'.
Asi tenemos que después de cesar la accién de la carga se conserva
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una deformacién permanente A'D que s6lo disminuye muy lenta-
mente; el cuerpo recobra poco a poco su forma primitiva. Este
fen6meno se denomina elasticidad retardada.

La elasticidad retaridada es facil de observar al extender un tubito
de goma. Se cuelga verticalmente un largo tubo de goma y al extremo
inferior se fija por cierto tiempo un peso P que alarga el tubo en la
magnitud AL. Inmediatamente después de quitarle el peso P,
el tubo de goma se contrae de nuevo, pero en una magnitud AL" <<
<Z AL, quedando un sensible alargamiento 6L = AL — AL’, que
después desaparece poco a poco (en unos diez minutos).

Para muchos s6lidos, parte de la deformacion BC’C tiene caracter
pléastico, irreversible. Estos cuerpos, solicitados por cargas débiles,
pero de gran duracidn, se comportan como cuerpos liquidos; mien-
tras que solicitados por grandes cargas de accidn breve, son fragiles.
Por ejemplo, el hiclo o la brea fluyen bajo la aceién de cargas de lar-
ga duracién y se rompen facilmente cuando se les aplica cargas de
corta duracién, pero mas intengas.

§ 9. Las deformaciones desde el punto de vista de la estructura
cristalina de los s6lidos. Las deformaciones eldsticas de compresién
y de traceidn en los monocristales se pueden explicar ficilmente par-
tiendo de la existencia de la red cristalina, El equilibrio de esta red,
como se ha indicado en el § 87, viene determinado por la compensa-
cién mutua de atraceién y repulsion entre las particulas (iones o 4ato-
mos) que forman la red. Por sjomplo, en el caso de la red iénica,
al comprimir el cristal disminuye la distancia r, entre los jones veci-
nos vy las fuerzas de repulsién resultan mayores que las de atraceién.
Como resultado de ello aparece una resultante de repulsién que se
contrapone a la fuerza exterior que comprime el cristal. Cuanto mayor
sea el namero de iones desiquilibrados, es decir, cuanto mayor sea la
deformacién, mayor serd la fuerza de repulsion. Al cesar la accién
de la fuerza exterior, los iones volverin a su poesicién de equilibrio,
la red tomara el aspecto primitivo desapareciendo con ello la defor-
macién del cristal. Lo mismo ocurre al extender el eristal, con lo cual
aumenta la distancia ry entre los iones vecinos, las fucrzas de atrac-
cién prevalecen sobre las de repulsién y el eristal, en su conjunto,
se resiste al esfuerzo exterior de traccidn,

La teoria de las redes cristalinas permite ealenlar los coeficientes de com-
presién multilateral (chbica) para los iones de loz cristales tipo NaCl. En la
tabla XIV =e dan los coeficientes ohservades y caleulados de compresion mul-
tilateral y para una serie de cristales. ]

Agui los valores de 9 se dan en ¢l sistema CGS. Como se vo, los valores
calenlados y obszervados coinciden con hastante aproximacién,

En el cizallamiento se produce una inclinacién de la red. En el
caso e una simple red cibica i6nica, cada red elemental (malla)
se transforma en un paralelepiped o inclinado, en que la diagonal



406 Capfiulo X Solidos

Tabla XIV

Coeficicntes de compresion multilateral
y ohservados y calculados

Cristal ¥ obsere- 1012 ¥ cale' 1012
NaChk, . . . . .. 4,1 3,56
NaBrE s & 5% 7 § 4,73
WAl couime s ¥ 6,9 6,30
ROL oovimin o v s 5,0 5,36
KB v vonoviw v » 6,2 6,64
KI. . vn .. 8.6 8,68
TICL: caiara 5 % 4,7 4,69
TBr. . .. ... 9,1 5,36
TH: & wowims w 6,7 6,76

ac (Fig. 235) resulta acortada y la diagonal bd alargada; debido a ello,
entre los iones a y ¢ surgen fuerzas de repulsion, y entre los jones b
y d, fuerzas de atraccién. La red tiende a restablecer su forma anterior,
1o cual es el origen de la elasticidad tangencial o de cizallamiento.

Fig. 235. Inclinacion de la red
cristalina en el cizallamiento.

a)

En el cizallamiento tarobién es ficil explicar las deformaciones
pléstica y permanente. Gracias a la disposicién geométricamente
regular de los dtomos (o iones), en la red espacial del cristal hay
planos segin los cuales se puede producir un deslizamiento de unas
partes de la red respecto a otras. Este deslizamiento puede ser de
tal magnitud que los iones positives vengan a colocarse de nuevo
sobre los negativos, En este caso, la disposicién mutua de estos iones
resulta como la que tenian en la red inicial, por lo tanto no surgirén
fuerzas que tiendan a hacerlos tomar la posicién inicial: esto expli-
ca la deformacién permanente. .

A primera vista parece més dificil explicar la posibilidad de que
haya deformacién permanente en los monoecristales solicitados por
cargas de traccién. En la realidad resulta que estas deformaciones
se reducen también al cizallamiento, es decir, do nuevo al desliza-
miento de unas capas a lo largo de otras.
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Representémonos una barra de seccién cireular cortada de un
monocristal de modo que los planos segiin los cuales se pueda produ-
cir el deslizamicnto, van inclinados, como se indica en la fig. 236, a.
En cierto sentido, esta barra se parece a una pila de monedas, Al
someter la barra a la traccién, se produce un deslizamiento por
los planos inclinades, y como resultado de ello, la barra en su
conjunto se alarga (fig. 236, b), es decir, hay deformaci6n permanente,
En esto caso, evidentemente deberi variar la forma de la barra:
su seccidn circular se ha convertido en eliptica. Los experimentos

Fig. 236, Cizallamiento por los planos de
exfoliacion al someter a traccién una bara
cortada de un monocristal,

realizados en la traccién de varillas monocristalinas de zinc, han
demostrado que al originarse la deformacién permanente, la seceién
circular ha tomado una forma oval alargada. La superficie de estas
varillas de zinc, que al principio era lisa, después de la traccién
se hace rugost.

Todo esto confirma el punto de vista de que la deformacién per-
manente de traccién es debida al deslizamiento (resbalamiento) de
las partes del cristal segiin planos determinados.

La tooria de las redes cristalinas permite calcular la resistencia
de los cristales. No obstante, el valor calculado para la carga de
rotura de los monocristales resulta mucho mayor que el realmente
observado. Asi tenemos gque la carga tedrica de rotura para los cris-
tales de la sal gema se aproxima a los 200 kgf/mm?2. Es decir, habria
que aplicar una fuerza de 200 kgf a una varilla de sal geina de 1 mm®
de seecién transversal para romperla. En la realidad, las varillas
cortadas de un monocristal de sal gema se rompen bajo una carga
no mayor de 1/2 kgf/mm®. Asi tenemos que los datos experimontales
resultan cuatrocientas veces menores que los calculados. Esta enorme
divergencia no es debida, empero, a que la teoria de la red ecristali-
na sea falsa, sino a que los caleulos tedricos se refieren al cristal ideal
considerando una red absolutamento homogénea y regular; mientras
que cualqnier cristal real tiene gran cantidad de defectos: hay lugares
donde se ha alterado la estructura regular de la red y on este aspecto
tiene especial importancia la superficie del cristal, en la cual las
condiciones son otras que en el interior del mismo. Tienen gran

- importancia las grietas de la superficie del cristal: es suficiente que



408 Capitulo X Sdlidos

en la superficie surjan prietas microseopicas para que las caras de
estas grietas sufran sobretensiones, debido a lo cual la grieta crece
y produce la rotura de todo el cristal. Para excluir las grietas super-
ficiales, A. ¥. Ioffe cogia una varilla de sal gema, suspendia de ella
una pequeiia carga que no causase la rotura y la introducia en agua
templada donde se disolvia la sal. Al disolverse la capa superficial,
desaparecian las imperfecciones sin tiempo para que se formasen
nuevas debido a que la disolucién se realizaba sin interrupcién.
A medida que se disolvia la varilla, se hacia mds y mis delgada y,
por fin, se rompia bajo la accién de la carga suspendida de ella.
Segin la superficic de la seccién transversal de la varilla en el
momento de la rotura y sabiendo el valor de la carga suspendida,
se determinaba la carga de rotura, que superaba notablemente la
carga de rotura que se obtenia generalmente para los cristales de
sal gema. En algunos casos, loffe observé que la rotura se producia
a la tensién de 160 kgf/mm?*, es decir, de valor préximo al tedrico
v trescientas veces mayor que el obtenido en los experimentos habi-
tuales. Tal vez el papel que representaba el agua en los experimentos
do loffe no se limitara a hacer desaparecer las grietas superficiales
y fucra de caricter mis complejo; no obstante, los experimentos de
loffe nos indican la posibilidad de observar en un cristal una carga
de rotura cercana a la tedrica.

La resistencia prictica de los cristales a 1a ratura es centenares de
veces menor que la caleulada teéricamente. La red de los cristales
reales se diferencia de la ideal. En aguélla siempre hay defectos
internos: lugares vacios, no ocupados por las particulas y alteraciones
localesz del orden. Insignificantes delectos en la superficie y en el
interior de la red acarrean la rotura de tode el cristal.

Los cuerpos policristalinos pricticamente resultan més tenaces
que los monocristales. Las propiedades mecdnicas de los cuerpos
polieristalinos, como son los metales corrientes, se deben a la forma
de los cristales individuales y a las fuerzas do cohesioén entre cllos.
Cualquier cambio de forma de los cristales individuales de gue cons-
ta el cuerpo cristalino, lo mismo que la variacién de su disposicién
mutua, causan cambios notables en las propiedades mecinicas de
todo el solido.

La variacion de la tenacidad y otras propiedades mecinicas de los
metales mediante el laminado, forjado, templado y otras clasos de
trabajos en frio y cn caliente, es dehida a los cambios de forma
y disposicion de los cristales.

§ 92, Movimiento térmico en los solidos. Dilatacién de los séli-
dog, Cada particula (dtomo o ion) de gue se compone la red espacial
de un sdlido eristalino, realiza oscilaciones alrededor de su posicién
de equilibrio. La energia de estas oscilacioncs es la energia interna
del cuerpo. Asi tenemos que el movimiento térmico de las particulas
del s6lido se diferencia, por su cardcter, del movimijento térmico de



§ 02, Movimiento térmico en los sélides 409

las particulas de los gases y de los liguidos. En los gases, las molé-
culas individuales se desplazan libremente experimentando solamen-
te mutuos choques elasticos; con ello se explica la velocidad relati-
vamente grande de difusion de los gases. En los liquidos, las molé-
culas, en su movimiento desordenado, chocan continuamente con
sus vecinas. Listas moléenlas «se empujany permaneciendo alrédedor
de un mismo lugar y, como se ha indicado en el § 78, se desplazan
Ientamente. En los liquidos hay difusion, poro ésta transeurre mas
lentamente que en los gases. En la red cristalina de un sélido, cada
particula (itomo o ion) tieme una posicién determinada de equili-
brio, alrededor de la eual se realizan las ocilaciones. En los sélidos,
hablando rigurosamente, lag particulas pueden pasar de un lugar
a otro; pero estas traslaciones son muy raras. La difusién en los
cuerpos sodlidos se realiza extremadamente despacio. Se necesitan
observaciones de alta precisién para notar la penetracién mutua de
dos metales er contacto, ¥y hay que tener en cuenta gue esta penetra-
cién no se puede revelar hasta después de un contacto de larga
duraci6n entre los cuerpos.

Al aumentar la temperatura del solido, la separacién de las
particulas respecto a su posicién de equilibrio aumenta. Esto produce
la dilatacién térmiea del sélido.

Suponiendo la longitud del sblido a la temperatura 0° igual a Lo,
para que alcance al calentarlo hasta la temperatura ¢ una dilata-
cion AL, tenemos, como se sabe:

AL = alL,t, (1)

donde a es el coeficlente de dilalacidn lineal del soélido, De aqui que
la longitud del cuerpo L; a la temperatura ¢ sea

L = Lo+ AL = Ly (1 + af), @

es decir, la longitud del sélido aumenta on proporcién lineal con la
temperatura. IEn realidad, esta relacién no se cumple con completa
exactitud, puesto que ¢l coeficicnte de dilatacién térmica ¢ depende
en cierto grado de la temperatura (compéarese con lo dicho en el § 44);
pero para la mayoria de los fines practicos, ¢ se puede considera:
constante. Para los sélidos, los coeficientes de dilatacién lineal son
pequeiiog, magnitudes del orden de 10-* y 10-° grados~i.

Como resultado de la dilatacién lineal aumenta el volumen del
cuerpo. Sea un cuerpo en forma de cubo de arista L, ¥ designemos
su volumen por ¥y, que es igual a L). El volumen a la temperatu-
ra { sera:

V=L;(1+ aty = Vo (1 + at)®.

Elevando el binomio de dilatacidn (1 4~ at) al cubo y despreciando
los miembros que contienen a®* y a®, obtenemos gque

V =V, (1 + 3ap).
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Designando por b la magnitud 3a, tenemos
¢ V="V 1+ b 3

La magnitud b se denomina coeficiente de dilatacion citbica del
cuerpo. De los céleulos expuestos se deduce que el coeficiente b es
igual aproximadamente al triplo del coeficiente de dilatacion

ineal.

Ln los cristales anisdtropoes, el coeficiente de dilatacion lineal a
varia segin la direccion. Esto conduce a que, al dilatarse, el cristal
cambie de forma. Una recta fisica (es decir, una linea relacionada con
determinadas particulas del sélido), en la dilatacion térmica del
cristal no se conserva, estrictamente hablando, como recta. No
obstante, en cada cristal hay direcciones segin las cuales la recta
fisica sigue siendo recta en la dilatacién térmica. listas direcciones se
denominan ejes eristalogrdficos. Los valores de los coeficientes de
dilatacion a segtn los ejes cristalograficos reciben el nombre de
principaies. Lin el caso general, los cristales tienen tres cjes y tres
distintos coeficientes principales de dilatacién lineal ay, az ¥ @3
Para los cristales de ciertos sistemas, estas tres direcciones son per-
pendiculares entre si.

Sea un paralelopipedo cortado de un cristal, de ejes perpendicu-
lares euntre si y de aristas, cuyas longitudes a la temperatura de 0°
son Ly, Loz ¥ Los. Bl volumen de este paralelepipedo serd Vo =
= Lyy+Loog- Loy. Al calentarlo hasta la temperatura ¢, las longitudes
de las aristas adquirirdn los valores de:

Ly = Loy (1 + ay), Ly = Log (1 + azt), Ly = Los (1 + ast)-
El nuevo volumen del paralelepipedo serd
V= Fa (i + ais} (i + sz) (1 + 033}0

Haciendo operaciones y despreciando los miembros que contengan
los productos de las magnitudes a,, @y y @3, obtenemos el valor
aproximado

V="V,l1+ (a+ a2 + a3) tl.
Por otro lado se puede suponer que
V="V, + bn,

donde b es ¢l coeficiente de dilatacién cibica del cristal. Comparando
estas dos nltimas férmualas obtenemos que

b=y -+ az + a3 (4)

Asi tenemos que ol coeficiente de dilatacion cibica del cristal
es aproximadamonte igual a la suma de los coeficientes principales
de dilatacién lineal. Para un cuerpo isétropo a4 == @ = a3 = &,
y de nuevo obtenemos de la (4) la ecuacion deducida anteriormente
b = 3a.
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Al calentar los cuerpos silidos, si estos no pueden dilatarse libremente,
surgen grandes tensiones mecénicas. Para darnos una idea de la magnitud do
estas tensiones hagamos el siguiente calculo. Sca una barra de longitud L, que
al calentarla desde 0° hasta t° se dilate en una magnitud

AL = alyt,

donde a es el coeficiente de dilatacién lineal del material do la barra. Para
reducir la barra, mediante una deformacion eldstica de comprosién, en la maF-
a

nitud AL hay que aplicarle una carga p, que determinamos segiin la f6rmu
(2a) del § 89:

1
ﬁL:T Lopn,

donde £ es el médulo de Young del material de la barra. Igualando ambos
valores do AL, obtenemos que

-é—Lupnzant. de donde

pn=uakt,

Para el hierro, por ejemplo, @ = 1.40-% grados-! y £ = 2.10% kgf/mm?, do
donde al aumentar la temperatura ¢n ¢t = 1° C, hay que aplicarle a la barra,
para compensar su dilatacibén, una carga de

pp e 1.10-8.2.10% kgl/mm?® = 0,2 kgf/mm® = 20 kgflem®.

En la téenica de la construcciébn hay que lenor on cuenta la posibilidad de
3ue surjan cstas tonsiones bajo la accién del calor. Para evitarlos, los carriles
e los caminos de hierro se colocan dejando un pequefio espacio libre entre los
extremos; en las celosfas de los puentes y de otras construcciones, los extremos
no so fijan rigidamente, sino que descansan sobre rodillos, ete,
Al unir matoriales diferentes hay que tener en cuenta la lensibn que puede
resultar de lus diferencias en sus cocficientes de dilatacién,

§ 93. Capacidad calorifica de los cuerpos sélidos. La reserva de
energia interna de un sélido es la de la encrgia de oscilacién do las
particulas de quc consta, méis la de la cnergia potencial de unas
particulas respecto a otras. Las particulas (4tomos o iones) que for-
man la red cristalina, en gencral, no son independientes, ya que en-
tre ellas hay considerables fucrzas de interaccion. Por eso, hay que
examinar las oscilaciones de las particulas como ligadas entre si;
en la malla, como ¢n todo el conjunto. surgen oscilaciones de dife-
rentes frecuencias, cuya energia debe tenerse en cuenta.

No obstante, a temperaturas bastante elevadas, cuando la energia
de oscilacién es grande, las particulas se pueden considerar como
independientos. Cada partieula realiza alrededor do la posicién
de equilibrio movimientos oscilatorios. Para determinar la energia
media de oscilacion de la particula hay que tener en cuentu que ésta
posee determinada cantidad de energia, tanto potencial como ciné-
tica. Como término medio, a cada nna de estas clases lo corresponde
la misma cantidad de energia. Asi tenemos que si designamos por
w, la energia cinética media de la particula, la energia media total
de la particula seri w = 2w,. 4
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En la red cristalina espacial, cada particula puede oscilar alre-
dedor de su posicién de equilibrio en cualquier direccién; por lo
tanto su velocidad v debe darse como vector. De aqui que cada parti-
cula posea tres grados de libertad . Por ese, la energia cinética

media w, = %ki" = —';—kT, v la energia media total de una particula
serd

w= 2w, =3kT.

La energia interna total I de un mol del cuerpo sélido la obtene-
mos multiplicando la energia media de una particula por el nimero
de particulas que oscilan independientemento en un mol. Para los
solidos cristalinos quimicamente simples, ol nimero de particulas
de oscilacién independiente en un mol*) coincide con el nimero de
Avogadro N, asi es que

U=1tw:N=3NkT =3RT, (1)

donde A es la constante de los gases.

Para los s6lidos, cuyo coecficionte de dilatacién es pequefio las
capacidades calorificas a volumen y presién constantes practica-
mente no se diferencian. Por eso, en adelante no las diferenciare-
mos. De aqui que la capacidad calorifica atémica (o calor atémico)
de un solido cristalino quimicamente simple, que es numéricamente
igual al aumento de la encrgia interna U al elevar la temperatura
en 1°, serd, segan férmula (1):

C = 3R,
y como la constante do los gases R =z 2 cal/grado-.mol, tenemos
C = 6 cal/grado mol,

es decir, el calor atémico de los cuerpos simples en estado sélido crista-
lino, a lemperatura bastante elevada, es igual a 6 cal/grado mol. Lsta
enunciacién se denomina ley de Dulong y Petit.

Sin un examen mas detallado del cardcter de las oscilaciones
de las particulas que forman el cristal y actGan unas sobre otras,
no se puede indicar de antemano qué temperatura del cuerpo dado
se debe considerar suficicntemente elevada para que se cumpla la
ley de Dulong y Petit. Sus autores misinos, la establecieron basindose
on datos empiricos obtenidos para una serie de soélidos a la tempe-
ratura de la habitaciin,

La tabla XV indica los calores atémpices de ciertos cuerpos simples.

En la tabla se ve que para la mayoria de los elementos citados
(Al, Fo, Au, Cd, etc.), el calor atémico se aproxima a 6 cal/grado

*} Tara los'elementos ¢n estado solido, el término emols se aplica al dtomo
gramo.
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Tabla XV
Calor 4témieo de los elementos en estado sélido
Elemento m“;‘igg c Elemonto ar.ai?:]i:; ¢

Aluminio, Al . . . ,| 6,44 |Cobre, Cu, . . . . . 5,81
Diamante, C , . , |, 1,35 Estafio, Sn ., , . . .. 6,63
Hierro, Fe . . . . . 6,36 | Plalino, P . . , ., . 65,29
Oro, Au. . . .« ., 6,36 |Plata, Ag . .. .. £,13
Cadmio, Cd . . . . . 6,14 Zine, Zn . . .. . 5,10
Silicio, 51 . . . . . 4,67 |Bore. B. . .. ... 2,51

mol, es decir, que para estos elementos la temperatura de la habita-
<i6n es suficientemente elevada para que los 4tomos oscilen prictica-
mente con independencia mnutua. Para cstos cuerpos se cumple Ia ley
de Dulong y Petit. Para ol diamante, cl silicio v el boro, a Ia tempe-
ratura de la habitacién, este calor atémico es mucho menor de
6 cal/grado mol; esto significa que en las redes cristalinas de estos
cuerpos, a la temperatura de la habitacion, las oscilaciones de los
étomos no se pueden considerar independientes. A la temperatura
de 985° G, el calor atémico del diamante es igual a 5,52, es decir,
se aproxima al valor de la ley de Dulong y Petit.

Munchos cristales de cuerpos quimicamente compuestos tienen
caricter ionico. En estos cristales no se pueden considerar por sepa-
rado las moléculas individuales del cuerpo, como se puede hacer
en estado gaseoso. En la red cristalina se alternan regularmente sélo
los atomos, en forma de iones, quo entrarian en la composicién de la
molécula de gas del cuerpo dado. De aqui que el niimero de parti-
culas que constituyen el mol de este cuerpo en estado cristalino, sea
igual al nimero de dfomos de un mol de este cuerpo. Asi tenemos que
un mol de gas de cloruro sédico contiene un nimero de moléeulas
NaCl igual al nimero de Avogadro . Sin embargo, en el cristal de
sal gema tememos dispvestos segin vértices de la red (fig. 223)
iones de Na* y Cl-, enyo niimero total (de iones Na* y Cl- en conjun-
to) es de 2/V. Considerando, como antes, que a cada uno de los iones

de la red corresponde una energia media w = 2-72- kT, obtenemos que
el calor especifico molar de la sal gema dobe ser:

C= 2 k-2V =6kN =GR,

0, aproximadamente, 12 cal/grado mol. El mismo razonamiento es
justo para el caso en que los dtomos, permaneciendo neutros en la
red, oscilen independientemente uno del otro. De aqui que el calor
especifico molar de todos los demas compuestos sélidos diatomicos
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debe ser aproximadamente de 12 cal/grado mol. De la misma manera
obtenemos que los compuestos triatémicos deben tener aproximada-
mente un calor especifico molar de 18 cal/grado mol, los de cuatro
Atomos, v algunos pentaatémicos de 24 calfgrado mol, etc.

Tabla XVI
Culor molecular de los pucst:
silides

Compuesto Gmorzgisal\jﬁi;“m
Cu0 11,3
NaCl 12,1
CaCl, 18,2
BaCl, 18,6
KNOg 241

Esta deduccién coincide con la ley de Joule y Kopp, establecida
empiricamente, segin la cual el calor especifico molar de los com-
puestos solidos es igual a la suma de los calores atémicos de sus compo-
nenies.

La loy de Joule y Kopp puede ser justa solamente a temperaturas
suficientemente elevadas para que las oscilaciones de las diferentes
particulas se puedan considerar independientes.

c

&

4

2 Fig. 237. Variacién de ln capacidad cn-
lorifica de los sélidos en funcién de la

0 T temperatura.

La tabla XVI indica que para una serie de compuestos sflidos,
la Jey de Joule y Kopp se cumple con bastante exactitud a la tempe-
ratura de la habitacién.

Con el descenso de la temperatura, la capacidad calorifica de todos
los sélidos disminuye. Su disminucién con la temperatura viene
representada graficamente en la fig. 237. Cuando la temperatura
tiende al cero absoluto, la capacidad calorifica de los silidos tiende
a cero. La variacion de la capacidad calorifica de los cuerpos a tempe-
raturas muy bajas se puede explicar solamente basindose en la
mecanica cuantica.

Segiin ella, como so ho sefialado en el § 49, la ene fa do las particulas indi-
viduales no varia mas que a saltos. Esto también so refiere a la energia de osci-
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lacién de Jos dtomos (o de los iones) do la red cristalina. La porcién de energin
en quo varia a saltos la de las particulas que oscilan en la red, es igual a fiv,
donde % ¢s la constante de Planck, igual a 6,6-10-%7 org s, ¥ v es la frecuencia

de oscilacién de la particula. A las temperaturas en quo la energia media —;- kT

correspondiente a un grado de liberlad, ¢s grande en comparacién con el valor
kv, se puede considerar que la encrgia de oseilacion de la particula varia conti-
nuamente con Ja temperatura 7y, por lo tante, s¢ puede aplicar la teoria cli-
sica. A las bajas temperaturas en que la energia media %k}" es del mismo orden
que la poreidn de energia kv, ¢l cdleulo debe basarse en In mecinica cudntica.
La frecuencia de oseilacién do las partieulas en la red cristalina s unn magnitud
del orden de 1012 572, de donde, de la desigualdad

1
-2-.#:3“>.’w

obtenemos que el mélodo clisico de cdlculo es aplicable para las temperaturas
que satisfagan la condieibn:
2.6,6.10-27.4012
I>~Fziom

Asi tencmos que, para la temperatura de la habitacién (T = 300° K) cs
satisfactorio el método cléisico de cileulo de las capacidades calorificas; pero,
a temperaturas del orden de —200°C, hay que caleularlas segin ln teoris
cudntica, t

°K == 100 °K.

Las bases de la teoria cudntica de la capacidad calorifica de Ios
cuerpos sblidos fueron expresadas por Einstein. Después, Debye
tuvo en cuenta la gran importancia de la interaccién de las parti-
culas que componen la red, a temperaturas bajas. Debye no estudié
las oscilaciones de las particulas individuales, sino las escilaciones
establecidas en la red como un todo. Debye demostré que en la red
cristalina deben establecerse ondas estacionarias de una amplia pame
de frecuencias, que abarca hasia las acusticas.

Sumando la energia de todas estas oscilaciones de la red crista-
lina y teniendo en cuenta su dependencia de la temperatura, segin
la mécanica cuéntica, Debye llegé a resultados que concuerdan en
alto grado con los experimentes, Para femperaturas muy bajas,
la capacidad calorifica de los silidos varia proporcionalmente al cubo
de la temperatura absoluta.

La teoria de Debye es notable porque enlaza las oscilaciones
térmicas de los cristales con sus oscilaciones actsticas.

Il fisico soviético L. I. Mandelshtam ha indicado que las osci-
laciones térmicas eldsticas en los cristales deben influir en el cardc-
ter de la luz dispersada por los mismos (véase el t. ITI). Este fens-
meno predicho por L. I. Mandelshtam lo ‘observé el fisico también
soviético Ii. F. Gross, con lo cnal se vio confirmada experimental-
uézlandte la existencia deo oscilaciones térmicas eldsticas en los
solidos.

§ 94. Fusién y vaporizacién de los cuerpos s6lidos. Como se ha
indicado en el § 87, los sélidos cristalinos tienen una determinada



416 Capitule X Sélidos

temperatura de fusion. Esta temperatura depende cn cierto grado
de las condiciones exteriores.

Si la fusién va acompaiada de un aumenio de volumen (lo cual
ocurre en la mayoria de los cuerpos), al elevar la presién se eleva la
temperatura de fusién: un cuerpo ya fundido, al elevar la presién puede
solidificarse de nuevo.

Si le fusion va acompafada de una disminucion de volumen (es
el caso del agua, el bismuto, el antimonio y algunas otras substancias),
al aumentar la presién desciende la temperatura de fusién, y se puede
con ello hacer pasar otra vez al estado liquido un cuerpo ya solidificado.
El hielo a presion se derrite a una temperatura inferior a 0° G; el
punto de fusién del hielo desciende aproximadamente en 1° por
cada 130 atm de aumento de presion.

A grandes presiones, los cuerpos que al fundirse se dilatan, se
pueden retener en estade solido a temperaturas mayores que l
critica. '

Asi tenemos que el cloruro de fosforo puede permanoccer en estado
s6lido a la presitn de 2 050 kgffem? siendo la temperatura ¢ = 1027
mientras que su punto critico estd a p = 75 kegf/em® y ¢ = 50°
El anhidrido carbénico, de temperatura critica igual a 31°, a la
presion p = 12 000 kgf/em® también permanece solido siendo la
temperatura ¢ = 93° C.

Al examinar las isotermas de Van der Waals hemos visto que
a temperaturas superiores a la critica, las curvas se hacen suaves,
lo cual no permite en este caso diferenciar las dos fases, gaseosa
v liguida. Noobstante, el estado sélido puede existir a temperaturas
mayores que la critica.

El proceso de paso del estado sélide al liquido esta relacionado
con cierto gasto de energia; en otras palabras, para que la masa dada
dol sélido pase al estado liquido a la misma temperatura, hay que
comunicarle cierta cantidad de calor, denominada calor de fusidn.
Al solidificarse ol liquido, esta energia se desprende en forma de calor.
Tl calor de fusiéon es muy diferente para los distintos cuerpos; asi
tenemos que para el agua es igual a 80 cal/g, y parn el mercurio,
solamente 2,75 cal/g.

n la pag. 375, al estudior el ciclo de Carnot realizado con una mezela do
liguide ¥ vapor salurado sobre él, hemos visto que se puede establecer cicrta
dependencia entro el color de vaporizacién por un lado v la elasticidad de los
vapores salurados en funcidn de la temperatura, por otro. Todos los razonamicn-
tos aducidos en aquel pérrafo siguen en vigor incluso cuando, como cuorfo de
trabajo (agente de iransformacifn), se toma una mezcla de fases sélida y ligui-
da do un euerpo cualquiera.

Asi tenemos que la formula [(6) de 1a pag. 375}

dp 14 A
ar T Ve—V, o
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sigue siendo vilida para el caso cuanndo T es la temperatura de fusién; A, el
calor de fusién; Vi y Vs, los volimenes especificos respectivos de las fases i qui-
da y sélida, y p, 1a presién de la mezcla.

La fbrmuli {1) se puede escribir de la forma siguicnte:

dT=T ﬁ-_ii"_ dp, ()

en cuyo caso nos dara la variacién de la temperatura de fusién d7 en funcién
de la variacién de la presién dp.
De la férmula (2) se deducen directamonte.las reglas indicadas de que
si ol volumen especifico dol liquido ¢s mayor que el de la fase solida (V§ > V),
al elevar la presién (d;p = 0), el punto de fusién sube; si Vj << ¥,, al elevar la
resién, ol punto de fusién desciende. Por ejemplo, ol volumen especifico del
ielo a 0°C es ¥y = 1,0908 cm®g, el volumen especifico del agua a la misma
temperatura es V5 = 1,0001 cm3g, cl calor de fusién del hielo A = 79 cal/g =
= 33.10% erg/g. De aqui que, para valores de T préximos a 273° K, al variar
la presién en dp se produce un cambio de temperatura do fusién

(,0807
—2 ’ dp.
PR gy 7
donde p se da en barias.
Si p se expresa en atmésforas, tenemos que
dT = —=0,0076 dp.
De agui que para disminuir la temperatura de fusién del hielo en 1°, hay gue

aumentar la prosiin on 070078 atm = 130 atm, que concuerda con los datos
arriba aducidos, '

La temperatura de fusién depende en alto grado de la pureza
de la substancia dada. A veces, impurezas insignificantes pueden
hacer descender notablemente la temperatura de fusién. Para las
aleaciones que no son composgiciones gquimicas estrictamente deter-
minadas, sino que pueden obtenerse en proporciones cualesquiera
de los componentes fundidos, la temperatura de fusién es una funecién
caracteristica de la composicién de la aleacién (fig. 238). Sea una
aleacién formada de dos elementos A4 y B. Tomemos como abscisas
la cantidad de las substancias 4 y B de la aleacién, teniendo en cuen-
ta que de izquierda a derecha se indica el sentido del aumento de la
cantidad de la substancia 4. Tomemos como ordenadas las tempe-
raturas de fusién. El punto T representa la temperatura de fusion
de la substancia pura B; pequefias impureras do la substancia 4
acarrean un descenso de la temperatura de fusién, que alcanza su
minimo en el punto €. La composicién de la aleacién correspondiente
a este punto C se denomina euzéctica. Después, la temperatura de
fusién se eleva, alcanzando el punto 7, que pertenece a la substan-
cia pura 4. De la marcha de la curva se ve que una pequeiia adicién
del segundo componente (tanto del menos fusible al mas fusible,
como del mis fusible al menos fusible), siempre acarrea un descenso
de la temperatura de fusién en comparacién con Ia temperatura de
fusiéon de la substancia pura.

27-0705
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Los s6lidos, como los liquidos, en mayor o menor grado se evapo-
ran a cualquier temperatura formando el vapor de la substancia
dada.

Enfriemos un liguido en un recipiente cerrado y supongamos que
sobre ¢l no hay més que vapor saturado. A medida que desciende
la temperatura, la presién del vapor disminuye. Supongamos gque

e

I
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Fig. 438. Dependencia entre la lemperatura
e fusién y la composicién do la aleacién.

J_?.-_' [——]

esta variacion de“la presion en funcién de la temperatura viene
representada por la curva €D de la fig. 239.

El punto D corresponde a la temperatura de solidificacion del
liguido bajo la presién del vapor saturado. Al alcanzar el punto D,

Fig. 239. Punto triple:
1 — fase solida; 2 — fase liguida;
3 — fase gaseosa.

si se'le sigue restando calor, empieza ol paso del liquide al estado
solido; pero la temperatura permanece constante mientras toda la
masa de liquido no se solidifique. Durante todo este tiempo, la
presién del vapor saturade también permanece constante e igual
a la ordenada del punto D. Cuando todo el liguido pase al estado
sélido, sobre el sélido seguira habiendo vapor saturado. Con el ulte-
rior enfriamiento del sélido, empieza a descender también la pre-
si6n del vapor saturado, pero segin la curva DG.

Asi tenemos que en el punto D coinciden dos curvas: la curva
@D, que representa la presién del vapor saturado en funcién de la
temperatura sobre una substancia en estado sélido, y la CD que
ropresenta lo mismo cuando Ia misma substancia esti en estado
liguido. A temperaturas inferiores a la correspondiente a la abscisa
del punto D, el vapor no pucde estar, en equilibrio més que con el
cuerpo sélido; a temperaturas superiores a ésta, el vapor puede estar
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en equilibrio solamente con el liquido. En el punto D, los tres esta-
dos de la substancia, sélido, liquido y vapor saturado sobre ellos,
o como se dice, ]las tres fases, se hallan en equilibrio, Por eso, el
punto D se denomina punio triple.

La temperatura del punto triple es la de fusién de la substancia
que se halla a Ia presién de su vapor saturado. Si la substancia sc
somete a mayores presiones, la temperatura de fusion también varia.
Como se ha indicado, para la mayoria de los cuerpos, al aumentar
la presién, se eleva también la temperatura de fusion.

Se puede construir una curva que exprese la dependencia entre
la temperatura de fusién y la presién. Esta curva pasara por el punto
triple D. En la fig. 239 esta curva viene representada por la linea
DL. La fig. 239 se refiere al caso cuando la temperatura de fusién
del cuerpo aumenta con la presién.

Como Ja temperatura de fusién depende muy poco de la presién
(la curva DL estdi muy empinada), a las presiones corrientes (del
orden de una atmésfera), la temperatura de fusién coincide con la
del punto triple.

En la mayor parte de los casos se opera con cuerpos a temperaturas
mucho menores que la del punto triple (hierro y otros metales a la
temperatura de la habitacién), por eso la presién de su vapor
saturado es insignificante, y la evaporacién de estos cuerpos sélidos
priacticamente no existe. Pero cerca del punto triple, la presién
del vapor saturado puede notarse perfectamente. Asi tenemos que
el agua en el punto triple {a 0,00748° C), tiene una presién de vapor
saturado de p, = 4,58 mm Hg, a —1° C, la presién del vapor satu-
rado es de 4,22 mm Hg y a —10°C aiin sigue siendo igual a
1,95 mm Heg.

Esta elasticidad relativamente grande del vapor saturado
explica la evaporacién facilmente perceptible del hielo, y en parti-
cular, el hecho de ¢secarse» la ropa mojada a temperaturas bajo
cero. El yodo, en el punto triple (114° C), tiene una presién de vapor
saturado igual a 90 mm Hg. Este alto valor de la presién del vapor
saturado permite facilmente demostrar en los cristales de yodo el
proceso de evaporaeion («sublimaciéns) de los cuerpos sélidos,

Una serie de substancias tienen, incluso en el punto triple, bajas
presiones del vapor saturado; por ejemplo, la plata, a la temperatura
de fusién (962° C), tiene una presién de vapor saturado que no es
mas que de 2:10-* mm Hg.

§ 95. Estructura cuasicristalina de los liquides. En el § 78 ya
se ha indicado que la naturaleza de los Jiquidos, sobre todo cerca
de la temperatura de solidificacién, se parece en mucho a la de los
solidos. Ahora vamos a examinar con mayor detencioén este parecido.

Ante todo hay que sefialar que en la fusién (o en la solidificacién),
las propiedades de la substancia varian mucho menos que en la
vaporizacion,.

27
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Ya se ha indicado que la fusién va acompafiada de variaciones
mucho menores del volumen especifico que la vaporizacidn, :si
ésta transcurre a temperaturas inferiores a la eritica.

Los calores de fusién son pequeiios en comparacién con los de
evaporacion. "

Por ejemplo, a las temperaturas de ebullicién, los calores de
evaporacion del sodic y del mercurio son respectivamente de
25 000 cal/mol y 14 000 cal/mol.

Los calores de fusién de los mismos elementos son respectiva-
mente de 610 cal/mol y 570 cal/mol.

En la tabla XVII se comparan los calores especificos molares
de una serie de substancias en los estados sélido y liquido.

Tabla XVII

Calores especificos molares a presién constante de substancias
s6lidas y liquidas

Substancia Na Hg Ph Zn Al HCl CHy
C, (s6lido) 76 | 67| 72| 7.2 6,4 | 12,27 10,0
€p (liquido) 8,0 671 771 79 ) 6,25 | 14,73] 13,5

De la tabla se ve que los calores especificos molares, tanto de los
cuerpos quimicamente simples como de los compuestos, al pasar
del estado sélido al liquido varian poco. Esto indica que el cardcter
del movimiento térmico de las particulas en estado liquido se apro-
xima al caracter del movimiento térmico de las particulas en estado
s6lido. En esta deduceidén se basa la teoria de Y. Frenkel seiialada
en el § 78, segGn la cual las moléculas del liquido oscilan alrededor
de las posiciones temporales de equilibrio. La diferencia entre los
estados liquido v sélido se reduce a lo siguiente: en los cuerpos soli-
dos, cada particula (dtomo o ion) oscila alrededor de una posicién
determinada de equilibrio, que permanece coustante durante largo
tiempo; en los liquidos, cada particula también oscila alrededor de
una posicién determinada de equilibrio, pero en el transcurse de nn
intervalo de tiempo mucho menor, después del cual su posicion
de equilibrio varia. Designando el tiempo medio 7 durante el cual
la particula permanece alrededor del lugar determinado de equili-
brio, con el nombre de tiempo de vida «sedentaria», tenemos que el
estado solido de la substancia se caracteriza por una mayor duracién
de la vida «sedentaria» que el liquido.

En los pérrafos anteriores hemos visto que en el estado sélido
cristalino de los cuerpos, las particulas estdn dispuestas con deter-
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minada simetria espacial segiinflos vértices de una red geométrica
regular. Se pregunta: /existe también algtn orden en la disposicién
de las particulas del liquido (mejor dicho, en las posiciones tempo-
rales de equilibrio)? Una serie de hechos nos obliga a contestar afir-
mativamente a esta pregunta: las oscilaciones térmicas de las parti-
culas de los liquides no son independientes; en los liquidos puede
haber las mismas ondas eldsticas de radiacién calorifica que en los
solidos (pég. 415); los rayes X, al atravesar un liquido, revelan, aun-
que borroso, un determinado y perceptible cuadro de difraceién
(véase el t. III). Pero al mismo tiempo hay que notar que los liquidos
(excepto raros casos), no revelan ninguna anisotropia, la cual es
caracteristica de los s6lidos cristalinos con su distribucién regular
de Jas particulas segiin Jos vértices de la red geométrica. Estas
aparentes contradiceiones se vencen basdndose en la hipo6tesis segiin
la cual en Jos liquidos existe la llamada cordenacién préximas en la
disposicién de las particulas.

Por «ordenacién proxima» se sobreentiende la disposicién apro-
ximadamente regular que tienen las particulas cercanas a la parti-
cula dada. A medida que nos alejemos de Ja particula dada, el
orden de la disposicién de las demas particulas respeeto a la dada,
se alterard mas y méis. En los limites de un volumen considerable,
practicamente las particulas estan dispuestas desordenadamente.
Esta disposicién de las particulas corresponde a una estructura
diferente de la verdaderamente cristalina de los sélidos, en que
ticne lugar la «ordenacién lejana» u «orden de largo alcancer. En la
«ordenaci6én lejanay, las particulas se disponen regularmente segin
los vértices de Ja red geométrica en un volumen considerable.

De lo dicho se deduce que el liquido tiene, hasta cierto grado,
una estructura ordenada solamente dentro de los limites de pequeiios
volimenes. Esta estructura se denomina cuasicristalina.

Al elevar la temperatura, la duracién de la vida esedentaria»
de las particulas del liguido se hace cada vez menor, y el liguido,
por sus cualidades, se aparta de los s6lidos y se acerca a los gases
densos.

La teoria aducida permite también explicar las propiedades
mecanicas de los liquidos.

Como se sabe, los liquidos fluyen. Sin embargo, cuando actian
fuerzas en intervalos de tiempo muy breves, los liquidos viscosos
revelan la propiedad de ser fragiles y son capaces de sufrir defor-
maciones eldsticos. Ya en la segunda mitad del siglo pasado, Maxwell
desarrollé la teoria formal del estado de la substancia en el cual
se podian revelar al mismo tiempo la fluidez y la deformacién elas-
tica.

La tensién en esta substancia no desaparece inmediatamente al
cesar la accién de Ia fuerza, sino seglin la ley:

Pr= pee~ %,
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donde p, es el valor de la tensién inicial, p; es el valor de la tensién
al cabo del tiempo ¢ después de cesar la accién de la fuerza. La
magnitud v se donomina tiempo de relajacidn.

Segin Maxwell, la substancia se comporta como un sélido, si
1a fuerza acta durante un intervalo de tiempo menor que el tiempo
de relajacién T, y como un liquido, si la fuerza actiia durante un
tiempo mayor que t. Segan la teoria de Frenkel, la substancia debe
comportarse como un sélido solicitada por fuerzas tan fugaces, que
su duracién es menor que el de la vida «sedentaria» de las particulas.
Efectivamente, durante intervalos de tiempo tan pequeiios, las
particulas permanecen alrededor de sus posiciones de equilibrio,
y la substancia tiene la estructuralcaracteristica del estado sélido.
Si el tiempo en que actiian las fuerzas es mayor que el de la vida
gsedentaria» de las particulas, la substancia revela la existencia
de un flujo viscoso, es decir, se comporta como liguido. De esta
manera tenemos que, en la teoria de Y. Frenkel, el tiempo de relaja-
ci6én adquiere sentido fisico: coincide con el tiempo de vida eseden-
taria» de las particulas.

§ 96. Absorcién y adsorcién de los gases por los sélidos. Los
experimentos demuestran que si un cuerpo sélido cualquiera, que
ha estado en contacto con un gas, se coloca en un recipiente del
cual se va extrayendo el aire, el cuerpo empieza a emanar el gas
con gque habia estado en contacto. De aqui se deduce que los sélidos
absorben gases.

Esta absorcién serd tanto mayor cuanto mayor sea la presidn
del gas y cuanto mayor sea la superficie del sélido. Los materiales
en polvo absorben mucho més que los trozos grandes de la misma
composicién y de la misma masa. Esto demuestra que la absorcién,
aungque sea en parte, tiene cardcter de adherencia del gas a la super-
ficie del sélido.

Un estudio més detallado indica que hay dos clases diferentes
de imbibicién de los gases por los sblidos: absorcién y adsorcidn.
La adsorcidn es la adherencia del gas a la superficie del sélido forman-
do una delgada capa. La absorcidn u oclusidn es la imbibicién del gas
por toda la masa del s6lido, es decir, un proceso anilogo a la disolu-
ci6n de los gases en los liquidos.

El gas adsorbido puede formar en la superficie del sblido una
fina pelicula monomolecular andloga ajlas capas monomoleculares
gue pueden existir en la superficie de los liguidos (§83).

La formacién de una capa monomolecular de gas en la superficie
de un sélido se debe a las grandes fuerzas de interaccion existentes
entre las moléculas del gas y del s6lido. Hay que considerar que estas
fuerzas tienen caricter de atraccién y actiian solamente a pequeiias
distancias. Por eso, cuando sobre la primera c¢apa de moléculas
de gas se posan moléculas nuevas, sobre éstas actiian solamente fuer-
zas de parte de las moléculas de la primera capa, y no de las molécu-
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las del s6lido; estas fuerzas son insuficientes para retener las molé-
culas del gas en una segunda capa.

En el vacio, la capa de moléculas adsorbida se desprende y se
libera poco a poco de la superficie del sélido. Cuanto mayor sea la
temperatura, con maés rapidez se efectuars el proceso de desprendi-
miento del gas de la superficie del sélido.
£S5 La absorcién u oclusién se realiza generalmente a elevadas tempe-
raturas, ya que sélo a estas temperaturas se observa cierta difusién
del gas hacia el interior del sélido.

Algunos s6lidos son capaces de ocluir gas en grandes cantidades,
ocurriendo que el volumen del gas absorbido (reducido a las condi-

Fig, 240. Mejoramiento del wvacio absor-
biendo gases con carhén enfriado.

ciones noimales) puede ser centenares de veces superior al propio
volumen del sélido. El paladio candente puede absorber un volumen
de hidrégeno (considerado a la presién normal) 1 000 veces superior
al propio volumen del paladio. Los metales alcalinos absorben hidré-
geno en alto grado, sobre todo el sodio. Al calentar estos metales en ol
vacio, los gases absorbidos se desprenden.

Los fenémenos de adsorcién y de absorei6n (oclusién) desempeiian
ung gran funcién en la técnica del vacio. Para extraer el gas de las
partes s¢lidas (sobre todo de las metalicas) introducidas en el reci-
piente o aparato en que se hace el vacio, hay que calentarlas a ele-
vada temperatura extrayendo continuamente el aire. Por otro lado,
el fenémeno de adsorci6n se utiliza para mejorar el vacio. Para estos
fines se utiliza principalmente la capacidad del carbén de ledia
de adsorber en alto grado muchos gases, sobre todo a bajas tempe-
raturas.

Al recipiente 4, en el que se quiere elevar el grado de vacio
(fig. 240), se une el recipiente B lleno de carbén sin gases. Al sumer-
gir el recipiente B en el aire liquido, se enfria hasta la temperatura
de —184° C absorbiendo el resto de gas del recipiente A. De esta
manera se puede obtener un vacio del orden de 10-% mm Hg.

En la tabla XVIII se dan (reducidos a las condiciones normales)
los voliimenes de diferentes gases absorbidos por unidad de volumen
de carbén a la temperatura del aire lfquido.
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De la tabla XVIII se ve que el gas que menos se absorbe a la
temperatura del aire liquido es el helio. Esta propiedad del helio
se utiliza para purificarlo: al hacer pasar helio impuro por un reci-
piente con carbon enfriado, los gases que acompaiian al helio (nitré-
geno, oxigeno, etc.) son en alto grado absorbidos por el carbém,
mientras que el propio helio se absorbe en muy pequeiias cantidades.

Para que el carbdn posea la propiedad de absorber en alto grado
los gases, debe obtenerse en forma porosa y libre de los hidrocarburos
que generalmente lleva en los poros. Para ello se calienta en un reci-
piente cerrado a la temperatura de 350—400° G, introduciendo
y extrayendo alternativamente aire.

Esta elaboracién se denomina aectivacién del carbén. La activacién
del carbdn se utiliza también en la técnica de la defensa militar:
las caretas antigas corrientes llevan carbém activado.

Tabla XVIII

Volumen de gases absorbides por
el carbén a la temperatura del aire
liqui

Volumen de gas
Gas absorbldo por unidad
de volumen do carbdn

Helio:: & oo & 15
Hidrdgeno . . . . 130
Nitrdgeno . . . . 155
Argbn . . . . .., 175
Oxigeno . . . . . 230

En la superficie dol sélido se pueden adsorber liquidos, ademds
de gases. Las substancias adsorbidas cambian las propiedades de la
superficie del sélido. Algunos solidos, debido a las substancias adsor-
bidas en la superficie, tienen menor tenacidad. Al parecer, en este
caso, desempefian una funcién muy importante las grietas microscd-
picas y las rendijas entre los cristales de los cuerpos {metales) poli-
cristalinos. Las moléculas del liquido adsorbido penetran en las
grietas microscépicas y las ensanchan. Este fenémeno tiene utilidad
practica: mojando la superficie del sélido con el liquido correspon-
diente se puede disminuir el trabajo necesario para cortar una pieza.



TERCERA PARTE

VIBRACIONES Y ONDAS

CAPITULO XI
Movimiento vibratorio armoénico

§ 97. Vibraciones armoénicas simples. Como demostramos en el
§ 89, en las deformaciones eldsticas que ecumplen la ley de Hooke
aparece una fuerza dirigida hacia la posicién de equilibrio y pro-
porcional a la deformacién.
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Fig. 241. Oscilaciones de un peso A4, sujeto !
entre dos muelles, respecto a la posicién de @) W\N\/\
equilibrio 0. e L

Supongamos que un peso A estd sujeto entre dos muelles. Estos
dos muelles estan tensados por igual y el peso se encuentra en equili-
brio en la posicién O (fig. 241,a). Desviemos el peso de esta posicion
de equilibrio hacia la derecha (fig. 241, b) una distancia igual al
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segmento -tz (consideraremos positivos los segmentos tomados de
izquierda a derecha). En estas condiciones, el muelle;de la derecha
estard comprimido y el de la izquierda estirado, y sobre el peso
actuard una fuerza —f dirigida hacia la posicién de equilibrio O,
cuyo valor numérico sera tanto mayor, cuanto mayor sea la desvia-
c¢ién z. Bajo la aceién de esta fuerza el peso A comienza a moverse
hacia la posicién de equilibrio con una velocidad cada vez mayor.
Al llegar de nuevo a la posicién de equilibrio (fig. 241, ¢), 1a fuerza f
serd igual a cero, pero el peso tendri una reserva de velocidad —u,

A Fig. 242, Oscilaciones de un péndulo,

que le permitird atravesar la posicién de equilibrio y continuar
moviéndose hacia la izquierda. Al ocurrir esto, el muelle izquierdo
se comprime, el derecho se estira y sobre el peso comienza a actuar
una fuerza --f dirigida hacia la derecha, es decir, hacia la posicién
de equilibrio. Esta fuerza frenard el movimiento del peso hasta que
éste se pare. Luego el peso comenzard a moverse en sentido contrario.
De esta forma se establece un movimiento vibratorio u esecilatorio
del peso A en torno a su posicién de equilibrio.

Otro ejemplo de movimiento oscilatorio pusde ser el de un pén-
dulo plano (fig. 242). Cuando el hilo del péndulo esti en posicién
vertical, la fuerza de la gravedad P aplicada al peso se equilibra
con la tensién del hilo. Pero si el péndulo se desvia de la posicién
de equilibrio, un 4ngulo cualquiera @, solamente una parte de la
fuerza de la gravedad P estarf compensada por la reaccion del hile,
concretamente, la componente P, de dicha fuerza paralela al hilo.
La componente P,, perpendicular a él y numéricamente igual a
P sen ¢, estd dirigida hacia la posicién de equilibrio del péndule
y no estd equilibrada. Cuando-el &ngulo ¢ es pequefio, el seno puede
sustituirse por el propio angulo y P, seri aproximadamente igual
a Pg. La separacién del peso del péndulo de su posicién de_equilibrio
se llama elongacidn y se determina por el dngulo ¢. Cuando ¢ es
pequeiio, la fuerza que hace que el peso vuelva a la posicién de
equilibrio es proporcional al &ngulo ¢

Bajo la influencia de esta fuerza el péndulo entra en movimiento
oscilatorio con relacién a su'posicién de equilibrio. EnJeste caso el



§ 97, Vibraciones armdnicas simples 427

movimiento no se produce por una fuerza elastica, sino por la com-
ponente de la fuerza de la gravedad P, dirigida hacia la posicion
de equilibrio y proporcional (cuando el dngdlo ¢ es pequeiio) a la
elongacién del péndulo. Por consiguiente, esta fuerza es aniloga
a las fuerzas eldsticas y las oscilaciones que produce (euando los
ingulos @ son pequeiios) coinciden, por el caricter del movimiento,
con las vibraciones debidas a una fuerza eldstica.

Las fuerzas, que, sin ser eldsticas por su naturaleza, son andlogas
a éstas por su dependencia de la elongacion, se llaman cuasieldsticas.

Los ejemplos anteriores demuestran que la accion de las fuerzas
elasticas o cuasielasticas da lugar al movimiento vibratorio u osei-
latorio. Estudiemos més detenidamente este movimiento.

Determinemos la posicién de un punto material de masa m por
gu separacion x de la posicién de equilibrio, es decir, por su elonga-
¢ién; en la posicién de equilibrio 2 = 0. Toda fuorza elastica (o cua-
sielastica) f se caracteriza por ser proporcional a su elongacién z
y estar dirigida hacia la posicién de equilibrio; por lo tanto, podemos
escribir: :

f = —ka. (1)

El signo menos significa que la fuerza esti dirigida en sentido
contrario a la elongacién z; por ejemplo, si la elongacién es hacia
arriba, la fuerza actia hacia abajo; si la separacion z es hacia abajo,
la fuerza actda hacia arriba, y asi sucesivamente. EI coeficiente &
es positivo, Por la segunda ley de Newton:

mw = f = —kz, (2)

donde w es la aceleracién del punto material que se estudia.

Esta aceleracién w es igual a la segunda derivada de la elonga~
% o) s d2x 2
ciéon con respecto al tiempo, es decir, w = Fm@) Para abreviar,

designaremos esta segunda derivada poniendo dos puntos sobre la

magnitud de la cual se toma, por lo tanto w = Z, Poniendo esta
expresién de w en (2), obtenemos:

me = —ke (3)
o
Z= _-%ac. (3a)

Como k y m son dosTmagnitudes positivas, la razén entre ellas
puede igualarse al cuadrado de una magnitud ®, es decir, podemos
introducir la designacién

= =at. (4)
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Esta magnitud o, por razones que expondremos més adelante,
se llama frecuencia circular o ciclica.
Poniendo en (3a) este valor de k/m, podemos escribir:

= —oz. (5)

Ahora se noz plantea el problema de determinar el movimiento de un
punto del cual sabemos, por la férmula (5), que su aceleracién es
proporcional a la elongacion z y estd dirigida hacia la posicion
de equilibrio. Para conocer el movimiento de un punto hay que
saber su posicién en funcién del tiempo; en nuestro caso hay que
determinar la elongacién z como funcién del tiempo z. Por consi-
guiente, tenemos que hallar una relacién entre = y ¢ que cumpla la
ecuacién (5). No cs dificil comprobar que esta relacion viene dada
por la ecuacidn:

z = a cos (0t + o), (6)

donde a y « son dos constantes arbitrarias que;pueden hallarse par-
tiendo de las condiciomes iniciales, Efectivamente, si tomamos
la segunda derivada de z con respecto al tiempo veremos que el valor

de z obtenido convierte la ecnacién (5) en identidad. El factor a
se llama amplifud; el argumento ©f -+ «, fase, v la constante o, fase
inicial de la vibracién. Con el mismo derecho podriamos haber toraado
la ecuacién en la forma:

x = a sen (o -} a); (7)

en este caso, al déterminar la constante ¢, en cada caso particular
encontrariamos un valor distinto del obtenido por la ecuacién (6).
Pero este valor diferente de la constante o nos daria en cada momento
un valor numérico del seno, en la ecuacién (7), igual al valor numé-
rico del coseno de la ecuacién (6), es decir, los movimientos repre-
sentados por las ecuaciones (6) y (7) serian idénticos.

Las ecuaciones (6) y (7) reciben el nombre de ecuaciones del movi-
miento vibratorio ermdénico; pasemos ahora a estudiarlas.

La propiedad fundamental del movimiento vibratorio armé-
nico simple es su periodicidad. Para simplificar, supongamos”que
la fase inieial es oo = 0, entonces

Z = @ Cos M. {6a)

Cuando ¢ = 0 tenemos que cos wi¢ = -+1, de donde =z = +-a.
Convengamos en tomar los valores positivos de la elongacién hacia
la derecha y los negativos hacia la izquierda de la posicién de equi-
librio (fig. 243). Entonces, el punto material 4, que realiza las
oscilaciones armoénicas, en el momento en que ¢ = 0 se encontrara
a una distancia a (hacia la derecha) de la posicién de equilibrio.
Esta es la elongacién méxima del punto hacia la derecha, puesto
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que el cos wt no puede ser mayor de +-1. Al aumentar el tiempo ¢,
comenzard a disminuir el valor del cos ®# y el punto se trasladara
hacia la izquierda, aproximéndose a la posicién de equilibrio O.

En el momento determinado por la condicién de que wf = 7} , B8

. I = .
decir, cuande ¢ = ;—, el punto se encontrard en su posicion de

20)’
equilibrio 0. Al seguir aumentando el tiempo, el coseno tomard
0 —~— A
* - —
—— - —
4
.\ AN 7
B o8 o
-a +a

Fig. 243. Separacién del punto oscilante de la posicién de equilibrio (clonga-
cidn).

valores negativos y el punto A4 se desviard hacia la izquierda de la
posicién 0. Cuando ¢ ::-% , el coseno toma el valor de —1, de donde

z = —a, es decir, el punto alcanza su posicién extrema izquierda.
Después comienza a moverse hacia la derecha, vuelve a pasar por O,

¥y en el momento en que { = T = 2;:5, vuelve a llegar a la mdxima

elongacién derecha, después de lo cual se repite el movimiento,
De esta forma, el punto retorna al estado inicial del movimiento
al cabo de un tiempo
2%

T==2, (8)
Este tiempo T se llama periodo de la vibracién. Durante un tiempo
igual al periodo 7, el cuerpo 4 que oscila, pasa por cada punto de su
trayectoria dos veces (a excepcién de los correspondientes a las

elongaciones maximas z = 4a), una vez en una direccién y otra en la
contraria.

La magnitud o = ?5.—1 representa el niimero de vibraciones u
oscilaciones en 2n unidades de tiempo. La magnitud , llamada
amplitud, expresa la méxima separacién posible del punto vibrante
con relacién a la posicién de equilibrio (elongacién maxima).

Cuando & == 0 tenemos, que en el momento inicial £ = 0 el
punto A se encuentra en el sitio determinado por el valor de z =
=a cos «. Partiendo de este punto también se puedo estudiar el cardc-
ter del movimiento durante un periodo 7. Por consiguiente, la fase
inicial & determina la posicién del punto vibrante en el momento
inicial £ = 0.
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Junto con la frecuencia ciclica @ podemos estudiar también
. . . i , i .
la {recuencia ordinariav = 4, que nos da el niimero de vibraciones
por unidad de tiempo. Comparando estas tres magnitudes w, v
v T, hallamos entre ellas la relacién siguiente:

s
aafl

o=32nv="-, (9)

Poniendo estos valores de o en (6), obtenemos otras dos expre-
siones del movimiento vibratorio arménico:

z=acos (2nvi+a}, (6b}
x=a CoS (%E-t-ka). (6c)

Aplicando la férmula (4) y la correlacién 7' = 2—::, obtenemos
para el periodo la magnitud

T=2m} % 4 (10)

Do esta forma, vemos que el periodo de la vibracién depende
exclusivamente de las caracteristicas dindmicas del problema,
es decir, de la masa m y del coeficiente k.

X Fig. 244, Representacién del movimien-

L‘——V—J to vibratorio arménico como proyec-
Togote@iial ; cién de un vector a, que gira con veloci-
x=a tose dad angular constante,

En muchos cases relacionados con .el estudio del movimiento
vibratorio resulta cémodo el procedimiento geométrico de representar
la vibracién por medic del vector amplitud.

Este procedimiento se reduce a lo siguiente. Tomemos un eje,
que llamaremos X (fig. 244) y en él un punto cualquiera O. Apli-
quemos a este punto, y formando con el eje X un éngulo « igual
4 la fase inicial de vibracién, un vector que, en una escala deter-
minada, sea numéricamente igual a la amplitud a. Como vemos
en la figura, la proyeccién del vector a sobre el eje X nos da la elon-
gacién del pinto z = ajcos &, en la misma escala que la amplitud.
Si hacemos que el vector amplitud gire con una velocidad angular o,
en sentido contrario al de las agujas del reloj, llegard un momento ¢
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en que forme con el eje X un dngulo w¢ - @ y en el cual su proyeccién
sobre el eje X sea igual a

z = a cos (0t 4 o),

es decir, a la elongaci6n del punto vibratorio en el momento ¢. De aqui
podemos sacar la conclusién siguiente: el movimiento vibratorio
armoénico puede representarse por el movimiento de la proyeccion del
extremo del vector amplitud, aplicado a un punto cualquiera de un
eje determinado (formando con él un Angulo igual a la fase inicial),
que gira con una velocidad angular w alrededor de dicho punto. Asi
so comprende por qué la magnitud © se llama frecuencia circular.

§ QS. Velocidad y aceleracién del movimiento vibratorio armé-
nico. Ejemplos. La elongacién = de un punto material 4 que realiza
oscilaciones arménicas, segun la férmula (6) del § 97 es igual a

z = a cos (0! + o), (1)

donde a es la amplitud de la vibracion; w, la frecuencia circular
¥ @, la fase inicial. La velocidad del punto v es igual numéricamente
a la derivada con respecto al tiempo de la elongacidén z, es decir,

v =§-§. Designemos la primera derivada con respecto al tiempo por
un punte situado sobre la letra que expresa la magnitud de la cual
se toma la derivada. Entonces, derivando, tenemos que
p=1 = —aw sen (ot +a). (2)
La aceleracion del punto A se obtiene tomando la derivada de la
velocidad respecto al tiempo:

.
w= L = &= —aw* cos (0t +a). (3)

Introduciendo en las férmulas (2) ¥ (3), en lugar de @, el periodo
= 2—:. obtenemos

= ﬁ—z——f‘t‘—asen (-21:11::—} oa) ' (2a)
w=—%:- acos(%’.‘—t+a). (3a)

Esta dltima igualdad, basindonos en la formula (1), puede
eseribirse también como sigue:

_ 4n?
W= %W.’r,

de donde volvemos a obtener que la aceleracién del movimiento
vibratorio arménico es proporcional a la elongacién z y estd diri-
gida hacia la posicién de equilibrio (compérese con la pag. 427).
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Por las férmulas (2a) v (3a) vemos, que la velocidad y la acele-
racién de un punto que realiza un movimiento vibraterio arménico
son funciones periédicas del tiempo, con el mismo periodo I' que
tiene la elongacién 2. Examinemos ahora las variaciones de la velo-
cidad y de la aceleracién durante una oscilacién. Para ello hagamos
una tabla de los valores de v ¥ w, en diferentes momentos, y compa-
rémoslos con los de la elongacién x en estos mismos momentos. La
{agedinicial @ volveremos a considerarla igual a cero para mayor faci-

10ad.

En la tabla vemos que la velocidad alcanza sus valores méximos
absolutos, |v| max = 2—;‘4,' cuando el punto oscilante 4 pasa por

la posicién de equilibrio; en las elongaciones extremas, cuando
z = =a, la velgeidad es igual a cero. La aceleracién, por el contra-
rio, esigual a cero cuando el punto A pasa por la posicion de equilibrio
{en este momento la fuerza es igual a cero) y alcanza sus valores ma-

1
ximos absolutos, | @ | max = %a, en las elongaciones extremas. La

aceleracién siempre estid dirigida hacia la posicién de equilibrio.

La amplitud de la vibracién y la fase inicial, como dijimos
antes, se determina partiendo de los datos iniciales. Supongamos
que en el momento inicial ¢ = 0 conocemos la velocidad vp de la
particula y su elongacién z,. En estas condiciones, poniendo ¢t = 0
en las expresiones (1} y (2), tenemos

Ly=4acosa, Vy= —aosenc, (4)
0
%’-==—asenc¢. (5)
Tabla XIX

Valores de @, ¥ y w para un movimienlo arménico
en diferentes momentos de tiempo

¢ £ ] w
4n?
0 +a 0 — Tz
t 2n 0
KT 0 ———-Fa
4n?
% T —a 4] + il a
3 27 0
z T 0 —I--,i,-a
4m2
T -+a g . ——v—-Ts a
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Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro las expre-
siones (4) y (5), obtenemos

2 vi 2
Tyt g =0

de donde
a= ]/ a -[—% 2 (6)
Dividiendo la expresién (5) hallada por z, = a cos @, obtenemos
Yp
tgd= _E—E'l (7)

Las expresiones (6) y (7) dan la amplitud a y la fase inicial o,
determinadas por medio de la elongacidn inicial z, y de la velocidad
inicial vy. De esta forma vernos, que un punto de masa dada sometido
a la accion do una misma fuerza eldstica puede realizar wibraciones
de digtinta amplitud y diferente fase inicial de acuerdo con las
condiciones iniciales, perosu periodo de vibracidn se eonserva siempre
igual. .

Si un peso colgado de un muelle se separa de su posicién de
equilibrio, comienza a oscilar con una amplitud que dependera
de la tension que se le dio al muelle antes de comenzar el movimiento
y de la velocidad inicial que se comunicé al peso; el periodo de la
oscilacién estard determinade tnicamente por la masa m del peso
y por Ia rigidez del muelle %, independientemente de la amplitud.

La fase inicial de la vibracion, como hemos visto anteriormente,
depende del momento inicial que se elija: como momento inicial
puede tomarse, por cjemplo, aquel en el cual la elongacién del punto
&g == +-a, en este caso, de acuerdo con la correlacién (6), tendremos,
que vy = 0, y por la correlacion (7) la fase inicial serd igual a cero:
o =0.

Examinemos varios ¢jemplos.

Ejemplo i, Determinar ¢l periodo de oscilacién de un peso P o=
= 2,5 kgf, colgado do un muclle, si esie dltimo se estiza 9 em cuando se le aplica
upa fuerza de 3 kef.

Solucidmn. Para obtener ol coeficients de clasticidad del muclle hay
que dividir 3 kgt por la deformacién gue producen:

k=ﬂ§— kgffcm=_iT kgf/em,
después de lo cual hallamos 7' por la f6rmula (16} del § 97
m 2,53
T=2n ]/Tch=2ﬂ ‘E}-:- 2n WSEO.SS 3.
Ejemplo 2. Determinar cl periodo do oscilacién de un péndulo mate-

mético de longitud 1.

Se llama péndulo simple o matomético aquel que tiens un hilo cuyo peso
se puede despreciar dentro de las condiciones del problema dado.

250705
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$olucibn Llamemos m a la masa del peso del péndulo y supougamos

quo éste ¢o desvia de la verticul un dngulo @. La fuerza que hace que ¢l peso

del péndulo se mueva en direccién a su posicién de oquilibrie cs la componente

de la fucrza de la gravedad P, perpendicular al hilo (fig. 242). De acuerdo con

1o dicho en Ya pag. 427, esta coraponents Py, cuando el dngulo de desviacién g

es pequeiio, os aproximadamente iguala Po ¥ esta dirigida hacia la posicién
de equilibrio, de donde

Py = —Pgp = —mgy, (8)

donde g es la acclerncion do la gravedad; el signo menos indica que la fuerza

Pf{, estd dirigida on sentido contrario al do los dngulos positives de clonga-
cibn .

La acoleracién tangencial a la trayoctoria del peso es igual a Ip, de donde
por la segunda ley do Newton, tenemos:

mlg="P;
o por (8)
mig=—mgp, dodonde Gm=—-4g.
Designando g/l por medio de @, obtenemos:

;p.= — i,

Fig. 245, Oscilaciones de un cuerpo pesado alre- -
dedor de un eje 0.

Esta ecuacion relativa a la elongacién angular ¢ del péndulo es tolalmonte
analogn a la cenacién (5) del § 87, Por congigniente, @ es una funcién perigdica
respecto al tiempo, cuyo periodo es

r) T
T:-%:l 2z V-T . {9)

La férmula (0) nos da ¢} periodo de oscilacion de péndule matemdtico,
e buscibumos, el cnal, como vemos, dependo oxclusivamente de la longitud 1
301 éndulo v de la aceleracién de la gravedad g en el lugar dado de la Ticrra,

pE jomplo 3. Determinar el poriodo de osvilacién glrededor de su eje O
{fig. 243) de un cuurro de peso £, cuyo centro do gravedad C se encuentra situado
2 unn distaneia a del oje do rotacién, Considerar que los dngulos de desviacién ¢,
respecto a la posicién de cquilibrio, son pequedios.

Solucién. La fuerza de la gravedad P puede considerarse aplicada al
contro de gravedad €. Lo mismo que en el ¢jemplo anterior, el cierpo se woverd
hacia la posicién de equilibrio bajo la necion de¢ la components Py de la fuerza
de 1a gravedad, la cual, cuando los dngules ¢ son pequefios, cs aproximadamente

P! = -—pr.
El imomento do esta fuerza con relacién al eje de rotacién 0 {véase el § 35),"cs
M = P = —Pqga. (103
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Bajo la influcncia de este momonto M el cuerpo adquiere una acelaracién
1o L -
angular § = G = @ (véasc el § 35)
M
=~
donde 7 es ol momento de inercia del cucrpo con respecto a eje O, Poniendo cn
esta expresién en lugar de A su valor, soghn (10), ¥ ¢ cn lugar de B, oblonemos:

P.g

R

Esta ccuacion es totalmente analoga a Ia ccuacién (3) del § 97 o a la ccua-
cibu relativa a ¢ que examinamos en ¢l ejempla anterior, De agui se deduce
que cuando los angulos do elongacién del cucrpo sean pequefios, ésto realizarg
un movimicnto oscilatorio arménico, respecto a su posicién de ecquililivio, cu yo

periodo sera
T=2n l/?{.' (11)

Aprovechando la correlacién P = mg, donde m cg la masa del cuerpo, podemos
eseribir la expresién del perfodo de Ia forma siguiente:

1
r=2:/ L. (11a)

Todo euerpo capaz de oscilar de esta forma respecto a su posicién de equi-
librio se lluma péndulo compuesto o pénduly fisico.
La mugnitud

I
Z -—— {12)
suele llamarse longitud equivalente del ‘fe‘ndum fisico,

Como guiera que en la expresién del momento de inercia 7 (véase ol § 35)
entra la masa, la longitud equivalente del péndulo fisico L no depende de sa

masa total, sino Jfinicamente de su forma geaméirica y de la distribucién de las
masas en £,

Poniendo en (11a) el valor de la Jongitud equivalente del péndulo, obtene-
mos

de_esta forma, la férmuls del periodo de oscilacién del }lﬁndulo eompucsto
o _fisico toma un aspecto andloge a la del periodo do vscilacién del péndulo
simple o matemitico [formula (9) del ciemplo anterior].

§ 99 Energia del movimiento vibratorio arménico. Supongamos

que un punto material de masa m oscila influenciado por una fuerza
cuasieldstica

, f='_kx1

donde x es la elongaci¢n del punto.FAl oscilar, el punto material
tiene una velocidad y, por consiguiente, una energia cinética

Ec-—_—;— mut, (¢3)]

28%
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El punto oscilante tendri ademas una energia potencial. La
circunstancia de que el punto tenga distinta velocidad en sus distin-
tas posiciones indica, que su energia cinética E, varia con el tiempo.
Es evidente que al mismo tiempo varia también la energia potencial.
Esta energia potencial se mide por el trabajo realizado por las
fuerzas externas para conseguir una determinada desviacién z.
Como se demostrd en el § 25, el trabajo de la fuerza elistica es numé-
ricamente igual a %&z%2. De esta forma, para la cnergia potencial E,
obtenemos la expresi6n:

Ep=-3 k. @)

Poniendo en las formulas (1) y (2) los valores de v y x que dan
las expresiones (1) y (2) del § 98, obtenemos:

E.= -;—- ma*@® sen® (wt -+ ), (1a)
E,= % ka® cos? (wt + ). (2a)

La energia cinética £, es igual a cero alli donde la potencial alcan-
za un miximo, es decir, en las posiciones en que la desviacién es
méixima; la energia cinética alcanza su maximo gl pasar el punto
por la posicién de equilibrio, es decir, cuando la energia potencial
€3 igual a cero. :

La energia total E del punto vibrante sc expresa por la suma
de las dos formas de energia, es deeir,

E=E,+E,= % ma®*n®sen® (o +a)+ % ka® cos® (f ).

Como, de acuerdo con la designacién adoptada, me? = k, esta
expresién se puede escribir de la forma:
E==—21— lea® sen?® (mt—|—o:.}+% ka?® cos® (- o),
de donde
P |
B = ka?, (3)
es decir, la energia total E es proporcional al cuadrado de la amplitud
de la oscilacién y al coeficiente de elasticidad k‘( .
Haciendo uso de la igualdad k = mo?® = mes

N
puede eseribirse también de la forma siguiente:

E—=25t . ()

la formula (3)

Por las formulas (3) y (4) puede verse que la energia total es
constante durante todo el tiempo que dura la vibracién, como tenia
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que ocurrir de acuerdo con el principio de la conservacién de la
energia.

Tin las posiciones correspondientes a la desviacién mdxima toda
la energia pasa a ser potencial, mientras que al atravesar la posicién
de egnilibrio toda la energia pasa a ser cinética; en todas las demis
posiciones del punto vibrante existen ambas formas de la energia.
La representacién grifica de la energia del movimiento vibratorio
fue estudiada en el § 29.

De lo expuesto se deduce, que durante ol tiempo que dura el
movimiento vibratorio la energia pasa constantemente de potencial
a cinética y viceversa. Al ocurrir esto, en cada periodo 7', toda la ener-
gia E pasa dos veces a ser energia cinética E, (al atravesar las dos
veces la posicién de equilibrio) y dos veces a ser energia potencial £,
(en ambas posiciones extremas). En este sentido podemos hablar
de goscilacionesr de la encrgia, entendiendo por esto su paso de
cinética a potencial unas veces y de potencial a cinética otras. Por
lo que acabamos de decir se ve, que esta ¢oscilacién» de la energia
se realiza con un periodo 7', igual a la mitad del periodo del propio
movimiento vibratorio T.

Examinemes ¢l siguiente ejem plo de determinacién de la cnergia
de la vibracidn.

Determinar la energia de la vibrocibn de un peso, que estd colgado de un
muelle, por los dalos siguientes: ¢l peso se separa 8 em de la posicién de cquili-
brio on ¢l momento inicial y después se suelta. Sobre ol muclle s¢ sabe que some=
tido a una fuerza dis 2 kgf se estira 1 cm.

Soluacién Como lfuiera que en el momento inicial el peso no tiene
veloeidad (g = 0), la amplitud de la oscilacién es a = z;, = 8 cm. 7

El coeliciente de elasticidad & se determina de la forma signiente:

Ee _f_ kgi/om =2 kgf/cm —=2.980.403 dinas/em,

de donde la energia total
1

E =5 kat= %-. 2-980.40%.64 ergios = 6,3.107 ergios =6,2 julios.

Como se ve, este resultado no depende de la masa del euerpo gue vibra,

§ 100. Composicion de movimicntos vibratorios que tienen la
misma direceién. Con frecuencia nos encontramos con movimientos
en los cuales un cuerpo realiza simultineamente dos 0 méas oscila-
ciones. Por ejemplo, si colgamos un peso de un muelle sujeto al techo
de un vagén montado sobre ballestas, este peso realizard un movi-
miento oscilatorio con respecto al punto de sujecion, el cual, a su
vez, vibra sobre las ballestas del vagén; de esta forma, el peso reali-
zard un movimiento compuesto de dos vibraciones de una misma
direccioén.

Veamos qué movimiento resulta al componer estas vibraciones.

Empecemos por estudiar la composicion de dos vibraciones que
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tengan el mismo sentido e igual periodo, que se realicen con cierta
diferencia de fases y que tengan diferenles amplitudes. Tomemos
las vibraciones:

Ty = ay cos (Of -+ o), zy = ap cos (0f + a). (1

Las frecuencias ciclicas @ de ambas vibraciones son iguales, puesto
que supusimos iguales sus periodos.

La elongacién x, cuando el cuerpo toma parte simultineamente
en dos vibraciones, se expresa por la suma algébrica de las elonga-
ciones z; y x5

=z + 22 = @, cos (6f + o) + ay cos (f + ay). (2)
Efectuemos esta suma grificamente. Representemos ambas vibracio-

nes por sus vectores amplitud (véase el § 97), aplicados a un punto
arbitrario @ que se encuentre en el eje X (fig. 246). La amplitud a,

X Fig. 246. Sumade vectores repre-

sentativos de los movimienios vi-

bratorios arménicos de igual perio-
do,

so toma en el momento inicial formando un dngulo o, con el eje X
v la amplitud @, formando un dngulo ¢,. Ambas amplitudes giran
con la misma velocidad angular © y en sentide contrario al de las
agujas del reloj. Por consiguiente, el dngulo que hay entre los vecto-
res a, v a4 todo ol tiempo se conserva igual a oy — y. Como la suma
de las proyecciones de dos vectores sobre un eje es igual a la proyec-
¢ién, sobre este mismo eje, del vector resultante de aquéllos, la vibra-
cion resultante se puede representar por el vector amplitud a, igual
a la suma geométrica de los vectores amplitud a, y a,, es decir,

a=a,-}+a,. 3
Observando la fig. 246 vemos que
@* = a® -+ ai - 2a4a,4 €08 (0o — 04y)- (4)

E1 vector amplitud resultante a gira, evidentemente, con la misma
velocidad angular que los vectores amplitud de las vibraciones que
S€ componen.
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El dngunlo «, formado por el vector amplitud resultante con el
eje X en e] momento inicial, como vemos en la fig. 246, es igual a

BC @y 86l Gty -} @s SeN %g
tgo= OB~  aecoscy-tuzcoscy (5)

La oscilacién resultante vendrd expresada por la proyeccién del
vector amplitud a sobre el eje X, es decir, serd igual a

x =y + 2, = a cos (0 + «). (6)

Vemos, pues, que el movimiento resultante es una vibracidn
armobnica de la misma direccién y periodo que las vibraciones compo-
nentes. La amplitud ¢ y la fase inicial e de Ia vibracién resultante
se determinan respectivamente por medio de las amplitudes y de
las fases iniciales de las vibraciones componentes, por lag {érmulas
@y ).

Tiene importancia advertir, que, de acuerdo con la férmula (4),
la amplitud de lo oscilacién resuliante a depende de la diferencia
de fases @y — @y de las vibraciones componentes. Como el coseno no
puede ser mayor que +1 ni menor que —1, por la férmula (4) vemos,
que la amplitud resultante ¢ no puede ser mayor que la suma ni
menor que Ja diferencia de las amplitudes componentes a; y a,,
es decir, que tiene que estar comprendida entre los limitos

a +ar=azz|a—a|.

Si la diferencia de fases de las vibraciones componentes es igual
a cero o a 2kn, siendo k& un niimero entero, ¢l coseno de Ia diferencia
de las fases serd igual a -+1, y por la férmula (4) obtendremos

a*=a? -+ a4 20,a,,
de donde
a=ay+4aq,

es decir, la amplitud de la oscilacién resultante a es igual o la suma
de las amplitudes de las vibraciones componentes a, y a,, cuando la
diferencia de jases o, — o4y == 2km, siendo k = 0,1, 2, 3, ...

Si la diferencie de fases de las vibraciones componentes es igual
< un miltiplo impar de m, ol coseno de dicha diferencia serd igual
a — 1, v para la amplitud a obtendremos por (4), el valor:

@* = a; - a;— 24,8,
de donde
a=|a;—ay.

Tomamos aqui el valor abzoluto de la diferencia a; — a;, porque
la amplitud a, por su propio significado, solamente piede ser una
magnitud positiva.
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- De lo expuesto de deduce, que la amplitud de la oscilacién resul-
tante a es igual al vaelor absoluto de la diferencia de amplitudes de las
vibraciones componentes a, y aq, cuando la diferencia de las fases es
oy — oy = (2k + 1) m, siendo k£ =0,1, 2, ...

Supongamos ahora que las vibraciones que se componen tienen
la misma direccién pero periodos distintos. Entonces, en el diagrama
vectorial del movimiento vibratorio (fig. 247) los vectores amplitud
componentes a, y a, giran con distintas velocidades y, por consi-
guiente, el dngulo que forman entre &i no es constante, sino que varia

Fig. 247. Suma de wveclores representa-
tivos de los movimientos vibratorios
armonicos de periodos distintos,

con el tiempo. Como consecuencia de esto varia también la magnitud
de la amplitud resultante a.

Supongamos que lag vibraciones componentes tienen unas fre-
cuencias cielicas @y y 0,. Como la diferencia do fases de las vibraeio-
nes componentes es variable, podemos tomar en calidad de momento
inicial aquel en que las fases iniciales de las dos vibraciones sean
iguales, es decir, representar las oscilaciones en la forma:

2y = ay 008 {0,¢ -+ @), T2=4a; cos (05t + @), (7)

donde se sapone que w; = ;.

La diferencia de fases de las amplitudes componentes sera igual
a (@, — w,) ¢&. Poniendo este valor de la diferencia de fases on la
formula (4), en lugar de os — o), obtenemos la siguiente expresion
del cnadrado de la amplitud resultante

a®=al-1- a4 2a,a, cos (wy— @) £. (8)

De esta forma, la magnilud de la amplitud a de Ia oscilacién
resultante varia con el tiempo con wn perfodo determinado.

La velocidad angular con quo gira el vector amplitud resultante,
en este caso, no es constaunte, y, por lo tanto, el movimiento resul-
tante no es una vibracién armdnica.

Lstudiemos especialmente ¢l resultado de la composicion de
dos vibraciones do igual amplitud a, = a,, cuyos periodos y, por
consiguienle, frecuencias ciclicas se diferencien entre si muy poco.
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Suponiendo a&; = a; en la férmula (8), obtenemos:

a* = 2aj [1 4 cos (0, — @) t] = 4a? cos? ‘Dz_;':‘_f_ ¢

a= 2{1@05@.‘. : (9)

Aqui, lo mismo que on la pig. 438 tomamos los valores absolutos
de las magnitudes de la derecha, porque la amplitud es una magnitud
positiva en esencia. Ill periodo del valor absoluto del coseno es ignal
a ; por consiguiente, el periodo v de la variacion del valor absoluto
do Ja amplitud serd igual al tiempo durante el cual el argumento del
coseno varia en &, es decir, T se determina por la condicidn:

oy,
de donde
2
'l.':'{'az—_n'(si—c (10)

La frecuencia v de variacién de la amplitud, o sea, la magnitud
inversa del periodo 7, es igual
1 _ oe—ey
T 2n

V= =Vq—V, (103)
es decir, la frecuencia v de variacion de la amplitud de la vibracién
resultante es igual a la diferencia de frecuencias v, — v, de las vibra-
ciones componentes. El dngulo que forma la amplitud resultante con

ol eje X, como vemos en la fig. 247, esigual a ('—)‘j—;ﬂ t- a; por consi-

guiente, el vector amplitud resullanto gira en este caso con una
velocidad angular constante, igual a la semisuma de las frecuencias
ciclicas de las vibraciones componentes. El movimiento resultante
podemos obtenerlo tomando la proyeccién del vector amplitud
resultante sobre el eje X, de donde la elongacién resultante z sera

Z = acos (-ﬁll—j—w% t+a)
o por la [érmula (9)
z=|2a, cus;ﬂz—}-w—‘ tlcos (2147"3 t+o¢) . (11)

Como supusimos que @, se diferencia poco de ®,, la magnitud
©' = wy; — ©; sera pequefia en comparacién con la magnitud o, 4+
+ w3, de donde tenemos: que la vibracién resultante (11) puede
considerarse como un movimiento vibratorio arménico que se realiza
iy -

con una frecuencia ciclica de 2 y cuya amplitud ¢ no perma-
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nece constante, sino que varia periédicamente con el tiempo de acuer-
do con la correlacion (9). El periodo 1 de variacién de la amplitud a
viene dado por la formula (10). Graficamente, este género de vibra-
ciones esta representado en la fig. 248. La amplitud de ests vibra-
¢ién unas veces aumenta y otras disminuye; este fenémeno se eonoce
con- el nombre de pulsacidn.

Fig. 248. I'ulaacidn.

§ 101. Composicién de movimientos vibratorios perpendiculares
entre si. Estudiemos ahora el resultado de la composicién de dos
movimientos vibratorins cuyas direcciones sean perpendiculares
entre si. Supongamos primeramente que el punto material realiza
simulténeamente dos vibraciones perpendiculares entre si y de igual
periodo. Sean las direcciones correspondientes a dichas vibraciones
las seiialadas por los ejes OX y OY.

Las ecuaciones de las vibraciones serin:

T = a, cos (0f + o), ¥ = az cos (@t + o), 1)

donde @, v @z, ¥ @, ¥ @y son respectivamente las amplitudes y las
fagses de las vibraciones primera y segunda.

Determinemos la ecuacién de la trayectoria del punto, para lo
cual eliminaremos el tiempo en las ecnaciones (1).

Eseribamos la ecuacién (1) de la forma

x

—— =00 O -COS oy —sen ©f - SeTL Oy, (2)
1

!

-;’—:cos @ +COS Clg — SCTL Wf + SeR oL, (22)

-

Multiplicando (2) por cos e, y (2a) pox cos ey, y restandolas miem-
bro a miembro, obtenemos

I
" co8 ag‘—% 08 ¢ty = sen @f - sen (s — oty).

Multiplicando {2) por sen a, y (2a) por sen oy, ¥ restandolas miem-
bro a miembro, obtonemos

X
——sen o:s——:— sen oty = CoS 0f «sen {oty —oty).
i 2
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Elevando al cuadrado y sumando miembro a miombro las dos
dltimas ecuaciones, hallamos la ecuacién de la trayectoria:

2 Y
-;-,;— -+ —%— a:f; €os (o —oy) == sen® (@y—oy). (3)

Esta es la ecuacién de una elipse, cuyas caracteristicas vienen
determinadas por el valor de la diferencia de fases oty — oy, Estudie-
mos varios casos particulares. Supongamos que la diferencia de
fases ap — @4 de Jas oscilaciones componentes es igual a eccro, es
decir,

Gy = My = .
La ecuacion de la trayectoria (3) tomard en este caso la forma:
w2y 2ry z p A2
gt =0 o (—%) =0,
de donde

L |

y g’
es decir. obtenemos la ecuacion de una recta que pasa por el origen
de coordenadas y que forma con el cje OX un angulo cuya tangente

es igual a ay/a, (fig. 249, a).

9T 9
— : .
b} s | E—A_\
0 L i —X
e — ] i
x 5‘{ 'I
S £
a) b)

Fig. 249. De la composicién defdos movimientos vibratorios perpendiculares
entre si, con fases iguales u opuestas, resulta un movimiento v{hratm'in armé-
nico & lo largo de una reeta,

Por esta recta realiza el punto vibraciones arménicas, puesto que
su posicion sobre la recta viene dada por ¢l segmento s, igual a
s=V 2+ =V @ cos? (o1 + &) + a2 cos* (i + o) =
=V a¥ Fakcos (0t ),
por consigniente, el periodo de la vibracién resultante es igual al

de las vibraciones componentes, y la amplitud & de la resultante
es igual a

a=VETa
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Supongamos ahora que la diferencia de fases oz — oty de las
vibraciones componentes es ignal a m, es decir,
o — Cly == M.

La ecuacién de la trayectoria (3) tomara cn este caso el aspecto:
z2 | 4t 2zy z dy
2=, de donde —= ——.
oF T e, ' 7 ftz

Esta ecuacién también representa una recta situada como se muestra
en la figura 249.b; el punto realiza por esta recta oscilaciones armé-
nicas de la misma amplitud que en el caso anterior.

94

et
L
x

Fig. 230, Obtencién de vn movimien-

to eliptico por composicién de dos

movimientos wvibralorios armdnicos
perpendiculares entre si.

Si la diferencia do fases o, — @, de las vibraciones componentes
es igual a 7/2 6 3n/2, la ecuacién de la trayectoria toma la forma:

2 g
ata=1 | @
Esta es la ecuacién de una elipse referida a los ejes OX y XY

(fig. 250). 8i la diferencia de fases o, — oy = % , el punto se mueve

por la elipse siguiendo la direccién de las agujas del reloj. Esto puede
demostrarse escribiendo la ecuacion de las oscilaciones componentes
de la forma siguiente:

x = ay cos (0l - o),
I = ag €08 (wz—l—cx—i-%) = —aysen (! o).

En un momento determinado el argumento de ambas expresiones es
igual a cerd; en este momento el punto vibrante se encuentra en A
(fig. 250); en el momento siguiente el argumento anmenta y, por
consiguiente, z serd positiva e y negativa; el punto ird hacia abajo
y so movera en ol sentido de las agujas del reloj. Cuando la diferen-
cia de fases de las vibraciones componentes es igual a 37/2, razonan-
do de manera andloga se puede domostrar que el punto se moverd por
la elipse en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Cuando la diferencia de fases cambia de signo, el punto invierte
el sentido de su movimiento por la elipse. Por ejemplo, cnando oy —
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n . . a .

iy T obtenemos un movimiento en sentido contrario al de las

" . . . 3a :
agujas del reloj, mientras que si oy — oy = S el sentido del
maovimiento del punto coincidira con el de las agujas. Es evidente,
que cuando las amplitudes sean iguales la elipse se transformara
en una circunferencia.

De esta forma, dos oscilaciones arménicas perpendiculares entre si

I = CosOt,

y=act)s(m£+—;-), (5)
que pueden escribirse tambien de la forma
2 = acos @wf, ¥y = —a sen wi, (oa)

dan al componerse un movimicnto uniforme siguiendo una circunferen-
cia de radio a con ung velocidad angular w, en el sentido de las agujas
del reloj.

Tig. 251. Difercutes tipos de lrayectorias que se producen al componer dos
movimientos vibratorios armdénicos perpendiculares enire ¢i de un mismo
periodo.

Y al contrario, todo movimiento uniforme que se realice siguien-
do una circunferencia de radio ¢, en el sentido de las agujas del
reloj ¥ con una velocidad angular . puede descomponerse en dos
oscilaciones arménicas perpendiculares entre si como las representa-
das por las formulas (5) 6 (5a).

Del mismo modo, dos vibraciones arménicas perpendiculares
ontre si:

Z=acoswl, Y=acos (wt-{—g—z’l):asanmz (6)

dan al componerse un movimiento circular uniforme, de radio @
v velocidad angular @, on sentido contrario al de las agnjas del reloj.

Todos los demis valores de la diferencia do fases, a excepcién
de +a/2 y +3n/2, dan elipses no reducidas a los ejes 0X y OY. En
la fig. 251 se representan algunas de las formas do las trayectorias
que pueden resultar de la composicién de dos movimientos vibrato-
rios arménicos perpendiculares entre si que tengan el mismo periodo.
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De lo anteriormente expuesto se deduce que el movimiento de un
punto por una elipse también puede descomponerse en dos vibra-
ciones perpendiculares entre si, cuyas fases se diferencien segin la
forma de la elipse y la direccién del movimiento del punto.

Fig. 252, Diferentes tipos de trayeciorias

que s¢ producen al componer dos movimien-

tos vibratorios arménicos perpendicula-

res entre iy de periodos distintos (figu-
ras de Lissajous).

Si las vibraciones perpendiculares entre si tienen periodos distin-
tos, las trayectorias que se obtienen al componerlas tienen formas
mas complicadas. En la fig. 252 estan representadas las trayectorias
correspondientes a alpunos casos particulares; estas trayectorias
reciben el nombre de figuras de Lissajous.

i fo
[} \“:_._3 x
Fig. 253. Composicion de dos vibrucio~ P
nes cireulares representadas por los vee- i
tores 04 vy OA; que giran en senlidos Ar
opuestes. &

Finalmente estudicmos la posibilidad de descomponer la vibra-
cién rectilinea de un punto en dos «vibraciones circularess. Para
explicar esto, fijémonos en la fig. 253. Supongamos que un punto,
a partir de su posiciéon de equilibrio O, se desvia al mismo tiompo
en dog direcciones. Una de estas desviaciones estd representada por
el vector OA y la otra por el vector 04, numéricamente igual a O4.
Llamemos ¢ la longitud de cada uno do cstos vectores clongacién.
La elongacién resultante serd igual a la suma geométrica de las dos
componentes; por consiguiente, la posicién del punto vibrante estara
determinada por el punto B de la fig. 253. Supongamos que los vec-
tores elongacién giran alrededor del punto O en dos direcciones con-
trarias, pero con igual velocidad angular w; en este caso la elonga-
cion resultante tendri la direccidn de la recta OB, que llamaremos
eje X. La distancia del punto B a Ia posicion de equilibrio O estara
determinada en un momento dado por la magnitud z, la cual, como
puode verse on la figura, es igual a

z = 2a cos (0t -+ @),

es decir, la elongacion resultante es de por si una vibracién armoénica
cuya amplitud es igual al doble del radio de la circunferencia que
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recorren los extremos de los vectores 04 y O4,. El periodo de la
oscilacién es igual al periodo de giro de los vectores elongacidn.

De aqui se deduce, que la elongacion puede considerarse en cl
movimiento armonico rectilineo como la suma geométrica de dos
vectores elongacion, que giran en sentidos contrarios y con una velo-
cidad angnlar ignal a la frecnencia ciclica @ de la vibracién. La
magnitud de estos vectores es igual a la mitad de la amplitud de la
vibracién y en cada momento dado estan situados simétricamente
con relacién a la recta que sirve de trayectoria al punto.

§ 102. Oscilaciones amorliguadas. En la practica, toda vibra-
cién de un punto material quo no sea mantenida por energia exterior,
se amortigua, es decir, su amplitnd disminuye a medida que pasa el
tiempo. Este amortignamionio se debe a las fuerzas que frenan el
movimiento vibratorio, eomo, por ejemplo, la deo rozamiento en el
punto de suspensién cuando se trata de un péndulo, o la de Ia resisten-
cia que opomne el medio. Para analizar esta cuestion hay que escribir
la ecuacion que expresa la segunda ley de Newton, teniendo en cuenta
Ia resistencia. Nosotros nos limitaremos a estudiar el caso en gque un
punto realiza vibraciones rectilineas en un medio viscoso. La resis-
tencia del medio depende de ls velocidad cont que se muceve el punto
¥, como vimos en el § 42. cuando dicha velocidad es pequeiia puede
considerarse proporcional a ella y dirigida en sentido contrario.
Por consiguiente, la resistencia del medio puede suponerse igual

a — rz, donde r es una magnitud constante denominada coeficiente de
resistencia. Esta fuerza se suma a la fuerza elastica —kz, de donde la

fuerza total que actia sobre el punto serd f = —kx — rz v, por con-
siguiente, Ja segunda ley de Newton puede escribirse de la forma
siguiente:
M == —~ Rz —rr. (1)
Dividiendo los dos miembros de esta ecuacién por Ia masa m,
obtenemos ‘
R a—ieem, x*——m—x. (lﬂ)
Haciendo
i
i =|‘.u: ¥ ™o 2ﬁ' (2)
donde @} y B son magnitudes positivas, podemos escribir la ecuacién
(1a) de la forma
= — @iz — 2Bz, (1b)
A la ecuacidn (1b) puede d4rsele la forma que vimos en el § 97.
Para ello introdneimos una nueva variable z, ligada a z por la ecua-
cibn:
r=z.e— M, (3)
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Realicemos un cambio de variables en la ecuacién (1b) valiéndo-
nos de las jgualdades:

z=e~Bt.z—fePt.g;
@ = e~Bt.z— 2PePt.z | Pz,

Poniendo estos valores de z y z en la ecuacién (1b) v simplifican-
do todos sus términos en e—#, oblenemos

7— 2Pz Piz—= — olz 1 2Pz — 2Pz,

= — (0} —f") 2. )

Suponiendo que la resistencia del medio es tan pequefia gue
@} = PU*), tendremos que o} — fij seri una magnitud positiva
que podremos representar por o2 — p? = 2, después de lo cual la
ecuacion (4) tomard la forma:

2= —w'z, (4a)

La ecuacion (4a) coincide con la (5) del § 97, cuya solucién cono-
cemos. Por esto, por analogia, pedemos escribir la solucién de la
ecuacion (4a) de la forma:

7z = ag c0s (0t + ), (5)

donde ag y o son constantes que debon determinarse de acverdo con
las condiciones iniciales. Repitiendo los razonamientos expuestos
en el § 97, llegmnos a la conclusién de que z varia periddicamente
y de que el periodo de la variacion es

2x

[}

y, poniendo en lugar de o su valor @® = of — B*,
21

= ©)

Utilizando las expresiones (2), el periodo T también puede repre-
sentarse de la forma:

e e e (6a)
'l/km—lri
4

*) Cuando la resistencia del medio e¢s mayor, dﬁ"‘ = w}, ¥ enlonces, como
gucdu demostrarse, el movimienio doju de ser poriédico. Pero nosotros no estu-
iarcmos este caso.
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Poniendo en la solucién (5) en lugar de z su valor, obtenemos, por
la férmula (3), la ecuacién del movimiento de un punto sometido a la
acci6n de una fuerza elistica en un medio que ofrece resistencia:

z = age~B* cos (- a), (7)
férmula que puede presentarse también como
z = a cos (O ). (7a}

Esta solucién representa una vibracién cuya amplitud a = age—
disminuye al transcurrir el tiempo.
2

El periodo de la oscilacién 7' = Ve en un medio que ofrece
@ —

resjstencia es mayor que el periodo T = 2% do un punto de ignal

masa m, sometido a la accién de una misma fuerza eldstica f =

=—kz, pero que se encuentre en un medio que no ofrezca resistencia.

T

Fig. 254. Vihraciones amortiguadas.

El diagrama de z en funcién del tiempo se representa en la fig. 254.
Como puede verse, la vibracién se amortigua con el tiempo.

En estos amortiguamientos de tipo oscilante el logaritmo de la
relacién entre dos valores sucesivos de la amplitud, separados entreo
si por un tiempo igual al periodo 7', se llama decremento logaritmico.
Llamando A a este decremento, por definicién, tendremos que

-pt
age "
A=In W:}n 8ﬁr, es decir, Z;=ﬂT. (8)
Poniendo en la férmula (7), en Iugar de B, el decremento logarit-
mico A obtenido por la férmula (8) y, en lugar de ', el periodo 7' = 2—‘:
obtenemos otra expresién de las vibraciones amortiguadas:
i
- —
r=gpe T cos (21‘(%-}-0&) ’ (7b)

donde el periodo 7 se determina por la férmula (6) 6 (6a).

El decremento logaritmico A puede hallarse directamente por
medio de observaciones, midiendo los valores de las amplitudes g,
¥ a, de dos oscilaciones consecutivas, en cuyo caso, por definicidn,

29—0705
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tendremos que:
7\'_——“]&.
2z
Conociendo A y valiéndonos de la correlacién
r=2ﬁm=2%m,

podemos determinar el coeficiente de resistencia r.

Segin la férmula (7) las vibraciones no cesan totalmente hasta
que no transcurra un plazo de tiempo infinitamente grande. Pero en
realidad cesan dentro de un plazo finito, puesto que cuando la mag-
nitud de las amplitudes llega a ser del mismo orden que las dimen-
siones de los atomos no es posible que existan vibraciones en un siste-
ma macrosedpico tomado en su conjunto. Cuando existe amortigua-
miento, la energia comunicada al sistema al separarlo de su pogicién
de equilibrio se va gastando paulatinamente en el trabajo que se
realiza para vencer las fuerzas de rozamiento. Si se quiere que las
vibraciones se mantengan hay que comunicar constantemente al
sistema energia del exterior.

El péndulo de reloj puede servir de ejemplo de un sistema cuyas
oscilaciones, a pesar de las fuerzas de rozamiento, conservan invaria-
ble Ja amplitud gracias a la energia quo reciben. El mecanismo de
escape del reloj empuja al péndulo de una manera acompazada con
sus oseiluciones. La energia que se le comunica al ocurrir esto se
toma de un muelle que se desenrolla o de una pesa queo cae.

Todo sistema de esta especic, que mantenga invariable la ampli-
tud de sus vibraciones, recibe el nombre de sisfema autooscilador.

Para formarnos una idea mds concreta de las vibraciones amortiguadas,
resolvamos los dos sjemplos siguientes,

Ejomplo 1. El decremento logaritmico de las oscilaciones de un pén-
dulo es igual a A = 0,02, Determinar cuantas veces meuor serd la amplitud
después de 100 oscilaciones completas de dicho péndulo.

Solucibn En ol momento inicial, cuando ¢ = 0, la amplitud de la
oscilacién sord ’

ek
asmagePl=age T
igual a ag.

Después do 400 oscilaciones, es decir, en el momento en que ¢ = 100 7,

la amplilud de la oscilacién serd

oy a=he100 a 1 00
2400 = age , de dondo m—m_ﬂ =et =74,

os decir, al eabo do 100 oscilaciones la amplitud disminuye en 7,4 veces.
Ejemplo 2. Hallar el decremento logavitmico de las oscilaciones
amortiguadas de un péndulo, cuya longitud es I =50 cm, &i ¢n 8 minutos
pierde el 99% de su energia.
Soluci6n Llamemos a la encrgia de la oscilacion del péndulo Eg
en el momento inicial y £, después de transcurrir un tiempo ¢ = 8 min =
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= 480 s. Entonces, de acuerdo con las condiciones del ojemplo

i o

Ey T 1007
Y como la energia de las oscilaciones es dircctamente proporeional al cuadrado
de las amplitudes, tendremos quo

ag _]/T_L
Ty 190~ 10"

La amplitud en el momento inicial, en que ¢ = 0, es igual a a,; la amplitud
1

Al

al cabo de un tiempo ¢ es igual a 9 =aoe_

o L
T:%, y el decremento logaritmico buscado

, siendo T el periedo do oscilacién
del péndulo, de donde f_‘; -

3 2 :
del amortiguamiento serd luzuT ln 10. Teniendo en cuenta que este amortigua-

miento es muy débil, ¢l perfode de oscilacién T puede oxpresarse aproximada-
mente por medio de la f6rmula ordinaria del periodo, es decir,

ng:rr]/i;
4

T Ini0
1;231/ e =10,0068.

de donde

§ 103. Vibraciones forzadas. Estudiemos ahora las vibraciones
de un punto material sobre. el que actiia, ademads de la fuerza elis-
tica ¥ las de resistencia, una fuerza periédica complementaria. Un
cjemplo de este tipo puede ser el de un peso, que estando colgado
de un muelle, recibe impulsos a intervalos iguales de tiempo. Supon-
gamos que esta fuerza ezcifairiz complementaria f, varfa con el tiempo
segin la ley del seno o del coseno, es decir, que puede expresarse,
por ejemplo, por la férmula

f1 = H cos of. (1)
Esta suposicion se reduce a admitir que dicha fuerza varia perié-
dicamente y que su periodoes I' = 2—: ; la magnitud H recibe el nom-
bre de amplitud de la fuerza y representa su valor maximo.
En este caso, Ia ecuacién que expresa la segunda loy de Newton
se escribe de la forma siguiente:
me = —ka:—r:'z:+Hcos wE; (2)
el segundo miembro de esta igualdad es la suma de las fuerzas el4s-
ticas —kz, de la resistencia del medio —raz y de la excitacién H cos ot.
Escribamos esta ecuacién en la forma
z= —mza:—2ﬂ:;: + 4 cos wt, (2a)
29+
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donde &, ¥ p tienen el mismo significado que en el § 102 [férmula (2))
v kes igual a la razén dela amplitud de la fuerza a la masa del punto
H

h=—. : (3)
Cuando no existe fuerza excitatriz (k cos oz = 0) ni de rozamien-
to, el punto vibra con una frecuencia circular w, (oscilaciones libres
o propias).
Intentemos ahora hallar la solucién de la ecuacién (2a), suponien-
do que
z = a cos (0t + a); (4)

dicho de otro modo, vamos a buscar la solucién suponiendo que como
resultado de la accién de todas las fuerzas se obtiene una vibracién
cuyo periodo es igual al de la fuerza excitatriz. Poniendo la funcién
(4) en 1a ecuacién (2a), hallamos las magnitudes a y o, partiendo de
la condicién de que dicha ecuacién ha de convertirse en identidad.
Por la expresién (4) hallamos los valores siguientes de las derivadas
primera y segunda de x respecto a ¢.

Ze= —awsen (0t -+, %= —aw® cos (AT

poniendo estos valores de z y x en la ecuacién (2a) obtenemos
— aw? cos (0f + a) = —ade cos (0f + &) + 2pew sen (w2 + a) 4
4+ h cos wt o representando la funcifn trigonométrica del argumento
complejo en forma desarrollada:

— a? (Cos @ COS oL — Sen Wi Sen &) =
= —@2a (cos i cos o — sen ¢ -sen o) -+
-} 2Baw (sen wf - cos ot -} cos ©f »sen o) + k cos .

Para que esta ecuacién se transforme en jdentidad es necesario
que los coeficientes de cos w¢ y de sen @t sean iguales en ambos
miembros; por lo tanto, obtenemos

—ao® cos o= — aot cos o + 2Pam sen a -k,
aw® sen a = awj sen o.-- 2paw cosar

L1
a(w} —w?) cosoc-—2ﬁaw-sena=h,} .
a (03 — ©®) sen o -} 2faw -cosa =0, ©)
De la segunda ecuacién (5) oblenemos
tgo= — g g (©)

Elevando al cuadrado ambas ecuaciones (5) y suméndolas, tenemos
a2 [(@3 — 0% 4P = A2,
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de donde
h

V@ —ar T apen

Las expresiones (6) y (7) determinan respectivarnente la fase y la
amplitud de las vibraciones forzadas estabilizadas®),

Si sobre un cuerpo en reposo comienza a actuar una fuerza exci-
tatriz f; = H cos of, aquél empezari a realizar vibraciones forzadas

mL —ﬂ“ﬂ-ﬂ“ B
e _ il 3
Fig. 255, Crecimiento de la amplitud de \\LU

lag vibraciones forzadas coun el tiempo, SIRIRINE

cuyas amplitudes irdn aumentando hasta llegar al valor que deter-
mina la igualdad (7). La fig. 255 representa el aumento que experi-
mentan con el tiempo las amplitudes de las vibraciones forzadas.
En cuanto estas vibraciones se estabilizan, cesa el aumento de las
amplitudes.

Por las férmulas (6) y (7) vemos, que la amplitud a y la fase a
de las vibraciones forzadas dependen de la correlacién que existe entre
la frecuencia o de la fuerza excitatriz y la frecuencia @, de las osci-
laciones propias del punto. Las vibraciones, en términos generales,
no coinciden «en fase» con la fuerza, es decir, la maxima elongacién
del punto no coincide con el momento en que la fuerza es maxima.
Por la férmula (6) vemos, que cuando la resistencia del medio es igual
a cero, es decir, f = 0, las vibraciones y la fuerza tienen las mismas
fases; en todos los demés casos la fase @ = 0. La oxpresién que ofrece
mds interés es la (7), que da las amplitudes de las vibraciones forza-
das. La amplitud de la oscilacién es proporcional a la amplitud de
la fuerza. Cuando varia la frecuencia @ de la fuerza excitatriz, perma-
neciendo constante la frecuencia w, de la oscilacién propia, la am-
plitud de las oscilaciones forzadas también varia. Puede demostrarse
que la amplitud de las vibraciones forzadas tiene un maximo cuando
la frecuencia de la fuerza excitatriz w. satisface la correlacién

@

ﬁmp!lhid de los
vibraciones
estabilizadas

*) En la teoria do las ecuaciones diferenciales se demuestra, quo para hallar
Ia solucién general de la ecuacidn (2a) es necesario sumar las soluciones de la

ecuacién {4) y de la ecuacién z = — w3z — 2fx; no obstante, la solucién de esta
ultima ecuacién, como demostramos en el § 102, representa de por si unas vibra~
ciones amortiguadas que, con el tiempo, dejan de representar un papel impor-
tante. Por el contrario, la solucién de (4) no es amortiguada y se cumple mien-
tras existe la fuerza excitatriz f,.
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Wies = ©F — 2f**). Este médximo da lugar al llamado fendmeno de la
resonancia. Basindonos en la correlacién obtenida tenemos, que la
frecuencia de resonancia w..s serd igual a

Ores= VST @®)

Al mismo tiempo, por la férmula (7), la amplitud méxima (de re-
sonancia) alcanza el valor .

h

= 9

e B Va—p e

Si la resistencia del medio es ignal a cero, es decir, f = 0, la
amplitud maxima se obtiene cuando

Wy = Wy,

es decir, cuando la frecuoncia de la fuerza excitatriz » se hace igual
a la frecuencia , de las oscilaciones propias; en este caso la ampli-
tud de las-vibraciones forzadas se hace infinita, Cuando el valor de B
es diferente de cero, la amplitud nunca llega al ser igual al infinite
¥y su méiximo se obtiene para los valores de o, menores de wy. En
la fig. 256 se muestra como las amplitudes de lag vibraciones for-
zadas dependen de la frecuencia de la fuerza excitatriz, para distin-
tos valores de B. Como puede verse, cnanto mayor es el coeficiente
de amortiguamiento i, menos agudamente se manifiesta el maximo
de la amplitud. .

Las curvas de la fig. 256 se llaman curvas de resonancia. Estas
curvas tienen un miaximo tanto mis alto y agudo cuanto menor es
el amortiguamiento f del sistema resonante. Como en realidad B
siempre es distinta de cero, con la resonancia es imposible que se
produzcan amplitudes infinitas.

Veamos ademss la dependencia que existe entre la fase de las
vibraciones forzadas e ¥ la frccuencial}fc'rrmula (6)]. Cuando 0 << @ <
<< @y la tangente toma valores negativos y, por consiguiento, se

obtienen para o las siguientes desigualdades: 0 = o > — %6

a=a> 23 . Suponiendo que en la primera de las ecuaciones (5)

® == 0, hallamos: aw? cos & = A, y como quiera que & y k son posi-
tivas, cuando ® = 0 obtenemos que el cos & debe ser mayor que

*} Para convencerse de esto hay que hallar un minimo del denominador de
la expresion (7). Con esle fin, igualamos a coro la derivida de dichio denominador:

—2 (w§ —w?) 20+ 820 =0,

Y como @ no esigual a cero (puesto que a w = 0 corresponde un miximo), tendre-
mos que el deneminador de la expresién (7) alcanzara un minimo para

01 = 0§ — 2%,
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cero. Esta condicién nos obliga a elegir una sola do las dos desigual-
dades, es detir, 0 = a > —; . De esta forma, cnando 0 << 0

< @y, la diferencia de fases « es negativa, es decir, la fase de las
vibraciones forzadas sc retrasa respecto a la de la fuerza excitatriz.
Este retraso de fase aumenta a medida que el valor de o se aproxima al
de la frecuencia de resonancia ®ps. Cuando se produce la resonancia,

Frg. 256, Relacion entre las ami_alitu(h.‘s
de las vibraciones forzadas y la frecuen-
cia de la fuerza excitairiz, para diferen-

tes coeficientes de amorliguamienio, . B2040508 1012 14 16 18

es decir, cuando ® = wrs = V@3 — 2p7, seghn la férmula (6), la
fase de las vibraciones forzadas viene determinada por la corre-

lacién:
tgo=—7/ ':.’i:EﬂiE_

En los casos de resonancia aguda, B es pequefia, y para la tg o
obtenemos aproximadamente

tooa= ———%3-
Como la magnitud w,/B es grande, la fase « se aproxima a — %
Cuando © = wg, la fase . = — :‘2- - 8i @ > o, la tangente del dngulo o

€8 positiva y, por consiguiente, o << —-g— , ¢s decir, el retraso de fase

aumenta todavia més. Cuando las frecuencias de la fuerza excitatriz
son mucho mayores que las de las oscilaciones propias m,, la fasc a,
aunque sigue siendo negativa, tiede a —a. La relacién entre a y la
razbn w/wgyse muestra graficamente en la fig. 257 referida a dos valo-
res distintos de f: la curva 7 corresponde al valor menor de f (pe-
quefio amortigunamiento) y la 2, al valor mayor de B (gran amorti-
guamiento).
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En las proximidades de la resonancia, donde & a2 —m/2, la fuer-
za es positiva durante todo el tiempo que dura el movimiento, desde
la elongacién maxima negativa hasta la elongaciéon maxima positi-
va, y es negativa durante el movimiento inverso; de forma, que dicha
fuerza hace que aumente constantemente Ia amplitud de las vibra-
ciones. Este aumento de amplitudes tiene lugar hasta que la totalidad
del trabajo de la fuerzas externas se gaste en vencer las fuerzas de
rozamiento que dan lugar a que se amortiguen las vibraciones. En

u:r 1 wjug
& Fig. 257. Relacién entre la face de las vi-
do braciones forzadas y la frecuencia de la fuer-
-3 za excitatriz,

estas condiciones, las amplitudes alcanzan el valor correspondiente
a las vibraciones forzadas estabilizadas.
El trabajo de la fuerza exterior es méiximo cuando la difercncia

a It . .
de fases es iguala — <, es decir, cuando la frecuencia se aproxima a la

de resonancia. Para los demds desplazamientos de fase esta fuerza
actlia unas veces como aceleradora y otras como retardadora del movi-
miento. Cuando &¢ = 0 6 & = —n la fuerza acelera el movimiento
durante la mitad del tiempo y lo retarda durante la otra mitad, es
decir, en total no realiza ningin trabajo.

De esto se deduce que, fuera del campo de la resonancia, la
fuerza exterior solo realiza un trabajo insignificante, pero al pro-
ducirse la resonancia aumenta el trabajo. Este efecto se revela espe-
cialmente cuando la resonancia es aguda. En este caso f es pequeiia
¥y, como se ve en la fig. 257, es suficiente que la magnitud o varie
desde un valor poco menor que &, hasta otro poco mayor de w,, para
que o varie desde un valor préximo a @ = 0 hasta otro préximo a
o = -—n. IEn este sentido se puede decir que la diferencia de fases
entre la fuerza y la elongacién se invierte al pasar la frecuencia por
el valor Wy &2 ®peq-

El fenémeno de la resonancia desempefia un gran papel en muchos
procesos fisicos y en la técnica. En algunos casos este fenémeno resul-
ta perjudicial. Veamos lo que ocurriria, por ejemplo, con un motor
provisto de una excéntrica y sujeto a un soporte capaz de efectuar
vibraciones eldsticas. Al funcionar el motor se produciria una fuerza
periodica que agitaria el soporte y provocaria en él vibraciones for-
zadas. Al producirse la resonancia, €l motor comunicaria al soporte
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una energia considerable y la amplitud de las vibraciones de este
hltimo podria llegar a alecanzar unas dimensiones peligrosas para su
resistencia. Si el nlimero de revoluciones del motor siguisra aumen-
tando, cambiaria la diferencia de fases existente entre la fuerza que
agitaba el soporte y los desplazamientos de éste; el trahajo de agita-
cién del soporte, producido por el motor, disminuirfa y con ello
aumentaria todavia mas su namero de revoluciones, cosa también
perniciosa, puesto que puede dar lugar a que se estropee el pro-
pio motor.

Una forma peculiar de resonancia es la llamada resonancia para-
métrica. Las vibraciones de un sistema pueden ser producidas no sélo
por la accién de fuerzas excitatrices como las que acabamos de estu-
diar, sino también a causa del cambio periédico de uno de sus
parimetros, que en las vibraciones libres permanece constante. Por
ejemplo, en un sistema mecdnico las vibraciones pueden producirse
como resultado de la variacién del momentoe de inercia, de las dimen-
siones, de la tensidn, etc. La amplitud de las vibraciones llega al
maximo cuando existe una relacion determinada entre la frecuencia
vp de variacién del pardmetro y la frecuencia media de las oscilacio-
nes propias vg. Esta relacidén es vp/vy == 2/k, donde k es un namero
entero, es decir, cuando vp/v, toma uno de los valores 2, 1, 4/2,
1/3, ete.

Las condiciones apropiadas para la resonancia paramétrica
se producen tanto més facilmente, cuanto mayor es la variacién del
parametro ¥ menores son las pérdidas de energia del sistema (roza-
miento, resistencia). Lo més frecuente es que la' resonancia paramé-
trica se produzeca cuando vp/vy = 2. Como ejemplo sencillo de reso-
nancia paramégrica puede servir el del balaneeo de un columpio,
cuando los que se mecen se agachan al compds de las oscilaciones de
agquél. Al agacharse, la longitud equivalente del péndulo fisico,
que representa de por si el columpio, varfa periédicamente. Otro
ejemplo de resonancia paramétrica nos lo ofrece la excitacién de
vibraciones que se producen en una cuerda variando peri6dicamente
su tensién. Si la frecuencia de la variacién periédica de Ia tensién se
aproxima al doble de la frecuencia de las vibraciones propias de la
cuerda, en ésta se producen fuertes vibraciones transversales, a pesar
de gue las fuerzas exteriores (la tensién) actian a lo largo de ella.
Las vibraciones que se producen a causa de la resonancia paramé-
trica pueden ser perjudiciales, por ejemplo, en las maquinas que
tienen érganos méviles pueden dar lugar a la destruceién de sus
cojinetes.

Examinemos un ojemplo sobre vibraciones forzadas.

Ejem plo. Un cuerpo cuya masa es de 400 g estd colgadn do un muells.
Bajo la acci6én de un peso do 40 gf ¢l muello se estira 1 em. El decremento loga-
ritmico de las vibraciones del cuerpo es A = 1,57. Determinar cuél es cl periode



458 Capitulo X7 Movimiento vibratorio armdnico

de la oscilacion en que so produce la resonancia y la amplitud correspondiente
de resonancia, sabiendo que la amplitud de la fuerza excitatriz es igual a H =
== 200

Sol-u ¢i6n Cuando el amortiguamignto oszpequeﬁo wewy ¥, fmr
wonsiguiente, ol deeremento logaritmico A == E" fax=l p. Poniendo en la fér-

mula (8), en lugar de B, su valor aproximado en funcidn de A, obtenemos para
la [recuencia de resonancia ol valor -

sV T

Dyeg = "’0"/1 ; % (1‘?5?") x = 0,94ay;

en nuestro caso

de donde

1
Tresgm Ty

Trog=1,07Ty,

dondo Tpeg es el periodo on que so produce la resonancin ¥ Ty es el periodo de
oscilaciones propias dek cucrpo colgado del muelle. Segin loz dalos do) ejomplo:

m o /A0
Tor.zn]/_k-=2n V .05 5= 003 s

Por lo tanto, la resonancia se produce cuando el periodo
Trog=1,070,63 522 0,67 s.

Popiendo en la formulu (9) en lugar de £ su valor H/m y en lugar de p el
decremonto logaritmico A, obtenemos

H

N m
G

de donde, aplicando les datos numeéricos hallamos que ayeg = 10 cm.

§ 104. Representacién de tipos oscilatorios cualesquiera por
medio de vibraciones arménicas. Hasta ahora hemos estudiado en
lo fundamental el movimiento arménico simple, es decir, el movi-

miento en que la elongacién x de la particula vibrante se expresa por
la férmula

% = acos (0t + a), (1)
o lo que es lo mismo (véase la pag. 428)
z = asen {0t + «), (1a)

donde « es la amplitud de la vibracién, © es la frecuencia circular
¥ @ y o' son las fages iniciales. Estas vibraciones se representan
graficamente por una sinusoide.
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Pero las vibraciones reales sélo pueden aproximarse mds o menos
a las sinusoidales propiamente dichas, puesto que toda vibracién
real va acompafada de su amortiguamiento (véase el § 102). Ade-
més, son muy frecuentes los casos en que las vibraciones tienen, en
general, un cardcter mas complejo, No obstante, ol estudio de las
vibraciones armonicas tiene mucha importancia, ya que las vibra-
ciones complejas pueden considerarse compuestas de vibraciones
arménicas,

Vimos con anterioridad (§ 100) que cuando se componen dos movi-
mientos vibratorios armoénicos z; ¥ =, que tienen una misma direccién

I
A A A A NAAAAAAAN Ot
I Y )

¥z

Fig. 258. Composicién de dos movi-
mientos vibratorios srménicos cuyas
frecuencias son @y y we.

C
<

e igual frecuencic o, la vibracién resultante es también un movi-
miento vibratorio armdnico. Pero esto solamente ocurre cuando se
componen vibraciones de una misma frecuencia. Si los dos movi-
mientos arménicos que se componen tienen frecuencias diferentes,
la oscilacién resultante tiene un cardcter més complicado. En el
renglon superior de la fig. 258 esta representado grificamente un
movimiento vibratorio armoénice de frecuencia w; y amplitud g,
determinadas (sobre el eje de ordenadas se toman las elongaciones z,
ysobre el de abscisas el tiempo), En el rengén intermedio se repre-
senta otra vibracién arménica z, euya frecuencia w, es 4.5 veces
menor que la frecuencia o, del primer movimiento y cuya amplitnd
ag = 2,5 a,. Finalmente, en el renglén de abajo est4 representada
la vibracién compuesta de las dos primeras; la elongaciéon z del
punto que realiza esta vibracién compuesta es igual en cada momento
dado a
=z 4 za.

Podriamos plantearnos el problema inverso, es decir, dada una
vibracién compleja considerarla como una suma de arménicas y
determinar cudles son éstas. En el caso de la oscilacién compleja
representada en el renglén inferior de la fig. 258 podremos descom-

- ponerla en las arménicas representadas en los otros dos renglones
de la misma figura.

En el § 100 estudiamos ol fenémeno conocido con el nombre de
pulsacién. Este fenémeno consiste en que si dos vibraciones z; =
= gy c08 (@42 + @) ¥ 23 = a4 o8 (0.t + o), cuyas frecuencias ©, y w, se
diferencian poco entre si, sumandolas dan una vibracién de frecuen-
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cia ® = —;v (w; + ©;) cuya amplitud a varia segiin la ley

By — .
a=|2a,cos "‘2 4

£ (2)

Reciprocamente podemos decir, que una vibracién compleja cuya
amplitud varie de acuerdo con la ley (2) puede descomponerse en dos
movimientos vibratorios arménicos puros cuyas frecuencias serdn
0; ¥ @

Anélogamente podemos imaginar otra vibracién compleja cuya
amplitud varie lentamente (en comparacién con el periodo de las
propias vibraciones) segin otra ley cualquiera. Este tipo de vibra-
ciones se conoce con el nombre de vibraciones moduladas. Estas
vibraciones moduladas no son arménicas, pero se pueden descompo-
ner en una serie de movimientos de este tipo. Tomemos como ejemplo
la vibracién

T = a cos Wy,
cuya amplitud varia de acuerdo con la ley
’ @ = a, + a, cos ot

donde a, v a; son constantes, con la particularidad de que a, << a4
v © € wqo. Esta ley significa que la amplitud & varia con el tiempo
entre los valores a; + 4, y ¢; — a;. Poniendo el valor dado de a en
la expresién de z, obtenemos:

& = (a; -+ ap cos wWyt) €08 Wi = @y COS Wyt -+ @y COS WE-COS Wyl

x=a,cosma£—|—-%-cos(mo+m)t-{-%cos(mo—m)t, (3)

es decir, que la vibracién modulada que estudiamos puede descom-
ponerse en una suma de tres arménicas cuyas frecuencias serin w,,
Wy + @ Yy wpg — @ y a las cunles corresponderan respectivamente
las amplitudes a,, a,/2 y a,/2.

El resultado de la composicién de dos vibraciones arménicas
depende de sus frecuencias, amplitudes y fases iniciales. Segin cuales
sean los valores de las frecuencias, fases y amplitudes, las vibracio-
nes compuestas que se obtengan pueden ser muy diversas. Adn es
més complejo el caricter de las vibraciones que se obtienen al eompo-
ner tres o mas arménicas. Y, reciprocamente, una vibracién de cardc-
ter muy complejo puede descomponerse en un nimero determinado
de vibraciones arménicas de diferentes amplitudes y frecuencias.

En la teoria de las series trigonométricas se demuestra, que toda
funcién periédica de periodo 2;

z = F (o)
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puede representarse en forma de serie trigonométrica ilimitada

x = Ag+ A; coswi- A, cos 20¢ |- Ay cos 3ot 4 .., }

-+ B sen ot 4 B, gen 20t - By sen 3ot - . . . ()
Esta serie se llama serie de Fourier*); los coeficientes A,, 4,,
Ay, Ag ...y By, By, By ... para este tipo de F (0?) se calculan por
medio de férmulas determinadas.
Si la funcién es par, es deeir, si conserva su valor cuando se cam-
bia el signo del argumento por el contrario

F (—of) = F (00,

todos los coeficientes By, By, Bj, ...soniguales a ceroy, por lo tanto,
el desarrollo en serie toma la forma siguiente:

z=Ag+ A;cos wi+ Ay-cos 20t + Azcos3 wt ... (5)

Si la funcién es impar, es decir, si dicha funcién cambia de signo
al cambiar el signo del argumento

todos los coeficientes A,, A,, A,, 43, ... son iguales a cero y el desa-
rrollo en serie toma la forma:

z = By sen wf + B, sen 20t + B; sen 30t 4 ... (6)

Como vemos, hablando en términos generales, cualquier vibra-
cién periédica puede representarse mateméticamente como una
suma de arménicas, cuyas frecuencias son multiplos de o, 2,
Jo, ete.

En la parte baja de la fig. 259 esti representada una vibraci6n
parecida a una linea quebrada; més arriba se ven las cuatro sinusoi-
des en que puede descomponerse. Analiticamente, esta descomposi-
cién tiene la forma:

z =10a sen @t —1,5¢ sen3 wt - 0,6asen 50t — 0,3asen Toi. (7)

En " este desarrollo By = 10a, By = —1,5a, By = 06a y B; =
= — 0,3a; todos los demds coeficientes B; son iguales a cero.

*) De una forma més general se demuesira, que cualquior funcipn y =
= I (z), que satisfaga las llamadas condiciones de Dirichlet y que venga dada
on un intervalo comprendido entre —! y -1, puede representarse en forma de
Seriel

y=HAg+ 4, Cﬂﬂg-l'damsi?z—“rﬂa cog 8—::14- A

(42)
+Blsan$+Bgsan2-¥+B,seni’;3+ -
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El resultado del desarrollo de una oscilaciéon compleja en serie
de Fourier puede representarse escribiendo todas aquellas frecuencias
cuyas amplitudes son diferentes de cero y los valores de las amplitu-
des correspondientes. Es preferible hacer esta anotacién grifica-
anente, tomando sobre el eje de abscisas la escala de las frecuencias

//_\ osen ot
\/
AP G st

OGO T O Swt
= BAAAALSAAAAAAASS— 0350 Tk

25
R

Fig. 259. Descomposicién de un movimiento vibrutorio complejo en una seric
de movimientos vibratorios armbuicos,

y trazando en los sitios correspondientes de este eje lineas verticales
cuya longitud, en escala determinada, represente su amplitud.
Este diagrama suele llamarse espectro de la oscilacién, En la fig. 260

A
25

2
| l « Fig. 2060. Espectro do la vibracién compleja
We Wy representada en la fig, 258,

se muestra el espectro de la vibracién compleja del renglén inferior
de la fig. 258. Como quiera que esta vibracién puede descomponerse

en dos sinusoides cuyas frecuencias son o, y @, = f«% y euyas ampli-
¥

tudes son @, y a» = 2,5 a,, su espectro se representa por dos lineas
verticales, a las gue corresponden respectivamente las abscisas

W,y % , de las cualeg la segunda tiene una longitud 2,5 veces mayor

que la primera.’
En la fig. 261 se muestra el espectro de la vibracién compleja
representada en la fig. 259. De acuerdo con la descomposicién (7),
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este espectro consta de cuatro lineas cuyas frecuencias son o, 3w,
o@ v 7w; las longitudes respectivas de estas lineas, en una escala
determinada, son iguales a 10; 1,5; 0,6 y 0,3 unidades de longitud.

La representacion de las vibraciones complejas por medio de este
tipo de espectros no es completa, puesto que solamente da las fre-
cuencias y las amplitudes de las vibraciones arménicas componentes,

A
10,0

15
Fig. 261. Espectro do la vibracién 04 |
comploja representada en la fig. 259,

] |l

w Jewo ] T

omitiendo sus fases iniciales; no obstante, son muchos los casos
en que es suficiente conocer la frecuencia y la amplitud,

Hasta ahora hemos estudiado la descomposicién en arménicas de oscilaciones
complejas, gue tienen caracter periédico. Pero ol movimiento vibratorio puede
tener cardcter aperiddico, Como ejemplo podemos citar la vibracién amortiguada
representada en la fig. 254, La amplitud de esta vibracién se amortigua conti-
nuamente de tal mancra, que cualquier estado determinade del movimiento
puede producirs¢ una vez y no repetirse mis. Este movimiento no es periddico
ni puede desarrollarse en serie de Fourier con una serie discontinua de frecuencias
@, 2w, 3w, . .. No ohstante, puede descomponerse en una multitud infinita
do movimientos vibratorios arménicos, con la particularidad de c{_ue las fre-
cuoncias de las vibraciones scontiguass se diferenciarén entro si infinitamente

oco y las amplitudes A4 ; de las distintas vibraciones clementales serdn también
infinitamente pequefias®).

A este tipo de vibraciones no corresponde ya graficamente un espectro for-
mado por lineas aisladas (msgcctro de rayass), sino un espectro continuo, lo
que denota la existencia de vibraciones con etodass las frecuencias. Para repre-
sentar graficamente un cspectro continuo volvames a lomar coma nbscisas las
frecuencias w ¥ como vrdenadas Ya razén AA g/ Awy. La curva asi construida nos
dard el diagramu de «distribucion de las amplitudess por frecucncias en ¢l espec—
tro continuo de la vibracién compuesta de quo so trata. En la fig. 262, a se
vuclve a ropresentar la vibracién amortiguada y en la 262, b la «distribneién
de las amplitudess por frecuencias en ¢l espectro continuo do esta misma vibra-
cién. Las ordenadas de este diagrama multiplicadas por el intervalo de frecucn-
cias correspondiente Aw;, dan la amplitud media de las vibraciones en dicho
intervalo. Como puede vorse en la f]g . 202, b, la curva tienc un méaximo,
que es tanto mas agudo cuanto mds débil es ¢l amortiguamiento.

Para otros movimientos no periédicos se obtienon espectros continuoes con
distinta distribucion de amplitudes por frocuencias.

*) Mateméticamente cstp corresponde a la representacién do la funcién
on forma de la integral de Fourior:

o0 +o
F(m.f):-% J. dot 5 F (0) cos o (8 — ) d6,
(1] —aa
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Veamos ahora qué significado fisico tiene la descomposicién de un
movimiento inarmoénico en sus componentes armonicas, es decir,
de qué forma pueden descubrirse en la prictica estas componentes
{arménicas). Supongamos que un proceso determinado depende del
tiempo y esta dependencia se expresa por una funcién f (#), que puede

AAL
Awq

[T

@) b) -

w

Fig, 262. Vibraciébn amortiguada (e) ¥ distribucién de las amplitudes en su
cspectro (b).

desarrollarse en serie de Fourier. Admitamos, por sjemplo, que
weste desarrollo puede representarse de la forma:

f(t)= éﬂ {An cos not 4+ B, sen not). (8)

Ambos miembros de esta ecuacion son matematicamente idénti-
<08, es decir, que el conjunto de las arménicas no sc diferencia de la
funcién f (7).

I
I
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I
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I
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|
I

Fig. 263. Amplitudes de las vibraciones forza-

as.
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Para registrar un término aislade de la serie (8) (es decir, una
armoénica aislada) hay que hacer una experimento en conqlcmn&a
que permitan descubrirla. Esto se puede conseguir, por ejemplo,
de la siguiente manera: supongamos que la funcién f (#) caracteriza
la fuerza excitatriz que actia sobre un sistema (resonador) capaz de
realizar vibraciones forzadas (§ 103). Supongamos también que este
resonador tiene una frecuencia propia de oscilacién (frecuencia de
resonancia) que coincide con la frecuencia ko de una de las arménicas
de 1a serie (8). Si la curva de resonancia del resonador es tan aguda
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que las frecuencias de las armonicas contiguas (k =4 1) @ se encuen-
tran en un campo de amplitndes muy pequefias de las vibraciones
forzadas (fig. 263), el resonador sélo realizari pricticamente vibra-
ciones de frecuencia kw, con una amplitud proporcional a la de
n armodnica ko correspondiente de la serie (8). Variando la [recuencia
de resonancia del resonador (es decir, sintonizindoelo}, se pueden
crear sucesivamente las condiciones necesarias para registrar las
demis armdnicas componentes (8).

Fenomenos de esté tipo tienen lugar en los instrumentos que se
utilizan para determinar la composicion espectral de alpunos proce-
sos fisicus, como, por ejemplo, las perturbaciones luminosas o sono-
ras y las oscilaciones eléctricas.

§ 105. Representacién de los procesos vibratorios por medio de ndmeros
cowplejos. Por la teorfa de los ndmeros complejos subemos, que todo nimers

complejo oxpresado en la forma & = a-¢™% (donde a ¥ @ son nimeros reales;

#, es Iu base de los logaritmos nafurales; ¢ = 1/ —1, puede reprosentarse de la
forma a (cos g -} i sen ¢). Por lo tanlo,

E=ae'® = g (cos p 4 senq), (1)

donde la parte real del mimero complejo &, que nosotros designaremos por | £ |,
vendra expresada de In forma siguicntes

1E| = acosq. 2)

LEsta (iltima correlacién tiene cardeter de jdentidad, por consiguicnte, ¢n
lugar de la funcién trigonométrica a cos ¢ podemos corigiderar la parte real
del nimero complejo & = q-e*. Esta sustitucién os do por si completamente
formal y 1o nos da nada nuevo. Pero la cuestion estd en lo siguicnte: si con una
serie de nimeros complejos § hacemos determinadas operaciones matemalicas
(sumas, restas, multiplicaciones, devivaciones, inlegraciones, cte.) y despnés
separnmos la parte real do la imaginacia, obtenemos el mismo resullado quo
si hiciéramos operaciones andlogas con las funciones trigonométricas eorrespon-
dicutes. Esta peculivridad permite sustituir las operaciones (rigenomélricas,
que exigen un trabajo relativamente grande, por eperacivnes mas shmples con
funciones exponenciales. Por estu razén, et emplen de funciones con exponentes
imaginarios, en lugar de las funciones trigonométricas correspondicntes, os
muy cémode para ¢l caleulo,

Comoe vimos anteriormente, una expregion de la forma

x == a cos (w1 o)

representa un movimiente vibratorio arménico de amplitud a, freeucneia cir-
culur @ ¥ fase inicial o la magoitud ¢ es el tiempo, contado n parlir de un
determinndo momento inicial,

Basdndonos en lo expuesto, esta claro que este movimiento armbnico tam-
bién puede representarse como la parte real | § | de vn ndmero complejo

§=a‘el(mr+a]_

Ya liwmos visto que para resolver muchos problemas basla conacer ol cuadra-
do de la amplitud, s decir, la magnitnd o2, puesto que la energia de la vibracién
s proporcional a a?; mienlras quo el valor de la fase inieial g puede no jfuteresar,
Iis facil demoslrar, que paru hallar ¢ no ¢s necesario separar. de hecho, ln parte
real de In imaginaria en el nimero complejo de Ja forma (3), sino fque es sufi-

30=070%
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ciente formar lu expresién §£%, donde §* ¢s un nimero comiplejo conjugado de &.
{Wecordemos, gue recibe ¢l nombre do ntimero complejo conjugade de otro, el
que se obtione do este #ltimo medianto el cambio de signo de todas las unidades
ima%inarias i), Segim esto, ol nimero complejo conjugado de §, expresado por

la férmula (3), sera:
gr =g i), (3q)
Formando la expresién §£*, obtenemos:
Egt T “i(ﬂ!-l-tﬂ .ae— ifai4a) a?, (é]

es decir, que EE* nos da directamonte el cupdrado de la amplitad.
Generalizando la expresion {3) podemos suponcr que la magnitud a también
cs complejn;’ en este caso no puede pxpresar directamente la amplitud real de la
vibracién, puesto que esta amplitud es siempre una magnitud real. No ohstante,
empecemos por esclarecer qué sentido fisice tiene esta samplitud complojas.
Para esto supongamos que usage‘“". donde ap y g son niimeros reales, cntonces
E =aneic;o_ei(uf+u)
L1l
g=auel(ml+ﬂ+un], (4a)

Separando la parte real de la imaginaria, obtenemos:

18] = ao cos (@ + a4 ao), (5)
donde puede verse que | E | representa dec por si un movimiento oscilatorio
arménico, cuya amplitud es ap, que tiene una [ase inicial ¢} oo De esta
forma, ¢] valor complejo de la amplitud indica que la fose inicial ha variado
en gg. Es fdcil comprobar que, en este caso, £E* da también ¢l cuadrado de la
amplitud real: 5% = aj.

Para que quede clara la comodidad que ofrece la utilizacién de los nime-
ros complejos para representar los movimientos vibratorios asménicos, resol-
varmos un problema de composicién de dos arménicas. Scan ostas dos vibracio-
nes z; = ay 608 (Wt 4 o) ¥ £z = ag o8 (0! 4+ o2) ¥ eonsidercmos que tienen
una misma irecuencia @ y que se realizan a lo largo de¢ una nisma recta. (Esto
problema fue resuclto en el § 100 por ¢l procedimiento de la suma de los vectores
amplitud). Utilizando los ndwmeros complejos, obtenemos:

Zy= a‘et(coi+m)‘ = azei(mt-w.,]l
La vibracién resultante sera:
z=ay 7= ﬂigt(iN-I—m) + azei(m‘l'“’-] :

El cuadrado de su amplitud a® lo obtenemos multiplicando ¢l segando miembro
do esta cxpresion por su magnitud conjugada:

a= [aqetlOtHa) g aget Ot [a“—i(ml-i—m) + age— Hottuel)
de donde :
o Bi*}‘ﬂl+01¢2 (ei(nu—-ct-g] +s—*(al-tu)}'

pero por la férmula (1)

ghlae—an) 4~ o=@ =3 cog (o — o2y,
de donde

a* = g} - o} | 2ayas cos (o2 — a1)y
10 que coincide con la férmula (4) del § 100.



CAPITULO XII

Ondas

§ 106. Propagacién de las ondas en un medio eldstico., Sea un
punto vibrante que se encuentra en un medio cuyas particulas estin
enlazadas entre si. En estas condiciones, la energia de las vibracio-
nes del punto puede transmitirse a los puntos que lo rodean haciendo
que vibren. El fenémeno do la propagacién de las vibraciones en un
medio se llama onde. Un ejem-

plo de formacién de ondas lo tene- Y -
mos cuando lanzamos una piedra 2

sobre la superficie del aguna. La =

regién de la superficie del agua ML A o o
que resulta perturbada directa- 9 o
mente por la caida de la piedra 4

w
comienza a vibrar y esta vibra- o s gn
‘‘‘‘‘ Z

cion se propaga de esta regién
a la siguiente, con lo cual obte-
nemos en dicha superficie una

0 R
Fig. 264. Esquema de propagacién \__/

de una onda transversal, A

onda. Otro ejemplo de formacién de ondas puede conseguirse
cogiendo una cuerda por uno de sus extremos y haciendo con la mane
movimientos oscilatorios. En esto caso las oscilaciones también se
propagan a lo largo de la cuerda, es decir, Ia onda avanza por la
cuerda.

Advirtamos desde el primer momento, que al propagarse las
oscilaciones las particulas vibrantes no se desplazan a medida que
avanza la onda, sino que continitan vibrando en torno a sus posicio-
nes de equilibrio.

Si las particulas vibran siguiendo trayectorias que coinciden con
la directa de propagacion, la onda se 1llama longitudinal; si la vibra-
cién de las particulas es perpendicular a esta direccién, la onda se
llama zransversal.

30+
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En la fig. 264 se mvestra el esquema de la propagacién de una onda
transversal. Los cinco renglones de esta fligura representan las posicio-
nes de las particulas del -medio en los sucesivos momentos. El
primer renglén muestra la posicién de las particulas en el momento
inicial, es decir, cuando ¢ = 0; en él todas las particulas ocupan su
posicién de equilibrio, aungue la particula O del extremo ha recibido
una aceleracién w dirigida hacia arriba. Tl segundo renglén da la
posicion de las particulas al cabo de un cuarto de perfodo: la parti-
cula © ha alcanzado su méxima elongacion hacia arriba, mientras

T e ’\ ]
R . 7
2

e e
A S \
N B sl
s oo Ldsvosss=tar

Fig. 265. Esquema de propagacién de una onda longitudinal.

que la particula 4 solamente ha adquirido una aceleracién w diri-
gida también hacia arriba. El tercer renglén representa las posicio-
nes correspondientes al cabo de medio periodo: la particula O atra-
viesa su posicién de equilibrio moviéndose hacia abajo y la parli-
cula A ha alcanzado su separacién méixima hacia arriba, mientras que
la B acaba de adquirir una aceleracién w dirigida hacia arriba. El
cuarto renglén nos ofrece la posicion de las particulas al transcurrir
tres cuartos de periodo: la particula O ha alcanzado su desviacién
méxima inferior, la A atraviesa su posicién de equilibric movién-
dose hacia abajo, la B haalcanzado suelongacién maxima hacia arriba
y la € adquiere una aceleracién w también hacia arriba. Finabnente,
en el quinto renglén se dan las posiciones de las particulas al cabo
de un periodo completo: la particula O atraviesa otra vez su posicién
de equilibrio, pero moviéndose hacia arriba; la particula 4 ha
alecanzado su desviacién mixima inferior; la B pasa por la posicion
de equilibrio hacia abajo: Ja € ha alcanzado su elongacién maxima
hacia arriba y la D ha adquirido una aceleracién w también hacia
arriba. De esta misma forma se puede soguir ohservando la propaga-
cién de la onda.

En la fig. 265 se da un esquema semejante de la propagacion de
una onda Jongitudinal. La finica diferencia consiste en que la desvia-
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cién de las particulas ocurre en la misma direccién que tiene la
propagacion de la onda. Como puede verse en la fig. 265, en la onda
longitudinal se observan aproximaciones y separaciones de las
particulas entre si, como consecuencia de lo cual se producen conden-
saciones (en lasregiones agrupadas en la figura) y dilataciones o enra-
recimientos; el proceso de propagacién de la onda va acompaiado
de un desplazamiento de las regiones de condensacion y dilatacién,

El hecho de que las ondas que se propagan en un medio sean
longitudinales o transversales depende de las propiedades eldsticas
de dicho medio.

Si al desplazarse una capa del medio con relacién a otra se produ-
cen fnerzas elasticas que tienden a hacer volver la capa desplazada
a su posicion de equilibrio, en este medio pueden propagarse las
ondas transversales (este medio, en términos generales, es el que
forman los cuerpos sélidos). Si en el medio no so producen fuerzas
eldsticas al desplazarse unas capas paralelamente con respecto a otras,
en este medio no pueden formarse ondas transversales. Por ejemplo,
los gases y los liquidos son medios en los cuales las ondas transversales
no se propagan (esto no se refiere a la suporficie de los liguidos,
en la cual pueden propagarse ondas transversales, aunque su caricter
es mas complicadn, puesto que sus particulas se mueven describien-
do irayectorias eirculares o elipticas cerradas). Cuando en el medio
aparecen fuerzas eldsticas al producirse deformaciones por compre-
sién o tensidn, en este medio se pueden propagar las ondas longitndi-
nales. Por ejemple, en los lignidos y en los gases sometidos a compre-
sion se produce un aumento de presion, cuya fuerza, como vimos
anteriormente, representa el papel de fuerza eléstica en las deforma-
ciones por compresion. IEn los liguidos y en los gases s6lo se propagan
las ondas longitudinales. En los cuerpos sélidos pueden producirse
Lanto ondas longitudinales como transversales.

La velocidad de propagacién de las ondas longitudinales V,-
como demuestra la teorfa (véase el § 111), es inversamente propor-
cional a la raiz cuadrada del coeficiente de elasticidad o del medio

y de su dengidad p:
: T
V=1 &

Esta correlacién puede sustituirse aproximadamente por la si-

guiente: _—
=y %,

donde E es el médulo de Young del medio.
La velocidad de propagacién de las ondas transversales depende
del mdédulo de rigidez N:
el =2,
P



470 Capitule XTI Ondas

La distancia a que una fage determinada de la vibraci6én se pro-
paga durante un periodo se llama longitud de onda y se designa con
Ia letra A.

En la fig. 266 se muestra una serie de puntos saparados entre
si por la distancia A.

En esta figura se ve claramente que la longitud de onda es la
distancia minima enire dos punios gue se encuentran en fase iguales.
Por velocidad de propagacién de la onda se entiende su velocidad
de fase, es decir, la velocidad con que se propaga una fase dada de la
vibraeién; por ejemplo: en el momento ¢= 0 el punto O de la

/\ . A Fig. 266. La distancia que media en-
tre los puntos mas préximos que vi-
\;-{75—3.——5\ hran en fases iguales determina la lon-

— e T gitud de onda A.

fig. 264 estaba en su fase inicial, es decir, salia de su posicion de
equilibrio; al cabo de un tiempo T, el que se encuentra en la fase
inicial es el punto D, separado del O por una distancia k. Por consi-
guiente, la fase inicial, durante un tiempo igual al perfodo T, se
propagd a una distancia igual a la longitud de onda A. De aqui obte-
nemos para la velocidad de fase que
L
Vet (1)
Supongamos que el punto que emite las vibraciones (centro de
perturbacién, centro de vibracion ofoco) se mueve en un medio con-
tinuo. Las vibraciones de este centro se propagan en todas las direc-
ciones. El lugar geoméirico de los punios a que llega la vibracién
en un momento determinado se llama frente de onda. En este mismo
medio puede distinguirse también el lugar geométrico de los punios
gue vibran en las mismas fases; el conjunto de estos puntos forma una
superficie de igual fase (o de concordancia de fase) o como suele decirse,
una superficie de onda. Es evidente, que el frente de onda es un caso
particular de la superficie de onda. Si el medio es is6tropo, la vibra-
cién del centro se propaga por igual en todos los sentidos y, en este
caso, el frente de onda y las superficies de concordancia de fase son
superficies esféricas, cuyos centros coinciden con el de vibracién.
Es evidente que ‘el radio del frente de onda representa de por si un
segmento cuya longitud es igual a la distancia a que se propagan las
vibraciones de la fase dada durante un tiempo ¢, transcurrido desde el
momento en que empezd a vibrar el punto situado en el centro,
de donde

r= Vi,
donde V es la velocidad de propagacion de las ondas.
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La forina del frente de onda determina el-tipo de ésta, por ejem-
plo, se llama onda plana aquella cuyo frente os plano.

Las direcciones en que se propaga la vibracién se llaman rayos.
Cuando el medio es is6tropo, los rayos son normales al frente de onda;
si el frente de onda es esférico, los rayos siguen la direccién de los
radios.

§ 107. Principio de Huygens. Para la solucién de muchos proble-
mas tiene gran importancia disponer de un método que permita
construir el frente de onda correspondiente a un momento determi-
nado, conociendo dicho frente en un momentio anterior. Este método
fue expuesto por Huygens en 1680 y lleva el nombre de prircipio
de Huygens.

Huygens expuso su principio sin demostrarlo rigurosamente. Se
limité a comparar los resultados de la construccién geométrica con

S —
a
A
Fig. 267." Un orificio poqueiio de un obslaculo
sc convierte en una nuevy fuenle de ondas, 5

los empiricos. Fue mucho después cuando, basindose en la teoria
general de la elasticidad, pudo demostrarse el principio de Huygens.
Para formarnos una idea clara de este método hagamos el signiente
experimento: figurémonos que sobre la superficie del agua se propa-
ga una onda de forma arbitraria. Interpongamos en el camino que
sigue esta onda un obstdculo 4 que tenga un orificio a, cuyas dimen-
siones sean pequefias en comparacién con la longitud de onda A
(fig. 267). La onda. al llegar hasta cl obsticulo A, se refleja, pero el
orificio a se transforma en origen de nuevas vibraciones que se propa-
gan por el lado opuesto del obsticulo. Cualquiera que sea la forma
de la onda primitiva, las que parten del orificio seran siompre ondas
semicirculares B. El orificio serd una especie de nuevo centro de
vibraciones, a partir del eual las ondas se propagan hacia adelante
en todas direcciones. Este experimento hace pensar, que cada punto
del medio, al cual llega el frente de onda, puede considerarse como
un nuovo origen de vibraciones. De aqui se deduce Ia esencia del
principio de Huygens. Supongamos que en un momento cualquiera
conocemos el frente de la onda AP (fig. 268) que llega en las direccio-
nes indicadas por las flechas. Para construir el nuevo frente, que
corresponda a un momento separado del primero por un tiempo ¢,
hay que tomar cada uno de los puntos del frente primitivo como centro
independiente de las oscilaciones que se propagan. Sobre cada uno
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de estos puntos construimos una superficie de onda elemental, la
cual serd una superficie hemisférica de radio »r = V. La envolvente
A B, do todas estas superficies de onda elementales nos daré el nuevo
frente de onda.

Apliquemos ol método de Huygens a la construccién de superfieics
de onda de casos particularez. Supongamos que en un momento cual-
quiera una onda tiene forma de esfera con
radio R (fig. 269) y se propaga a partir deun
centro de vibraciones; en torno a cada punto
del frente de onda tracemos una superficie
elemental hemisférica. La envolvente de todas
cstas superficies de onda clemontales tendrd
la forma do una superficie esférica ecuyo ra-
dio serd I, = R + V¢ Los rayos, como ya
dijimos, partiran del centro y tendrdn las di-
recciones de los radios de la esfera. Es decir,
el frente de una onda esférica que se propaga
es una esfera cuyo radio aumenta constante-
mente; cuando los radios son muy grandes,
los sectores del fronte de onda pueden conside-
rarse planos. Enla fig. 270 se muestra un sector

Fig. 268. Construccién del nuevo [vente de onda por
¢l procedimiente de Huygens.,

de frente de onda plano AB. Tomando Lodos los puntos do este frente
como centros de vibracién independienles y trazando en torno a ellos
hemisferios elementales, obtendremos una superficie envolvente que

FEF. 2639, Constiuccidn del frente de una onda
esféries, que so propaga a partir de un punto €,
por ¢l procedimicnto de Huygens.

tendra la forma de plano paralelo al AB. Los rayos, es decir, lad
direcciones en gue se propagan las vibraciones, serin rectas perpen-
diculares al plano de frente. De aqui sacamos la conclusién de que
una onda plana, al propagarse en un medio isétropo, sigue siendo
plana y sus rayos forman un haz de rectas paralelas. EEn un medio
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homogéneo. isétropo el frente de onda, al avanzar, sigue siendo geo-
métricamente semejante a si mismo.

Veamos ahora Jo que ocurre con una onda plana si on el camino
de su propagacidn encnentra un obstdenlo 4 con un orificio a, cuyas
dimensiones son mayores gue la longitud de onda A
(fig. 271). El Irente plano BB’, al liegar al obstéculo ||
A, se refleja en 1, pero los punios correspondientes
al orificio @ se convierten en centros de vibracién
independientes. In torno a cada uno de estos puntos
se forma una superficie de onde hemisférica elemen-  __
Lal; la envolvente de estas superficies de onda nos da
el frente de onda por la otra parte del orificio. En la
fig. 271 puede verse gue este {rente, formado al olro ==
lado del orificio, deja de ser plano y Giicamente su par-
e central es paralola al frente primitivo; en sus extre-

. = . g ——
mos el frente se curva y los rayos cambian de direccién.
Para calcular totalmente esta desviacion de los ra-
——
Fig. 270. Construccién del frente de una onda plana por of I
procedimicoto de Huygens, A A

Y08, que se conoct con el nombre de difraccidn, hay que
componer las oscilaciones que llegan de los diferentes puntos del
orificio, teniendo en cuenta sus fases. Mas adelante examinaremos

A
Fig. 271. Desviacién de la onda al pasar
por el orificio de un obstdculy (difraceién
de la onda). [ [ ¥

con mayor detenimiento el fendmeno de la difraccion. Pero por
ahora dejemos sentado, que cuanto menor es el orificio, tanto mayor
es la desviacién de los rayos. Cuando las dimensiones de este orificio
son menores que la longitud de onda, el hueco del orificio hace de
centro inico de vibracién y genera una onda hemisférica, como
tuvo lugar en el experimento que sirvié de base al principio de Huy-
gens (fig. 267).

§ 108. Ecuacién de la onda. Veamos de qué forma se puede
caraclerizar analilicamente el proceso ondulatorio.

Comencemos por imaginarnos unas ondas que avanzan a lo largo
de una recta cualquiera, por ejemplo, a lo largo de una cuerda, uno
de cuyos extremos se mantiene en estado de vibracién. Llamemos z



474 Captiulo XI1I Ondas

a la elongacién de los puntos. El proceso ondulatorio podrid con-
siderarse conocido si sahemos en cada momento el valor de z para
cada uno de los puntos de la recta, a lo largo de la cual se propaga
la onda. En otras palabras, hay que conocer la elongacién del punto z
como funcién del tiempo y de las coordenadas de las posiciones de
equilibrio de los puntos.

ERN R
N~ I\ Feom

[luslracién para deducir la ecua-
i cidn de la onda,

Tomemos como origen de coordenadas el punto O de la recta
(fig. 272), que hace de centro de vibracién. Supongamos que las
vibraciones de este punto O se realizan segin la ley

z = @ cos wi, (1)

donde @ es la amplitud de las oscilaciones, @ es la frecuencia circular
y £ es el tiempo, contado desde el momento inicial de la vibra-
cion.

Tomemos sobre la recta un punto cualquiera A gue se encuenire
a una distancia y del origen de coordenadas. Las vibraciones, al
propagarse a partir de O, llegaran al punto 4 al cabo de un tiempo

T=, (2)

siendo V la velocidad de propagacién de la onda. De esta forma, el
punto A4 comenzari a vibrar cuando el O lleve vibrando un tiempo 7.
Considerando gue las ondas que se propagan a lo largo de la recta no
se amortiguan, obtenemos, que el punto A4, cuando la onda llega
hasta é1, comienza a oscilar con una amplitud ¢ y con una frecuencia
circular @, es decir, su elongaci6én z vendra expresada por

z = a cos ol (3)

donde ¢’ es el tiempo, contado desde el momento en que el punto A co-
mienza a vibrar. Pero como el punto 4, eomo ya hemos dicho, comien-
za a vibrar cuando el @ Heva vibrando un tiempo T, resulta que ' =
= t — T; poniendo este valor de ¢ en (3), obtenemos gque

z = a-cos ® ({ — 1),
o, poniendo en lugar de 7 su valor segin (2)
T=@a-cosw ( ——i’;—) 4

lista expresion da el valor de la elongacién z como funcién del
tiempo ¢ y de la distancia y del punto A al centro de vibracién O;
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ésta es pues la ecuacién que buscdbamos de la onda-que se propaga
a lo largo de la recta 0A.

La ecuacién (4) es la ecuacién de la onda plana que se propaga en
la direccién y, Efectivamente, en este caso cualquier plano AR
{fig. 273) perpendicular a la direccién y representa una superficie
de fases iguales y, por consiguiente, todos sus puntos, er un mismo
momento £, tienen la misma elongacién z. Esta elongacién depende
exclusivamente de la distancia y que hay desde el plano hasta el
origen de coordenadas O.

B
v
a —_—
e ——
. ¥
Fig. 273. Superficie do fascs iguales de una
onda plana. “

Si suponemos una onda plana que se propague en sentido contra-
rio al que seguimos al medir la distancia y, en la expresion (4) ten-
dremos que sustituir y por —y, con lo cual la ecuacién de esta onda
tomard la forma:

r=ac0s® (H—%). (4a)

La expresién (4) puede transformarse aplicando la correlacién

(1) del § 106, segim Ia coal 2-=3% — 2% " donde 4 es la longitud

de la onda que se propaga; en este caso
Z=acos [wt-—Zn-{—) i

o si en lugar’de la frecuencia circular @ introducimos la frecuencia

: A W
ordinaria v=g_, tendremos que

zzamsh(vt—-{«), (5)

Analicemos en el ejemplo de la onda que se propaga a lo largo
de la recta (fig. 272) las consecuencias que pueden sacarse de la ecua-
ci6n (4). El proceso ondulatorio es un proceso doblemente periédico:
el argumento del coseno en la férmula (4) depende de dos variables,
es decir, del tiempo ¢ y de la coordenada y. Por lo tanto, la onda tiene
doble periodicidad, en el espacio y en el tiempo. Para un momento
dado ¢, la ecuacién (4) da la distribucién de las elongaciones z de las
particulas en funcién de sus distancias y al origen de coordenadas: las
particulas que vibran influidas por la onda que avanza, en un momen-
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to dado ¢ se encuentran formando una cosinusoide, Una particula
dada, que se caracterice por un valor determinado de y, realiza con
¢! tiempo un movimiento vibratorio arménico:

T=acosn (1——%-) =acos {0t —a), donde G(.=-£i—f—=¢‘2:’t -% (6}

La magnitud e es constante para un punto dado y representa la
fase inicial de la vibracién de dicho punto.

Dos puntos que se earactericen respectivamente por las distan-
cias yy ¢ ¥ al origen de coordenadas, tendran una diferencia de fase:

‘ Oty — Oty = 201 h:“ 7 (N

De aqui se deduce, que dos puntos alejados entre si por una dis-
tancia igual a la longitud de onda X, es decir, dos puntos para los
cuales y3 — y; = A, tendran una diferencia do fase @y — oy = 2m;
en todo momento dado #, las elongaciones z de estos puntos seran
ignales en magnitud y sentido; los puntos de este tipo se dice que
vibran en concordancia de fase o sincrénicamente.

Para los puntos gue se oncuentran entre si 4 una distancia y, —

—Ys=g .8 deecir, de una semilongitud de onda, la diferencia de fase

ot — @y = f; estos puntos vibran, como suele decirse, en fases
opuestas, es decir, en todo momento sus elongaciones son iguales
entre si en valor absoluto, pero tienen signos contrarios: si uno de los
puntos se desvia hacia arriba, el otro lo hace hacia abajo, y viceversa.

Las ondas que acabamos de estudiar, que se propagan a lo lar-
go de una recta, son un caso particular de ondas. En los medios elds-
ticos pueden producirse ondas de otro tipo, como, por ejemplo,
ondas esféricas.

Las ondas esféricas lienen una amplitud inversamente proporcio-
nal a la distancia r de] centro de vibracién. La elongacién en funcidn
de las coordenadas y del tiempo puede expresarse como:

.———':—cosu) (t-—-—;—). (8)

La superficie de fases iguales (superficie de onda) en un momento
dado se determina por la ecuacién r = const, es decir, es una esfera
de radio 7. Por esta razon, las ondas de este tipo se llaman «es[éricasy.

§ 109. Interferencia de ondas. En un medio pueden propagarse
al mismo liempo vibraciones procedentes de distintos centros de
vibracion.

Si dos trenes de ondas distintos, procedentes de centros diferen-
tes, concurren simultineamento en una regién cualquiera y después

*) La diferencia de distancias yz — W suele lamarse diferenecia de marcha.
(N.del T.) )
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vuelven a separarse, cada uno de ellos continta propagindose lo
mismo que si no hubiera encontrado en su camino al otro. liste fend-
meno de la propagacién independiente de las ondas se conoce con el
nombre de principio de la superposicién; este principio es nmuy caracte-
ristico en la propagacién de los movimientos ondulatorios.

El principio de la superposicién es ficil de comprobar lanzando
dos piedras al agua. Después de que las ondas circnlares (gue se pro-
ducen alrededor de los lugares en que cayeron las piedras) sc atravie-
sau mutuamente y vuelven a separarse, aparccen de nuevo como

B

Tig. 274. Superposicién de las ondas proce-
dentes de los orificios s y s,.

circulos regulares, cuyos centros se encuentran en los puntos de caida
de las piedras. Este hecho fue seiialado por Leonardo de Vinci, el
cual escribié sobre esto: «Lanza al mismo tiempo dos piedras a una
supoerficie amplia y tranguila de agua, de forma que caigan a cierta
distancia una de otra. Verds eémo alrededor de los sitios en que caye-
ron las piedras se forman dos grupos de ondas cireulares; estas ondas,
al avanzar, se encuentran y los circulos de cada grupo pasan a través
de los del otros.

En la regién en que concurren las ondas sus vibraciones se super-
polten Nnas a otras y se produce una composicién (inlerferencia) do
ondas. Como resultado do esta composicion, en unos sitios se produ-
con vibraciones mds fuertes, mientras que en otros son mas débiles.
En cada punto del medio la vibracién resultante sord ignal a la
suma de las vibraciones que llegan a dicho punto.

Ofroce especial interés el caso en que los focos oscilan con la
misma frecuencia. en la misma direcciéon y estdn en la misma fase
o con diferencia de fase constante. Estos focos se llaman coherentes.
Como veremos més adelante, en este caso la vibracion resultante tiene
en cada punto del nedio una amplitud constante en el tiempo, que
depende de las distancias que hay desde dicho punto hasta los focos
de vibraciones. Este género de composicion se Hama interferencia
de focos coherentes.
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Los focos de vibraciones coherentes se pueden conseguir, por ejem-
plo, de la forma siguiente: tomamos un foco puntual S (fig. 274)
del que se propaga una onda esférica. En el camino que sigue esta
onda interponemos un obsticulo BB, con dos orificios puntuales s,
v 85, situados simétricamente con relacién al foco §. Los orificios s,
v s4, de acuerdo con el principio de Huygens, se convierten en focos
independientes de vibraciones, con la particularidad de que os-
cilardn con la misma amplitud y en la misma fase, puesto que dis-
tan lo mismo del foco §. Por la parte derecha del obsticulo BB, se
propagardn dos ondas hemisféricas y en cada uno de los puntos del
medio se produciran vibraciones que serin el resultado de la compo-
sicién de estas dos ondas. Examinemos este resultado en un punto
cualquiera A, que se encuentre respectivamente a las distancias ry
y r3 de los focos s y s. Las vibraciones llegan al punto A con cierta
diferencia de fase, que depende de la diferencia de distancias (de
marcha) 72 ¥ ry.

Las vibraciones de los focos s, ¥ s, tienen la misma fase y pueden
representarse do la forma:

ry = @y €08 Wi, Ty = &y COS ©L

Por la tanto, las vibraciones que llegan al punto A procedentes
respectivamente de los focos s; ¥ 5g, sogun la férmula (8) del § 108,
S0 eXpresarin:

magcostn (w—t) ramaoosn (=),

L0 . s .
donde v = 5- es la frecuencia de las vibraciones. De acuerdo con (8)

r r i
del § 108, 2=". Pero si | r; — ry| 7y, podemos considerar que,
2 1
aproximadamente, &, & a;.
La diferencia de fases de las vibraciones que se componen en el

punto 4 sera
Aq = 2m ~2T, )

En el § 100 vimos, que la amplitud do la vibracién resultante
depende de la diferencia de fases de las componentes, con la parti-
cularidad de que si la diferencia de fases es igual a cero o miltiplo
de 2m, la amplitud tiene un valor méximo, igual a la suma de las
amplitudes de las vibraciones componentes. Si la diferencia de fases
es igual a un niimero impar de m, la amplitud tiene un valor minimo,
igual a la difercncia de las amplitudes componentes. Por consiguien-
te, el hecho de que en el punto A se obtenga un méximo o un minimo
de la vibracién depende de la diferencia de fase Aa con que llegan
a 6l ambas vibraciones. La condicién para que se produzca una
amplitud maxima en el punto 4, segin lo expuesto, podrd expresar-
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se asi:

Aoa—:ZJ't“%r—i:i%ﬂ; (2)
donde 2 =0, 1, 2, 3, ..., de donde el miximo de las vibraciones
tendra Iugar cuando

] Fa — Ty I = ;ﬁh, (23)

es decir, la amplitud mdzima se obtiene en los puntos en que la dife-
rencia de marcha de los rayos es igual a cero 0 a un nimero entero de
longltudes de onda.

La condicién de amplitud minima en
¢l punto A4 se reduce a que

=4 (2k+4+1)x, (3)

donde otravez k =0, 1, 2, 3, ..., de
donde la diferencia de marcha de los ra-
yos deherd ser igual a

[re—r]=(2k+1) >, (3a)

es decir, la amplitud minima se obtiene
en los punfos en que la diferencia de mar-
cha de los rayos es igual a un nimero im-
par de semilongitudes de onda.

Cuando la diferencia de fase tiene
valores intermedios entre =+ 2kn ¥y
=+(2k + 1) n, donde % es un nimero en-

Ao =2 21
A

]

TFig. 275. Inlerferencia de ondas,

tero, se produce un efecto medio de reforzamiento o de atenuacién
de la vibracion.

De esta forma, como resultado de la superposicién de dos ondas
en el medio so prodncen vibraciones cuya amplitud es diferente on
los distintos puntos del medio, pudiendo producirse en eada uno de
estos puntos una amplitud méxima o minima, o de valor intermedio,
segun el valor que tenga la diferencia de distancias del punto a los
focos coherentes (diferencia de marcha),

En Ia fig. 275 se muestran dos trenes de ondas interferentos; las
elevaciones o crestas de las ondas se representan por lineas de trazo
continuo y las depresiones por lineas de trazo punteado.

Jin los puntos de interseccion de dos crestas o de dos depresiones
se encuentran los méximos de la vibracién, mientras que en los sitios
en que se cortan una cresta y una depresion se producen minimos,
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La formacién de esle género de maximos y minimos por interferencia
se puede observar sin dificultad enando se propagan dos trenes de
ondas por la superficie del agua.

§ 110. Ondas estacionarias. Un ejemplo particular del resul-
tado de 'la interferencia de dos ondas es ‘el de las deno-
minadas ondas esiacionarias, las cuales se producen por la super-
posicién de dos ondas planas, de la misma amplitud, que se propagan
en sentidos contrarios.

Supongamos que dos ondas de igual amplitud se propagan, una
en la direccién positiva del eje y y la otra en la negativa. Bn la fig. 276

EA_A A
7 N N

Fig. 276, Composicién de dos ondas quo se propagan en sentidos opueslos.

una de las ondas se representa con linea continua do trazo fino y la
otra con linea puntecada; la onda resultante se representa con una
linea de trazo grueso. Si el origen de coordenadas se toma en un
punto en el eual las ondas quec se propagan en sentido contrario
tienen igual fase y contamos el tiempo de forma que las fases ini-
ciales resulten iguales a cero, las ecuaciones de las ondas planas
podran escribirse de la forma siguiente: la de la onda que avanza en
elfsentido positivo del eje y sera

STy = @205 21 (vt—-—?:—) 4
v la de la onda que se propaga en el sentido négativo,
Zg=ac0s2n (W—i—%) :
La eomposicidn de estas dos ondas da:
[v=a1+a,=acos 2n (vc —%) 4-acos2n (vH—{—] i

o abriendo los paréntesis que conticnen los valores de los arguinentos
de los cosenos y simplificando, .

x-=2acos(2n~§—)-cus2m-'t. (&)

El factor 2nvt indica, que en Lodos los puntos dol medio se pro-
ducen vibraciones, cuya frecuencia v es igual que la de las vibracio-
nes de lag ondas de sentidos opuestos que se superponen,
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El factor 2a cos (2:1- ;i) ,» que no depende del tiempo, expresa la

amplitud 4 de la vibraci6n resultante, o mejor dicho, la amplitud,
como magnitud esencialmente positiva, serd igual al valor abso-
luto de este factor, es decir,

A.—.I2acus(2a-—%—”. (2)

Por congiguiente, la amplitud de las vibraciones depende de las
coordenadas y, que determinan la posicién de los puntos del medio.
Las vibraciones que se producen en estas condiciones se llaman ondas
estacionarias. En unos puntos determinados la amplitud de la onda
estacionaria es igual a la suma de Jas amplitudes de las dos compo-
nentes; estos puntos se llaman vientres; en otros puntos la amplitud
resultante es igual a cero; estos puntos se llaman nodos de la onda
¢stacionaria.

Determinemos las coordenadas de los puntos correspondientes
a los vientres y nodos. La amplitud determinada por la igualdad
(2) es maxima en aqunellos puntos para los cuales

|oos (En %) ’=1.
En estos puntes, segin (2),
A=2a.

De aqui se deduce que la posicién de log vientres vendrd determinada
por la condicién

2n%=:bkn,

dondek = 0,1, 2, ... Porconsiguiente, lascoordenadas de los vien-
tres serdn

y==k%, )

dondek =0,1,2, ...

La distancia entre dos vientres contiguos se obtiene hallando
la diferencia que hay entre dos valores de y, determinados por la
formula (3) y correspondientes a dos valores consecutivos de k&,
de donde '

yﬁﬂ"“yh-_"%i
es decir, la distancia entre dos vientres contiguos es igual a la semi-
longitud de las ondas cuya interferencia da lugar a la onda estacio-
naria. Evidentemente, en los sitios que corresponden a los vientres
las vibraciones de lags ondas se realizan siempre en una fase.

31—-0706
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En los nodos la amplitud de la vibracién resultante es igual a
cero, deJdonde, por la férmula (2}, la condicién para que se produz-
can loz nodos serd:

Por congiguiente, las coordenadas de los nodos serdn:
y=:t(2k+1)%. (4)

lo que quiere decir, que la distancia de un nodo al vientre mds pré-
ximo seré:

@+ -kt =2,

es decir, los nodos y log vientres se encuentran separados entre si
por un cuarto de longitud de onda. Los nodos se forman en aquellos
sitios en que las vibraciones de las dos ondas se realizan siempre
en fases opuestas.

Tiene importancia advertir, que a pesar de que segiin la férmula
(1) 1a vibracién resultante se realiza en todos los puntos en una fase
independiente, al parecer, de la posicién de éstos (puesto que el factor
cos 2nvi no depende de y), en realidad, cuando la fase de la vibracion
pasa por un node, se invierte. Esto se explica porque el factor

cos (2:r: -;’{-) , que determina la amplitud, cuando pasa por cero, es decir,

en el nodo, cambia de signo; como resultado de esto, si en un
momento determinado por un lado del nodo la elongacién z es posi-
tiva, por el otro lado serd negativa.

Puesto gque en un momento dado el factor cos 27tvz tiene para
todos los puntos igual valor, todos los puntos que se cncueniran
enire dos vientres vibran en la misma fase, es decir, que alcanzan al
mismo tiempo sus elongaciones mdximas, pasan al mismo tiempo
por la posicién de equilibrio, etc. Los puntos que se encuentran
a ambos lados de un mismo nodo vibran en fases opuestas, es decir,
alcanzan simultineamente sus elongaciones miximas, pero con signo
contrario, pasan al mismo tiempo por la posicién de equilibrio,
pero con velocidades do sentidos opuestos, ete. En la fig. 277 a y b
se muestra esquematicamente la vibracién de los puntos de una
onda estacionaria transversal; en ella se sefiala la posicién de diches
puntos en dos momentos separados por un semiperiodo.

Cuando la onda estacionaria es longitudinal, la elongacién de
los puntos es paralela el eje y. En la fig. 278 a y b se da la posicién
de los puntos de una onda estacionaria longitudinal en dos momentos
separados por un semiperiodo. En esta figura puede verse cémo
en los nodos, donde la velocidad de vibracién de los puntos es igual
a cero, se obtiene una variacién més brusca de la densidad del medio:
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las particulas unas veces se acercan al nodo por ambos lados y otras
se geparan de él.

Las ondas estacionarias suelen producirse por la interferencia
de una onda que avanza con la onda reflejada que ella misma pro-
duce. Por ejemplo, si el extremo de una cuerda se sujeta en un punto
fijo y le damos al otro extremo una sacudida de arriba abajo con la

Vientros
e T |
,_J\L i j :
]
a) : ! - ¥t
1 I i
- |
| ! [ ]
L AN r
B | ! ¥ by
Afz
— J
Nodos

Fig. 277. Esquema de las vibraciones de una onda cstacionaria transyersal.

mano, la onda que se produce se propaga a lo largo de la cuerda y al
llegar al punto de sujecién se refleja. La onda reflejada interferira
con la que avanza y formard con ella una onda estacionaria. Los

Vientres
A,

D g | o | emiees B e | e H

B R

! P A ! i :
Nodes

Fig. 278. Esquoma de las vibraciones de una onda estacionaria longitudinal.

puntos nodales, que permanecen en reposo, se encontrarin entre st
auna distancia igual a la mitad de la longitud de la onda que avanza;
en el punto de sujecién de la cuerda, es decir, en el limite, donde
se produce la reflexion de la onda, se origina un nodo.

En general, en la superficie (limite) de reflexion se puede producir
un nodo o un vienire; esto depende de la relacién que exista entre
las densidades de los medios. Si el medio en que tiene lugar la re-
flexién es mds denso que aquel en quoe se propaga la onda, en la super-

31*
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jicie de separacion entre ellos se produce un nodo. Si, por el contra-
rio, el medio en que se produce la reflexién es menos denso que aguel
en que se propaga la onda, en la superficie de separacion entre ellos
se produce un vientre.

El hecho de que en la superficie de reflexion del medio mds
denso se produzca un nodo se explica, porque la onda, al reflejarse
en el medio més denso, invierte su fase en el punto de reflexidn;
en estas condiciones, en la superficie de separacién se producen
dos ondas de sentidos contrarios, lo que da lugar a la formacién
de un nodo.

Como la fase se invierte a una distancia igual a una semilongitud
de onda, este hecho suele llamarse «pérdida de media onda».

Cuando la onda se refleja en un medio menos denso, no cambia
de fase y, por lo tanto, no se produce la pérdida de media onda. Gra-
cias a esto, las fases de la onda incidente y de la reflejada son iguales
en la superficie de separacién de los medios y, en este sitio, se pro-
duce un vientre, como resultado de la composicién de dog vibracio-
nes de la misma fase.

El cambio de la fase cuando la onda se refleja en la superficie
de separacién de un medio mds denso y la conservacién de la fase
cuando la reflexién tiene lugar en la superficie de separacién con un
medio menos denso, se demuestra en la teoria de la elasticidad
basédndose en las condiciones generales que existen en la superficie
do separacién de un medio mas denso y la conservacién de la fase
baséindose en las condiciones generales que existen en la superficie
de separacion de dos medios eldsticos.

§ 111, Dindmica de la propagacién de las vibraciones en un medio eléstien.
El tipo de ondas aptas para propagarse en un medio, como dijimos anteriormepie,
dependo de las propiedades elasticas de dicho medio. Se propagan aquellas

x a+dx
>-—o— — * Fig. 279, lustracién para deducir la

‘—-79—-—-’ expresion de la velocidad de tFropaga-

cibn de una onda longitudinal,

vibraciones cuyo tipo estd condicionado por el desplazamiento que provoca la
deformacién clastica del medio. Si el medio puede deformarse unicamente ‘por
compresibn (gaseose o liquido), las ondas gue s¢ propagan en €l son longitudi-
nales, mientras que si el medio se puede deformar tanto por compresién como
or cizallamiento, en é1 pueden propagarse ondas longitudinales y iransversales.
or ahora examinarémos solamente las ondas longitudinales.
Consideremos una serie de puntos, pertenecientes a un medio continuo, que
s¢ encueniren ¢n una recta a lo largo de la cual se propaga una onda longitudinal.
Llamemos z a la sarnracién de un punto cualquiera de ecsta reeta de su
posicién de equilibrio {elongacion), e ¥ a la,distancia que separa los puntos,
medida a 1o largo de esta misma recta.
Veamos lo que ocurre con dos puntos cuyas posiciones de equilibrio se
encuentran eotre si a una distancia dy. Supongamos gue las elongaciones de
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estos puntos en un momento dado son 2 y = -4 dz (fig. 279). Por consiguicnte,
al desplazarse los puntos, la distancia dy varia en la magnitud dz.

La rclacién entre la variacién que experimenta la elongacién dz y la magni-
tud de lu distancia inicial entre los puntos dy, es decir, la razén dz/dy, se llama
deformacién relativa y la designaremos con ln%etm s, por lo tanto

dx
s=g7 (1)
Cuando s = ::—: =- 0 la distancia entre los puntos aumenta, es decir, el medio
se dilata.
f_a.:
ay
el medio se condensa.
Teniendo en cuenta la.ecuacién de la onda

:=acoam(t-—%) . 2)

donde w es la frecuencia circular ¥ V es la velocidad de propagacién de la onda,
pedemos establecer una relaci6én entre la deformacién relativa dz/dy y la velo-

cidad de los puntos vibrantes dz/di; efectivamente, llamando v a la velocidad
de los puntos, tenemos:

Cuando s = =2 0 la distancia entre los puntos disminuye, es decir,

u=x=-j—:: —— 2 BOTL (!—%) %

La deformacidn relativa s viene determinada por

.‘r:—-z":ﬂzﬂ sen w (! —-%—) =

dy 14
Comparando estas dos oxpresiones obiencmos
dz dz
i e

de donde puede verse, que la deformacién del medio dz/dy tiene un valor absolu-
to miximo en los puntos en que la velocidad de las particulas vibrantes dz/dt
es méixima, es decir, en aquellas regiones vn que los puntos pasan por sus posi-
ciones de equilibric.

De la ecuacién.de la onda {2) se puede obtener también otra correlacion
que nos haré falta més adelante. Tomando las segundas derivadas do = respecto
a las variables ¢ e y, obtenemos

= ﬁ

x.:.dT:=—rmJ‘3 08 © (:——i‘,—-) :
L,  d¥z aw? y
& =i§-§~=-—- 73 cos @ (5—"-1—?-) '

de donde se deduce que

diz dlz
FE= T gE 6]

es decir, la segunda derivada de la elongaci6n respecto al tiempo es proporcional
a la segunda derivada de la elongacién respecto a la coordenada, con la parti-
cularidad de que el coeficiente de proporcionalidad es el cuadrado de la veloci-
dad V de propagaci6én de la onda.
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La ecuacibén (3) ha sido obtenida diferenciando la ecuacién de la onda (2).
Reciprocamente podemos decir, que una onda periédica pura a la que corres-
ponda una cosinuzoide (2) satisfarid in ecuacién diferencial 53]

Pero en realidad también es solucion de la ecuacién diferencial (3)
toda una serie de otras funciones. Estas funciones determinan la propagacién
mdeld medio de una perturbacién ondulatoria de forma arbitraria con una velo-
cidad V.

Por Jo tanto, la ecuacibn diferencial (3), en su forma mas general da la
propagacién del movimiento ondulatorio. La expresién (3) se denomina ecua-
cidn de la onda.

Para hallar la velocidad de propagacién de una onda en un medio eldstico
utilicemos la loy de Hooke,

=3
[t

Fig. 280, Ilustracidén Eﬂm deducir la
expresién de la velocidad de propaga-
cidn de una onda longitudinal.

i

Esta ley (véase ¢l § 89), establecida para las deformaciones de un medio
continuo, demuestra que la fuerza eldstica ¢s proporcional a la deformacion
relativa. Si tomamos, por ejemplo, una porcién de medio continuo, cuya longi-
tud sea dy y su seccién transversal §, cuando esté alargado o comprimido on una
magnitnd dz, por la ley de Hooke la fuerza elistiea serd igual a

1 dx
I= i S,
donde ¢ es el coeficiente de elasticidad.

Veamos qué fuerzas actiian sobre una poreién elemental nislada de un medio
continuo, enlel cual se propaga una onda longitudinal a lo largo del eje y. Para
esto tomemos de dicho medio una porcién cilindrica, elegida de tal manera,
que su gencratriz sea paralela al eje y y tenga una longitud Ay, ¥ que la see-
cifn transversal del cilindro sca iguag a S. Supongamos que, en el momento
en que hacemosnuestra observacién, la porcidn cilindrica estd alargada por la
accion de las fuerzas fy ¥ f» {fig. 280) aplicadas a las bases del cilindro. Si toma-
mos como origen del ¢je y su punto do interseccién con la base izquierda del
cilindro, 1a fuerza #,, por la ley de Hooke serd igual a

1 ¢ d=
e e )y 2
donde el subindice 0 indiea que la deformacién relativa dz/dy se calcuja para

el valor de y = 0, es decir, en los puntos de la base izquierda del cilindro.
La fwerza que actia sobre la base derecha, por esta misma ley serd

1 dx
b k)

donde dx/dy se caloula en los puntos de la base derecha.
La magnitud dz/dy esTuna determinada funcién F (y), que puede desarro-
llarse en serie de Maclaurin:

F () ="F ()4 F' (D)Ay+- . ..
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Limitandonos a las magnitudes de primer orden de pequeficz con respecto

a Ay, obtenemos
(&) (5 )t [ () ]y

Como las fuerzas f; y 7» estdn di rigidas en sentidos contrarios, sobre la por-

cidn elemental actia también la diferencia

=ttt () (5),]5 = G e

Por la accién de csta fuerza la poreién olsmental recibe una aceleracién
*z/dt*, lu cual, por la segunda loy do Newton, ¢s igual a la fuerza dividida por
la masa del clemento; esta masa es igual al producto de la densidad p del medio
por-el volumen del elemento AyS; por consiguiente

d2x 1 dx d%z 1 d%z
e S e ¢ — e e &
diZ — apAyS dyt Atno dt? T ap dyt (4}

La férmula (4) da la relacién c¢otre la segunda derivada d%z/di? de 1a elon-
gacién respecto al tiempo v la segunda derivada d2z/dy*® de la elongacidn respecto
a la coordenada; esta relucion ya fus deducida por nosoires en la formula (33,
<con la dpart.icularidad de Tue la magnitud V, que alli figura, representa la velo-
cidad de propagacién de la onda. Comparando estas dos eXpresiones vemos, quo
la velocidad de propagacién de las ondas longitudinales en un medio determinado
vionie oxpresada por su densidad y el cooficiente de elasticidad en la correlacidn
sigoiente

3 , 1
[, = —
Vi 5 oV T (3)

Para el elemento cilindrico que hemos tomado, el coeficiento de elasticidad
s am%— + donde £ es el médulo de Young (véase el § 89). Esta relacién permite
escribir la férmula (5} de la formn:

v=y" %, (50)

que coincide con la que dimos en la pag. 469,

Sin embargo, cuando el espacio sometido u compresidn o tension es ilimitado,
<ada una de sus porciones clementales sufre adem4s una presién o un alarga~
miento lateral producido por los elemcntos contiguos, lo que da lugar a una
relaciéu méds compleja entro el coeficiente de elasticidad del medio o v ol médulo
do Young, Esta relucién es

o (149 (1—20)
- (=0 £

donde & ¢s ol coeficionte (médulo) de Poisson. De donde la velocidad de propa=
gacién de las ondas longitudinales en un medio cldstico continuo es iguai] a

1—0 E
V=]/ —
AFod—29 p (5b)
Como quiera que el cocficiente do Poisson es una magnitud del orden de 1/4,
—0 = ;
el factor WT?—TIE se aproxima a la unidad, y, por le tanto, cuando el
medio es continuo purede emplearse ln f6rmula (5a) como aproximada. Do esta
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forma, rosnlta que la velocidad de propagacién de las ondas longitudinales en
un medio eldstico es directamenie proporcional & la raiz cuadrada del mddulo de
Young e inversamente proporcional a la rafz cuadreds de la densidad del medio,

De forma anfloga se puede demostrar, que la velocidad de propagacibn
de las ondas transversales en un medio eldstico es igual a

V:]/%. (6)

donde & es el médulo de rigidez.
Esta férmula coincide con la expuesta en la pag. 469.

§ 112. Encrgia de la onda. Figurémonos una onda que se propa-
ga a lo largo del eje y y que viene dada por la ecuacién

zmacosm(t—a%). (1)

La energia de la parte del medio en que se propaga esta onda se
compone de la energia cinética E., y de Ia energia potencial E,.
Supongamos que el volumen de esta parte del medio es igual a T;
llamemos m a su masa y v a la velocidad con que se desplazan sus
particulas; en estas condiciones, la energia cinética sera:

1
Ee=5 mv®;
teniendo en cuenta que m = p<v, donde p es la densidad del medio,
y hallando la expresién de la velocidad por (1), tenemos que

dx ¥
v""&T_ — (0 Sen o (t.—-?) '

escribamos la expresion de la energia cinédtica %, de la forma:
i
Eo= pra*e’ sen’w( —%—) (2)
La onergia potencial de un sélido sometido a una deformacién
relativa (AL/L), como dijimos en el § 89 [férmula (6)], es igual a

5=t (2) 00

Introduciendo en lugar del médulo de Young E el coeficiente de
slasticidad o = % vy multiplicando y dividiendo la parte derecha
de la expresion por L, obtenemos que

144 AL y®
E,=5 () (5) - 2s-
El producto LS representa el volumen t del cuerpo deformado;

la deformacién relativa AL/L puede representarse de la forma dz/dy
donde dx es la diferencia de las elongaciones de las particulas que se
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encueniran entre si a una distancia dy, entonces
171 dz \2
E=(3) ()
Hallemos la expresién dx/dy por (1):
ds _ aw S
d.—y———?—senw (.’.-—- V) 4
¥ escribamos la expresién de la enegia potencial de la forma:
- 111y el ¥
Ep_-?( ) pa— seno (t-?-). (3)
Comparando las expresiones (2) y (3) vemos, que la energia
cinética y la potencial varian en una misma fase, es decir, alcanzan
al mismo tiempo un mdximo o un minimo. En esto se distingue
considerablemente la energia de la parte afectada por la onda de
Ia energia de la vibracién de un punto aislado, en el cual, cuando
Ia energia cinética alcanza un mé&ximo, la potencial tiene un minimo
¥ viceversa. Para un punto aislado, la reserva total de energia vibra-
toria se mantiene constante. Cuando la vibracién se produce en un
medio, cada uno de los elementos de su volumen estd relacionado
con el medio circundante y la energia de una parte de este medio
puede trasladarse a otra. Por esta razdn, la energia total de la parte
del medio en que se propaga la onda no permanece constante.
Calculemos la energia total Z del elemento de volumen 7 del
medio; sumando las expresiones (2) y (3), ohtenemos

E=E.+E,~=3 (-;%,T-i-p) a*o? v sen? o (t—-4).

Como por la férmula (5) del § 111 la velocidad de propagacion V
de la onda en un medio elstico es

i il
vy
la expresién de la energia total E puede escribirse de la forma
E —patctrsen® o (t—+) - (4)

o

Por lo tante, la energia de la parte del medio en que se propaga
la onda es proporcional al cuadrado de la amplitud de la vibracion, al
cuadrado de la frecuencia y a la densidad del medio.

Iniroduzcamos ahora el concepto de densidad de la cnergia g, que defini-
remos ¢como la razén de la encrgia contenida en un clemento de volumen t a la
magnitud de dicho volumen:

£ _ 2 ¥
g=-_-=patn® sen? © ("‘_‘r’") “ (5}

La densidad de la cnergia en un punto dado, o mismo que la propia crer-
gia, es una magnitud variable. Cada semiperiodo la energia toma su valor ini-
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cial. Como el valor medio del cuadrade del seno durante un perfodo es igual
a 1/2, de acuerdo con (5), ¢l valor medio de la densidad de la energia sers:

B i o

Partiendo de la base de que la energia no permanecce localizada en una parte
dada, sino gue se traslada por el medio, podemos introduecir ol concepto de
flujo de energia. Entendercmos por flujo do encrgia a través de una superficie,
la magnitud numéricamente igual a la cantidad de energia que pasa por la
superficie dada en la unidad de tiempo.

Fig. 281, La energia que pusa por la superficie §
durante un ticmpo I es la contenida en el volumen
del paralelopipedo VTS,

Tomemos una superficie S, perpendicular a la diveceidn de la volocidad V
de una onda; por esta superficie pasard, durante un tiempo igual a un periodo
7, una cantidad de energia igual a la contenida cn un paraﬁ;icpi edo de sec-
cién transversal Sy de longitud V7 (fig. 281); esta cantidad de energia serd igual
al valor medio de la densidad de la energia g, tomado duranle un periodo, mul-
tiplicado por el volumen del paralelepipedo V7S, do donde

E =g VTS,

El flujo medio de energia P podemos obtenerlo dividiendo esta oxpresitn
por ¢l tiempo T que dura el paso de la energia por la superficie S:

P=e.VS. )
Poniendo aqui ¢} valor de & dada por (6), hallamos:

P= -;— paw?Vs,

De esla forma, el flujo medio de energia que pasa por una superficie perpendi-
cular a la direccién de la propagacién de las vibracivnes es igual a la densidad
media de la energie multiplicada por la velocidad de propagacidn de la onda y por
el drea de la superficie.

La cantidad do energia que pasa en la unidad do tiempe por la unidad de

superiicic se llama densided del flujo . Como scgiin esta definicién ﬁ:-‘g—,
aplicando la férmula (7), ebtenemos:

O=e.V, 8

es decir, la densidad del flujo es igual a la densidud media de la energia multi-
plicada por la velocidad de propagacidn de la onda.
Coma la velocidad V es un veelor, la densidad del flujo de encrgia también
uede considerarse comoe un veetor dirigido en ol sentido de la propagacién
Ec la onda. Este vector fue introducide por primera vez por el profesor N. A.
Umov (1845-1915) de la Universidad de Moscii, y por esto recibe ol nombro de
vector de Umov.
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Demostremos ahora que si tencmos una onda esférica que se propaga desde
un foco puntual, la densidad media del flujo de energia serd inversamente pro-
porcional al cuadrado de la distancia al foco.

Tomemos un foco puntual de vibraciones y tracemos una esfera do radio £
con centro en dicho foco. La onda, y la cnergia relacionada con ella, =e propaga-
rin siguiendo sus radios, es decir, perpendicularmento a la superficie de la
esfera. Durante un periodo 7, por la superficic de la csfera pasard una cnergia
PT, siendo B ol flujo de epergia que pasa por dicha superficie. Lu donsidad
del flujo U podemos obtenerla dividiendo esta energia por ¢l drea de la super-
ficie csférica y por el tiempo: - -

E"‘ p.r - P
= 4nR:T T Pnliz "

Si el medio no absorbe lag vibraciones y en el proceso ondulatorio estabi-
lizado el flujo de encrgia P es constante y no deponde del radio A con quo se
traza la esfera, la dltima couacién demuestra que le densided media del flujo
es inversamente proporcional al cuadrado de la distencia al foco puniual.

La correlacién que hemos deducido, como ya dijimos, es justa mieniras
el medio no sea ahsorbente; en otras lpalahms. para nuestro anilisis supusimos
que la encrgia del movimiento ondulatorio no se transforma en ninguna otra
forma de encrgia. Pero en realidad una parte do la energia del movimiento vibra-
torio 8o transforma frecuentemente on energin interna del medio. Esto liecho
se produce porque en todo medio mecdnico existe frotamiento interno, La can-
tidad total de cnergia que transporta la onda depende de su distancia al foco:
cuanto miés distante esté del foco la superficio 52 Ia onda, tanto menor serd
la encrgia que posea. La cmergia es proporcional al cuadrado de la amplitud;
por consiguiente, la amplitud de la vibracién disminuye a medida que se pro-
paga la onda. Para establecer la ley de la disminucién de la amplitud suponga-
mos gue, al gasar por upa capa de espesor dy, la disminucién relativa do la

3 a . . . -
amplitud — < proporcional a dy, es decir, oscribamos la ecuacién

—_ ‘i—a =X dy,
donde » ¢s una magnitud constante que dependo de la naturaleza del medio.
Es evidente que esta iltima expresion pucde escribirse do la forma
d {ln a) = —d (»y).

81 las diferenciales de dos magnitudes son iguales entre si, estas magnitudes
solo se diferencian en una magnitud aditiva constante €, de donde
In g = —uy C;

la constante € se determina por la condicién de que, cvando y = 0, la magnitud
de In a, ipual a In a,, debe ser igual a C, por lo tanto

Ina = In a; — =y, de donde a = aze™ "V, (9)
Esta expresién da la disminucién de la amplitud ¢ a medida que 1a onda se
prepaga en la direccién del ejo y; ag es ¢l valor de la amplitud cuando y = 0.

La ecuacién de una onda plana en un medio absorbente, sobre la base de
la férmula (9), sera:

z=age” "¥.cos @ (! ——%—) v (10)

Determinemos también la disminucién de la encrgia de la onda al aumentar
la distancia. Llamemos g, a la densidad media de la energia cuando y — 0 y
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'EU a esta misma magnitud a una distancia y; entonces, por las correlaciones (6)
¥ (D), obtendremos:

By =ege™ . (1
Designomos 2x por la lotra £ y escribamos la filtima férmula de la forma
oy =rge= M {11a)

La magnitud k se llama coeficlente de absorcidn.

§ 113. Efecto Doppler. Estudiemos ahora la relacién que existe
entre las vibraciones emitidas por un foco y las percibidas por un
receptor registrador cualquiera cuando el uno se mueve con respecto
al otro. Para esto, y con objeto de que las vibraciones puedan propa-
garse desde el foco hasta el receptor en forma de ondas, tanto aquél
como éste deberan sumergirse en un media eldstico continuo. Supon-
gamos que el foco A emite vibraciones de periodo I', de modo que

el nimero de vibraciones emitidas en la unidad de tiempo es v = -;,—
Supongamos también que un receptor determinado percibe las vibra-
ciones y que el niimero de éstas en la unidad de tiempo es igual av'.
Veamos qué relacién existe entre v’ y v en los diferentes casos que
pueden presentarse de movimiento del receptor y del foco emisor
con respecto al medio que propaga las ondas. Para simplificar, admi-
tamos que este movimiento se realiza siguiendo la linea recta que
une entre si el receptor con &l foco.

En las formulas que vamos a emplear introduciremos unas reglas
determinadas sobre los signos de las velocidades del foco y del re-
ceptor. Convencionalmente consideraremos positiva la velocidad
u del foco, con respecto al medio, cuando aquél se aproxime al
recoptor. Si el foco se aleja del receptor su velocidad serd considerada
negativa. Anilogas condiciones servirdn para determinar el signo
que tenga la velocidad v del receptor con respecto al medio: cuando
se aproxime al foco consideraremos su velocidad positiva y cuando
se aleje, negativa. La velocidad con que se propaga la vibracién
en el medio serd designada con la letra V.

Analicemos el primer caso: el receptor registrador A y el foco B
estdn en reposo con relacion al medio, es decir, u =0 y v =0, 8i
las vibraciones pasan constantemente junto al receptor, éste recibira
en una unidad de tiempo tantas vibraciones como ondas pasen
junto a él en este tiempo. Como quiera gue la onda recorre en la
unidad de tiempo una distancia V, el nimero de vibraciones re-
cibidas por el receptor sera igual a

; W W
e T A A
es deeir, obtendremos un resultado evidente: el nimero de vibracio-
nes porcibidas por el receptor en la unidad de tiempo es igual al
nimero de vibraciones emitidas por el foco en este mismo tiempo.
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Segundo caso: el recepior registrador se mueve con relacién al medio
con una velocidad v: el foco permanece inmdvil, es decir, u = 0.

Supongamos primero que el receptor se mueve en direccidn al
foco, es decir, de acuerdo con la regla convenida v = 0. En este
caso, junto al receptor pasarin mds ondas en la unidad de tiempo
que cuando dicho receptor se encontraba en reposo respecto al medio.
Efectivamente, como el receptor se mueve al encuentro de las ondas,
ocurrird lo mismo que si las ondas pasasen junto al receptor con una
velocidad igual a la suma de las velocidades de la onda V ¥ del
receptor v, El nimero de ondas que pasa junto al receptor en la
unidad de tiempo serd igual a:

v V4o __ Vv
T
de donde, como % = v, tenemos:
v = (1+-;‘;—] v, 1)

es decir, el niimero de ondas percibidas por el receptor es (i A= %)

veces mayor que el de ondas emitidas por el foco.

Si el receptor se aleja del foco, segiin 1a regla convencional de los
signos, su velocidad v<C0. En este caso el ntimero de vibraciones
v percibidas por el receptor también viene expresado por la fér-
mula (1), pero como v/V serd menor que cero, v’ resultard menor
que v, es decir, el niimero de vibraciones percibidas por el receptor
serd menor que el de vibraciones emitidas por el foco.

Esta variacién del niimero de vibraciones registradas cuande el
receptor o el foco se mueven con respecto al medio, recibe el nombre
de efecto Doppler.

Si la velocidad v del receptor es igual a la de la onda, sus tras-
laciones serdn simulténeas y el niimero de vibraciones percibidas
en la unidad de tiempo serd igual a cero. Si la velocidad del receptor
es mayor que la de las ondas, estas Gltimas se irdn quedando rezagadas
y el receptor marcard que las ondas van a su encuentro.

Analicemos el tercer caso: el foco se mueve con una velocidad u res-
pecto al medio; el receptor permanece inmévil, es decir, v = 0.

Supon%amos primeramente que el foco se mueve hacia el recep-
tor: p > 0.

Como la velocidad de propagacién de las ondas depende tnica-
mente de las propiedades del medio, durante un periodo la vibracién
avanzard una longitud de onda A, independientemente de que el
foco se mueva o no respecto al medio; pero durante este tiempo el foco
recorre una distancia o7 (fig. 282) en la misma direccién que la
onda, por lo tanto, la longitud de onda resultari igual a

M=rA—ul =Vl —ul = (V —u) T;
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de donde el nimero de vibraciones percibidas por el receptor en la
unidad de tiempo aumentard, a causa de la disminucién de la lon-
gitud de onda, y sera igual a

v Vv R

i el =y S =i (2

V=

es decir, el ntnero de vibraciones percibidas por el receptor aumen-
.2 v
ta en la proporcién de ;—.

Si el foco se aleja del receptor {u << 0), se produce un aumento
de la longitud de onda en la magnitud AA = uT, y, como resultado,
el receptor percibird menor nimero de vibraciones: v << w.

lt———— A e e —:-I
]
— I
/. - . =
—_— < | Fig. 282. Disminucién de la longitud de
A .
ur ni onda cuando ¢l foco se mueve cnla mis-
T ) ma direcciébn en que se propagan las on-
Ay das.

El cuarto caso es el mds general: en él se supone que tanto el recep-
tor como el foco se mueven simulidneamente con respecto al medio en
gue se propagan las ondas (u == 0 y v == 0).

Il movimiento del foco da lugar a que la longitud de la onda
emitida varie y se haga igual a

A =}k — ul.

Bl movimiento del receptor hace que el nimero de vibraciones
percibidas por 61 en la unidad de tiempo resulta multiplicado por
V;!,"’; ostas dos causas determinan que el nimero de vibraciones
percibidas por el receptor resulte igual a
o V4o Vv 4 o, Vo

=h—uT T V—u' T TV—u

Es decir, v depende de diferente modo de la velocidad del recep-
tor v y de la del foco u respecto al medio.

Si las velocidades v y u no tienen la direccién de la recta que une
el receptor con el foco hay que tomar sus componentes sobre esta
linea.

La variacién gue experimenta el namero de vibraciones a causa
del movimiento del foco o del receptor es ficil de notar cuando
se perciben sonidos. La frecuencia de las vibraciones sonoras deter-
mina el tono del sonido: cuanto mayor es el nimero de vibraciones
en la unidad de tiempo, tanto mas alto es el tono, Cuando una loco-~
motora a gran velocidad pasa pitando junto a un observador, éste

W V. (3)
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nota perfectamente coémo el tono del pitido varia en el momento en
que la locomotora, después de pasar, comienza a alejarse.

§ 114. Veloeidad de grupo. Hasta ahora, al hablar de la velocidad de
propagacion de las ondas nos hemos referido a la velocidad de faso, es decir,
a lu velocidad con quo so propagan las superdicies de igual fase o superficies de
onda. En la ecuacién de la onda plana

z=g 03D (I --%-) (1)

la magnitud ¥ es la velocidad de [use, es decir, la volocidad a que so propaga
en ¢l medio una superficic de onda, que es el lugar geométrico de los puntos
que vibran en una misma fase. D¢ esto podemos eonvencernos basdndonos en los
razopamientos siguicntes,

En la cxpresién (1) r es un_segmento, tomado en la_ direccién en que se
propagan las ondas planas, que determina la posici6n do la superficie de onda

Fig. 283, Onda formada por una sola cresta. A

(Iig. 273). La condicién do la continuidad de las fases en ol tiempo se reduce
a la eondicién de que el argumento del coseno en la expresi6n (1) sea constante,
es deeir, a quo

o (s——%) =const,

0, como la frecuencia circular  es unu mugnitud constante, a que se cumpla la
condicién

#—--=const
_V= 5.

Llamando t al valor do esta magnitud constante para la superficie do onda
dada, tendremos

f——=T.

V

Evidentemente, v estard detorminada por el momento a partir del cual
s¢ cuenta el tiempo ¢; como para r == 0 suponemos ¢ = 0, tendremos quo admitir
que Ja constante ¢ es igual a coro, de donde

s
V

os decir, Voes la velocidad con que aumenta el segmento r con ol tiempe, o dicho
de otro modo, la velocidad a que se traslada el plano de fases iguales.

Rayleigh fue ol primero en demostrar que ¢n las ondas, junto con ¢l concep-
to de velocidad de fase, debia introducirse ol do la llamada velocidad de gripe.

La velocidad de grupo se refiere al caso de la propagacién de ondas de
cardcter complejo no cosinusoidal en un medio on ¢l cual In velocidad de fase
con que s¢ propagan las ondas cosinusoidales depende de su frecuenciu. La
velacidad de fase de las ondas depende de sus frecuencias y esta dependencia
se lama dispersién de las ondas.

Figurémonos quo en la superficie del agna so produce una onda, formada
por una sola cresta (Eig. 283), que se propaga en una dircccién determinada. De

r
- =0 ¥ V:—t'|
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acucrdo con lo dicho en el § 104, esta vibracién compleja pucde descomponerse
en un grupo de vibraciones arménicas puras. Si todas las vibraciones arménicas
8¢ Pro aﬁan por la superficie del agua con la misma velocidad, con esta misma
velocidad se propagard también la vibracién compuesta por ellas. Pero si las
velocidades de las distintas ondas cosinusoidales son diferentes, la diferencia
de fases entre ellas cambiard constaniemente y la cresta que se forma coro
resultado de su composicién cambiarid conslantemente de forma y avanzard
con una velocidad distinta de la de todas las ondas componentes,

MW Fig. 284, Segmento de cosinusoide,

Toda onda real se diferencia de la cosinusoide ideal, aunque sélo sea por
el hecho do J:Lua esta altima no estd limitada por ol tiempo. En la pag. 463 vimos,
quo toda vibracién amortiguada se compane de una multitud innumerable de
vibraciones arménicas. Por ¢l teorcma de Fourier todo segmento do cosinusoide
(fig. 284) también puede descomponerse en ung multitud innumerable de cosi-
nusoides ideales no limitadas en el tiempo. Por lo tanto, toda onda real repre-
senta de por si una superposicién (grupe) de cosinusoides innumerables y su

Fig. 285. Ilustraci6én para deducir la expresién de la velocidad de grupo.

velocidad de propagacién en un medio dispersanie es diferente de la velocidad
de fase de las ondas componentes. Esta velocidad de propagacién de las ondas
reales on un medio dispersante es la que se llama velocided de grupo. Las ondas
reales splamente so propagan con una velocidad igual a la de fase do sus com-
ponentes cosinusoidales en aquellos medios en que no existe dispersidn.

Deduzcamos la expresibn analitica de la velocidad de grupo. Para simpli-
ficar, supongamos que el grupo consta solamente de dos ondas, cuyas longitudes
se diferencian poco entre si: la 12 ticnc una longitud de onda % y se propaga con
una velocidad 'V ¥ 1a 22 tiene una longitud de onda A’ = A - dA y se propaga
con una velocidad

v =742 @)
dh

La posicién relativa de ambas ondas en un momento determinado se repre-
senta en la fig, 285, a. Las crestas de ambas ondas coinciden cn el punto 4;
en oste punto se encucntra un maximo de las vibraciones resultantes. Suponga-
mos gua ¥/~ V; en este caso, la segunda onda adelantacd a la primera. Al
cabo de un lapso determinado ¥ la adelantaré en un segmento igual a dh, y como
resultado de csto las ondas no coincidirdn ya en ol punto A, sino cn el B
{fig. 285, ). El sitio correspondiente al miximo de la vibracién compuesta
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resulta desplazado haeia atrds, en un segmento A, con relacién a la primera onda.
De aqui se deduce que la velocidad de propagacién del maximo de las ondas
resultantes, con relacién al medio, es menor que la volocidad de propagacion
de la primera onda en una magnitud A/T. Esta velocidad de progagacion del
méximo de la vibracién compuesta es la velocidad de grupo; designdndola
por U, tendremos gque r

A
U=v—Z. ®

Como la velocidad de la segunda onda respecto a la primera os igual a
v,
dh

Tm_-—_y'-—[" H

poniendo en esta férmula en lugar de V' su valor segiin (2), obtenemos:
" di, _dr
(v+ %} ar) —v a
Poniendo esta expresién de v en (3) hallamos la velocidad de grupo
dv

U=V.—.}.a-. (4)

Por la férmula (4) vemos, que la velocidad de grupo IJ se diferoncia tanto
mis de fa velocidad de fase ¥, cuanto mayor es d 7idh, o8 deeir, cuanto més

v

Fig. 286. Procedimiento grifico de ha-
lar la velocidad do grupo.

depende la velocidad de propagacién de la longitud de onda. Cuando %—: =0

« Vv
la velocidad de grupe U/ = ¥ v cuando %—x =2 0 tenemos que I = V. De cata
forma, la velocidad de grupo ¥ puede ser mayor o menor que la velocidad de
fase V. La velocidad do grupo es menor que la de fase cuando > 0, es decir,

cuando las ondas méds largas se propagan més de prisa que las corlas; este caso
se conoce con el nombre de dispersién normal,

Para los medios en quo no existe dispersién, % =0y U=V, es decir,

de acuerdo con lo dicho anterformente, Ia velocidad de grupo os igual a la de fase.

Para hallar la velocidad de %ru 0 puede utilizarse ol método grifico siguien-
to: supongamos que la curva A (yig. 286) expresa la relacion de dependencia
entre la velocidad de dpmpagac-iﬁn de la onda V y la lengitud de onda A. Por
el punto €, correspondiente a un valor dado de A, trazamos la Langente CD.

32=0705
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Entonces, para el scgmento CF tendremos
CF=Dr tga=htgc,

pero
av
tg G«ﬂ?r '
de donde
oV
CF—L'W-
En la figura vemos quo
DO=EO0—=ED,
pero
E0=V
¥
ED=CF=15,
do donde
. dV
DO=V—4 T

Comparando esla expresién con la férmula (4), vemos que, en nuestro diagrama,
el segmento DO representa precisamente la velocidad de Frupo U.

En la fig. 286 pueden establecerss ficilmente las correlaciones que acabamos
de estudiar: si la velocidad de las ondas V aumenta con } (a este caso se reficre
la figura), el punto D se encuentra més bajo que el E, por consiguiente, la
velocidad de grupo U < V. Si la velocidad V disminuye al aumentar %, no es
dificil comprender que el punto D estard més alto que el I, lo '3“3 correspondera
a la correlacién U = V. Finalmente, si las ondas de todas las longitudes se
propagan con igual velocidad, la relacifn entre V y A se ropresentard en el dia-
grama por una recta paralela al eje A. En este caso, £ y D coincidirdn y, por
consiguicnte, eoincidiran también la volocidad de grupe U y la de fase V.
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Vibraciones aciisticas

§ 115. Vibraciones achsticas y su propagacién, En el aire,
como en todos los demés gases, las vibraciones se propagan formando
ondas longitudinales. Cuando a nuestro -6rganq auditivo {oido)
llegan vibraciones cuya frecuencia se encuentra comprendida cntre
los limites de 20 a 20 000 vibraciones por segundo, producen en &l
la sensacién especifica del sonido.

Como unidad de frecuencia se admite la de un movimiento vibratorio,
en el cual, durante un segundo, se realiza una vibracién completa; esta
unidad de frecuencia lleva el nombre del fisico alemdn Hertz v se
llama kertzio (o abreviado Hz)*). Por ejemplo, un movimiento vibra-
torio en el cual se realizan 2 vibraciones en 1 s, tiene la frecuencia
de 2 Hz, y un movimiento con 10 vibraciones en 1 s, tendrd una
frecuencia de 10 Hz.

De esta forma, las vibraciones que se encuentran entre los limites
de 20 y 20 000 Hz tienen la propiedad do producir la sensacién de
sonide y, por esto, constituyen un grupo especial de vibraciones
u oscilaciones que se denominan sonoras o acusticas o simplemente
sonidos.

Esta agrupacién de los movimientos vibratorios que se realizan
entre los limites de 20 y 20 000 Hz est4 relacionada con las peculia-
ridades fisiologicas del érgano auditivo humano, el cunl percibe
tinicamente las vibraciones que tienen estas frecuencias. Pero desde
el punto de vista fisico, las vibraciones de 10 é 30 000 Hz, por ejem-
plo, no se diferencian en nada especifico de las vibraciones de 20
a 20 000 Hz. Por esta razén, en Fisica suelen considerarse como vibra-
ciones sonoras, en general, las vibraciones eldsticas que se propagan
en forma de movimientos ondulatorios en los gases, liquidos y sélidos
o que producen en regiones limitadas de estos cuerpos ondas estacio-
narias. Las vibraciones eldsticas que tienen frecuencias mayores
de 20 000 Hz reciben el nombre de wifrasonidoes y las que tienen fre-
cuencias menores de 20 Hz se llaman infrasonidos.

(N. del T
— 32

*) En lugar de Hz suele emplearso la cxpresién, ¢ciclos por segundos (c/s)
-
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Como quiera que el medio principal en que se propagan las
vibraciones sonoras es el aire, empezaremos por estudiar la velocidad
de propagacién de las ondas eldsticas longitudinales en los gases.

En el § 106 se dio la siguiente expresién de la velocidad de pro-
pagacién de las ondas elisticas longitudinales en un medio continuo

E
=V % o
donde E es el médule de Young del medio y p es su densidad. Por

definicién, el moédulo de Young de una varilla eléstica en deforma-
cién es

___Pn
B L

L

donde p, es el esfuerzo o carga unitaria, es decir, una magnitud
numéricamente igual a la fuerza aplicada por unidad de drea trans-
versal, y AL/L es el alargamiento relativo. Cuando se trata de una
columna de gas p, debe ser sustituido por la sobrepresién Ap que
hace que se comprima el gas. La deformacion lineal relativa AL/L
puede sustituirse por la deformacién volumétrica relativa AV/V,
puesto que suponemos que la columna de gas se comprime Gnicamente
a lolargo de su longitud, sin que varic su seccién transversal. Asi pues
Ap ;
E=—E. (2)
Vv

Suponiendo que las variaciones de la presién y del volumen son
infinitesimales, podemos designarlas por dp y dV. Al hacer esto
debemos tener en cuenta que al anumento de la presién (dp positivo)
corresponde una disminucién del volumen, es decir, un dV negativo,
Por esto escribiremos la férmula (2) de la forma:

Bomo . & Bom =D (2a)

Las vibraciones sonoras son tan rdpidas, que la compresién y ex-
pansién del gas se pueden considerar adiabéticas, por lo que la va-
riacién del estado del gas satisface la ecuacién (f6rmula) de Poisson:

pV" = const,
donde y es la razén de los calores especificos a presién y volumen
constantes, p = C,/Cy (véase el § 49).

Derivando la férmula de Poisson, obtenemos:

= d
Vidp+yV* ipdV=0, de donde =—y—.
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Poniendo este valor de dp/dV en la férmula (2a), hallamos
E = yp;

finalmente, poniendo este valor de E en la expresién (1) de las vibra-
ciones sonoras, obtenemos:
VAT
V= a0 (3)
Poniendo aquf en lugar de la densidad p su valor en funcién
de la presién p, la temperatura del gas 7 y su peso molecular p
(véase el § 45)
PR

P=7r
donde R es la constante de los gases, hallamos-que
U= ﬂf; (4)

B

De esta forma, la velocidad de propagacion de las ondas sonoras
en un gas dado es directamente proporcional a la raiz cuadrada de la
temperatura absoluta T' y no depende de la presion p del gas.

Para distintos gases, en igualdad de condiciones, la velocidad
del sonido es inversamente proporcional a la raiz cuadrada de sus
pesos moleculares.

En la tabla XX se dan los valores de la velocidad del sonido

Tabla XX
Velocidad del sonido v en los gases a 0° C

Veloeidad
Gas del sonido
on m/s
Al . - v » voaa an
Oxigeno . . . . . . ., L35
Hidrégeno . . ., . . .. 1263
Anhidrido carbdnico . . 258

en algunos gases, a la temperatura de 0° C.

La gran velocidad del sonido en el hidrégeno se debe a su pequeiio
peso molecular.

En la propagacion de las ondas sonoras en la atmosfera desempeiia
un gran papel la falta de homogeneidad de ésta. La velocidad del
sonido depende de la temperatura del aire y de su grado de humedad.
El viento también influye on la velocidad de propagacién de las
ondas sonoras. Finalmente, las ondas se reflejan en el limite que
separa dos medios en los cuales su velocidad es distinta. Puede ob-
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servarse la reflexién de los sonidos en las nubes y en los limites de
la niebla.

Todos sabemos que los sonidos se perciben mejor a favor del
viento que contra él. Este fenémeno se debe al gradiente de velocidad
del viento, y no a la propia velocidad, puesto que esta 1iltima es
generalmente pequefia en comparacién con la velocidad del sonido.
La velocidad del viento junto a la superficie de la Tierra es menor
que a cierta altura. Esto hace que los rayos sonoros que avanzan contra
el viento se tuerzan hacia arriba. L)a mala audicién en contra del
viento se explica por el hecho de que los rayos sonoros pasan por
encima de la cabeza del observador.

Un fenémeno semejante se produce a causa de la existencia del
gradiente de temperatura del aire. El sonido se propaga con més
rapidez en el aire templado que en el frio. De agui se deduce, que si la
temperatura disminuye a medida que nos alejamos de la superficie
de la Tierra, la velocidad del sonido también disminuiri con la
altura y los rayos sonoros se desviaran hacia arriba. Este caso co-
rresponde al gradienté de temperatura que tiene lugar a mediodia
cuando hace sol y calor y la superficie de la Tierra se calienta mucho.
En estas condiciones suele oirse mal. Pero por las tardes, cuando
el cielo estd despejado y la Tierra se enfria rdpidamente, ocurre lo
contrario, es decir, se enfrian las capas de aire préximas a la Tierra,
mientras que la temperatura de las capas mds altas aumenta, lo
que da lugar a que los rayos sonoros que van hacia arriba se
tua:lzan hacia abajo. Esto explica por qué se oye mejor por las
tardes.

Finalmente, por la falta de homogeneidad de la atmésfera se
explica la formacién de las llamadas zonas de silencio, que suelen
observarse cuando se propagan a grandes distancias sonidos fuertes,
por ejemplo, el ruido de explosiones. La explosién se oye a distancias
relativamente cortas y a grandes distancias (de centenares de kilé-
metros), pero en medio existe una regién donde la explosién no se oye.

En la expresién de la velocidad del sonido (4) entra la razén
de los calores especificos y = Cp/Cy lo que da la posibilidad de
determinar el valor numérico de esta relacién en los gases midiendo
la velocidad del sonido en ellos.

Detengdmonos atin en otros factores caracteristicos de la pro-
pagacién de las ondas sonoras en los gases. En cada uno de los puntos
de un medio en que se propaga una onda longitudinal sonora las
condensaciones y cnrarecirmientos se suceden entre si. Por consi-
guiente, la presién del gas unas veces aumenta con respecto a la
inicial y otras disminuye. La diferencia méxima de la presién,
con relacién a la normal, se llama amplitud del sonido; esta amplitud
suele medirse en barias.

Como esta presién complementaria varia constantemente en la
onda, su valor medio es igual a cero. No obstante, cuando se trata
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de ondas muy fuertes hay que tener cn cuenta los efectos que dependen
del cuadrado o de las potencias més altas de la elongacion. Las vibra-
ciones de este género se determinan con ecuaciones no lineales y,
por esta razon, se llaman vibraciones no lineales. Para ellas la pre-
si6n media no es igual a cero. Una onda de este tipo, al reflejarse cn un
obstéculo, ejerce presién sobre é1. La magnitud de esta presién del
sonido, como demuestra la teoria, es igual a

p=5& (r+1),

donde 2’ es la densidad media de la energia de la onda estacionaria
que se forma junto al obstaculo y y es la razén de los calores especi-
ficos C,/Cy.

La presién del sonido fue estudiada experimentalmente en el
laboratorio por el insigne fisico ruso P. N. Lébedev (1866-1912),
el cual planteé en su forma general ol problema de la presién ejer-
cida al absorberse y reflejarse lag ondas (véase el t. III).

§ 116. Interferencia de las ondas sonoras. En las ondas sonoras se
pueden descubrir ficilmente los fenémenos caracteristicos do las
interferencias, deseritos en al § 109. Un experimento muy sencillo

A
8 \ K g

(C D __ D)
Fig. 287, Tubo para estudiar inter-

ferencia del sonido (tubo o trombén de | |
Quineke). E

sobre interferencias de sonidos puede realizarse con el tubo repre-
sentado esquemdticamente en la fig. 287. El generador del sonido
se coloca en el embudo 4, adaptado al tubo. El tubo se bifurca for-
mando dos ramas ABD y ACD. El codo ACD esté hecho de forma que
los tubos entran unos dentro de otros y gracias a esto pueden alar-
garse o acortarse. Las vibraciones sonoras llegan hasta el extremo
del tubo £ por dos caminos: uno, por el codo ABD y otro, por el
codo ACD. Guando la longitud de estos dos codos no es la misma,
entre las ondas que llegan por ellos al punto E existe una diferencia
de marcha r; — ry. Si esta diferencia de marcha es igual a un nimero

par de semilongitudes de onda, es decir, si ry — ry = 2)1:73‘"- , donde %

€s un ndmero entero, de acuerdo con lo expuesto en la pig. 477, el
sonido que se percibe en el punto & se refuerza en comparaciéon con
el que se oiria si pasase por un solo codo. Pero cuando la diferencia
de marchas da un ndmero impar de semiondas, es decir, cuande

rp —ry = 2k 1) -%"-, se observa una debilitacién del sonido.
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Este tubo puede emplearse para medir la longitud de las ondas
emitidas por una fuente de sonido dada. Para esto hay que medir la
magnitud en que hay que desplazar el tubo € para conseguir pasar
de una debilitacion del sonido a la siguiente. La variacién de la
longitud del codo da la longitud de onda A. Este procedimiento de
medir [a longitud de las ondas sonoras se basa en ¢l fenémeno de la
interferencia, por lo que recibe el nombre de método de interferencia.
El tubo representado en la fig. 287 es ol mds simple de los aparatos
analogos a los interferémetros que se utilizan en dptica para la medi-
cion de las longitudes de las ondas luminosas.

En la préctica este tubo sélo puede emplearse para medir lon-
gitudes de ondas sonoras del intervalo medio, puesto que a las vi-
braciones aclsticas extremas corresponden ondas demasiado lar-
gas o demasiado cortas. Efectivamente, en el aire, donde la velo-
cidad del sonido es ¥V = 331 m/s, a las vibraciones sonoras mas
lentas, cuya frecuencia es de v = 20 Hz, corresponde una longitud
de onda A = 331/20 m = 16,5 m, micntras que a las vibraciones
més rdpidas, cuya frecuencia es v = 2-10* Hz, corresponde una lon-
gitud -de onda A = 1,65 em. A la frecuencia media v = 500 Hz
corresponde A = 66,2 cm.

Si el sonido que llega al embudo A es complejo, con una diferencia
de marcha determinada ry — ry se debilitan aquellas vibraciones
para las cuales esta diferencia sea igual a un ntimero impar de semion-
das, es decir, A/2; 3A/2; 5A/2, etc. Como resultado, de la oscilacion
compleja.se elimina toda una serie de sus componentes armdnicas,
y ¢l cariacter de dicha vibracién varia. De esta forma, el tubo hace
las veces de filtro aclstico con respecto a las vibraciones de frecuen-
cias determinadas.

Un caso particular es el de la interferencia de dos ondas cuyas
frecueneias y amplitudes son ignales pero que avanzan en sentidos
contrarios, una al encuentro de la oira. En este caso, como indicamos
en la pag. 480, se forman ondas estacionarias. La formacién de estas
ondas estacionarias se puede apreciar directamente cuando el sonido
se refleja en una pared. Para esto hay que utilizar una fuente que
emita ondas de una longitud determinada, las cuales deben ser
suficientemente cortas para que la distancia entre los vientres con-
tiguos no sea grande. Acercando la cabeza a la pared o alejindola
de ella se puede escuchar el reforzamiento del sonide en los sitios
cn que el cambio do densidad es mds brusco, es decir, en los sitios
en que se encuentran los nodos.

Kundt propuso un procedimiento muy grafico para observar las
ondas estacionarias. Construyé un aparato consistenre en un tubo
de vidrio, de tres o cuatro centimetros de didmetro, cuyos extremos
se cierran con dos tapones bien ajustados A y C (fig. 288).

El tapén C tiene en su centro un orificio por el que entra apreta-
damente una varilla metdalica, Ia cual lleva sujeta en su extremo
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un disco de corcho B que no roza con las paredes del tubo. Frotando
esta varilla con un troze de piel empolvada en colofonia, se provoecan
en ella vibraciones longitudinales, las cuales dan lugar a una onda
estacionaria que tendrd un nodo en el lugar de sujecién do la varilla
¥ vientres en sus extremos. El disco de corcho B comenzars a vibrar
y hard que vibre el aire contenido en el tubo. De esta forma se pro-
ducird una onda, que avanzara por el tubo e interferird con la que
retrocede después de reflejada en el extremo A. Si la longitud del

naﬂMﬂ#unau-.mmrmmuﬂm-unﬂ '
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Fig. 288, Experimento do Kundl para estudiar las ondas cstacionarias.

tubo contiene exactamente un niimero entero de semiondas, se oblen-
drin en é1 ondas estacionarias con nodos en los extremos. Dentro
del tubo se echan limaduras de corcho, las cuales se dispersan en los
sitios correspondientes a los vientres y se agrupan en los nodos.
Con esto se consigue hacer visibles directamente los sitios en que se
forman los nodos y los vientres. La distancia entre dos nodos (o dos
vientres) contigios representa la mitad de la longitud de la onda
sonora provocada en el tubo. Por lo tanto, el tubo de Kundt puede
servir también para medir la longitud de las ondas sonoras.

La formacién de los nodos y vientres puede observarse también
en las placas sonoras. En ellas se observa la formacién de las llamadas
lineas nodales. Para esto se toma una limina de lalén-soportada por
su centro y se pasa un arco de violin por su borde. La lamina se
espolvorea con un poco de arena fina. Las vibraciones hacen que
esta arena se disperse en los sitios que corresponden a los vientres
¥y que se agrupe alrededor de las lineas nodales. En la placa se forman
figuras complicadas que permiten hacerse una idea del tipo de las
vibraciones. En la fig. 289 se representan varias de estas fignras
correspondientes a’una serie de casos particulares. El tipo de la vibra-
cién depende del punto de la placa que se roce con el arco, pero puede
cambiar si se toca dicha placa con un dedo. En el sitio de excitacién
se forma un vientre, mientras que en el punto de la placa que se toca
con el dedo comienza una linea nodal. Las demds lineas so distribuyen
simétricamente por la placa. Si se toca con el dedo un dngulo de la
placa y se pasa el arco por el centro de uno de los lados de la misma,
se obtiene la figura que representa la fig. 289, a. En ella las lineas no-
dales estan dispuestas diagonalmente. Si, por el contrario, tocamos
con el dedo el centro de uno de los lados de la placa y pasamos el arco
cerca de un dngulo, obtendremos la segunda figura (fig. 289, ). Tocan-
do simultineamente un 4ngulo y un lado de la placa y exeitando
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con el arco el ceniro de otro lado, se consigue una disposicién maés
complicada de las lineas nodales (fig. 289, ¢).

Il estudio del tipo de las lineas nodales tiene importancia prac-
tica, puesto que sirve para determinar el cardcter de las vibraciones

que se produccn en las membranas de los teléfonos y de otros aparatos
aclisticos.

& H &'%}wﬁ? &“
6’6@9 : ““"n‘é)uuun }@f
aséa 6.9% g g @G‘} o q;%;
a) b) e) Fig. 289. Lineas mnodales.

§ 117. Audicién. El hombre percibe los sonidos por medio del
drgano del oido. La anatomia de este Organo se representa esque-
maticamente en la fig. 290. En los huesos temporales 1 del crineo
se aloja nn érgano especial, el caracol 2, que constituye una pequeiia
cavidad 6sea (de cerca de 0,2 em® de capacidad) llena de un liquide
{endolinfa). Dentro del caracol se encuentra el érgano de Corti.

Fig. 290. Corte del ecido humano,

Este 6rgano tiene unas fibras a las que Ilegan los extremos del nervio
actstico 4. La longitud y tensién de estas fibras es diferente, por lo
que resuenan con distintas frecuencias. Las vibraciones acisticas
Ilegan por el conducto auditivo £ hasta la membrana del timpano 3,
y, desde aqui, a través de una cadena de huesecillos (martillo, yun-
que y estribo) se transmiten a la base de la ventana oval 7, que
conduce a la cavidad del caracol. Cuando los sonidos tienen una fre-
cuencia determinada, producen vibraciones de resonancia en deter-
minadas fibras del 6rgano de Corti y éstas estimulan a su vez los
correspondientes extremos nerviosos, los cuales tranzmiten la exci-
tacion al cerebro. Si el sonido es complejo resulta excitada toda una
serie de extremos nerviosos y, por consiguiente, el hombre percibe
¢lara y distintamente los sonidos componentes de aquél.

La facultad de distinguir la direccién en que se propaga un sonido
radica en que el hombre tiene dos oidos (efecto binaural). Esta sen-
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sacién de la direccién de las ondas actisticas se produce porque los
centros cerebrales son capaces de discernir la diferencia de fases
de las vibraciones que legan a cada uno de los oidos. Cuando los
sonidos son de alta frecuencia, el juicio sobre la direccién que signen
puede producirse como resultado de la diferencia de amplitudes con
que ambos oidos perciben dichos sonidos. En la audicién subjetiva
se distinguen tres caracteristicas del sonido: 1) el tono o altura,
2) el timbre y 3) la intensidad.

»El tono del sonido depende de la frecuencia: cuanto mayor es la
frecuencia més alto es el sonido.

El timbre se debe al cardcter de las vibraciones; las vibraciones
aclisticas solamente en cases excepeionales son arménicas puras,
por regla general tienen un cardcter méds complicado (véase el § 118).
La composicién de estas vibraciones es la que determina el timbre
del sonido.

La intensidad objetiva, o, como suele decirse también, el volumen
del sonido, depende de la cantidad de energia que transporta la
onda sonora, en la unidad de tiempo, a través de la unidad de super-
ficie tomada perpendicularmente a la direccién en que se propaga.

Esta cantidad de energia es proporcional al cuadrado de la am-
plitud de la onda y ol cuadrado de su frecuancia. De aqui se deduce,
que la intensidad de un sonido de tono dado es proporcional al
cnadrado de su amplitud. Sin embargo, esta valoracién objetiva
de la intensidad del sonido no se corresponde con la subjetiva,
basada en la sensacién directa. Esto se explica por el hecho de que
nuestro oido no es igualmente sensible a los sonidos de tonos distin-
tos, es decir, de frecuencia diferente.

La cantidad de energia transportada, en la unidad de tiompo, a través de
la unidad de s:.hpcrficia tomada perpendicularmente a la dircccidn en que se
propagan las ondas, como indicamos en la pig. 490, se determina por el vector
de Umov I

U=¢gv,

donde ¢ es la densidad media de la energia de la onda y V su velocidad de pro-

ugacion. Por lo tanto, ln intensidad del sonido viene doterminada por cl vector
de Umov, es decir, se puede medir en unidades objetivas, por ejemplo, en uni-
dades del sistema CGS, en ergios/cm?® s. Para osto puede utilizarse la correlacion
que existo entre la presién eciistica y la densidad media de la energia e. En la
pag. 503 indicamos que, cuando su potoncia es suficiente, la onda sonora ejerce
sobro cualquicr ohstéculo una presién p, que viene determinada por la densidad
media de la energia &' de la onda estacionaria que se forma junto a dicho obsta-
culo. De aqui se deduce, que, midiendo la presién p ¢n el obstaculo, so pucde
medir también la densidad media de la onergia de la onda estacionaria .
La densidad media de la energia e de la onda que avanza serd dos veces menor
gue €'. 8in embargo, desde el punto de vista experimental, la medicién directa

¢ la presidn achstica presenta considerables dificultades. Por esta razén so sigue
un procedimiento algo indirecto. Rayleigh demostré quo sobre un disco situado
en ¢l campo de una onda acQistica, y sometido a la presion acistica, debe actuar
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un par de fuerzas. Para medir este par o cuclga un disco muy ligero de un hilo
fino provisto de un espejito. El par de fuerzas que hace girar al disco se calcula
por la desviacidn que sufro un rayo de luz que se refleja en el espejito. Do este
modo so obtiene la densidad media de la energia de la onda aciistica y, después,
por medio del vector de Umov, la intensidad del sonido. Este procedimiento
también requicre mediciones muy delicadas y en la prictica sirve inicamente
para medir sonidos muy polentes. Generalmente se emslea para gradnar apara-
tos glcclmac{:stiws (fondmetros), que sirven para medir la intensidad de los
sonidos,

Para que una onda aciistica produzca la sensacién de sonidd es
necesario que la intensidad de ésta supere una magnitud minima
determinada, llamada umbral de audicion. Los sonidos cuya intensi-
dad es inferior al umbral de audicién no son perceptibles para el
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Frecuencia en hurtzios del oido.

oido: son demasiado débiles. El umbral de audicién es diferente
para distintas frecuencias. La sensibilidad méaxima del oido humano
corresponde a las vibraciones cuyas frecuencias se encuentran com-
prendidas entre 1 000y 3 000 Hz; para esta zona de frecuencias el um-
bral de audicién alecanza una magnitud del orden de 10-° ergios/om?s.
Esta sensibilidad es mucho menor cuando las frecuencias son mdis
bajas o m4s altas. Las vibraciones cuya frecuencia es menor de
20 Hz o mayor de 20 000 Hz, cualguiera que sea su intensidad, no
pueden ser percibidas como sonoras.

Las vibraciones de intensidad muy grande (del orden de centenas
de millares de ergios/cm? s) dejan también de ser audibles, pro-
vocan en el oido una presién molesta y hasta una sensacién dolorosa.
La magnitud méixima de la intensidad del sonido, pasada la cual
se produce la sensacién de dolor antedicha, recibe el nombre de
umbral doloroso. Este umbral es algo diferente para las distintas
frecuencias. Iintre el umbral de audicién y el umbral doloroso se ex-
tiende el campo de audicién representado en la fig. 291, -

La intensidad subjetiva del somido no puede medirse cuanti-
tativamente con exactitud. No obstante, la intensidad de las sen-
saciones puede valorarse basindose en la ley psicofisica de Weber—
Fechner, segun la cual, la sensacién es funeién lineal del logaritmo
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de la excitacién. Sohre la hase de esta ley logaritmica se establece
una escala de niveles de la intensidad del sonido. Es natural que se
tome como cero el nivel del umbral de andicién 7. Convencional men-~
te se toma como nivel nulo (o intensidad umbral) el correspondiente
a Iy = 10~* ergios/cm® s, es decir, algo menor que el umbral de
audicién para una frecuencia de 1 000 Hz. Aceptado esto, por la ley
de Weber-Fechner, la sensacién que produce un sonido determinado
L serd proporcional al logaritmo de Ia reaceién entre su intensidad J
¥ la de este mismo sonido en el umbral de audicién 7

I

donde % es un coeficienie de proporcionalidad. La magnitud L se
suele llamar nivel de la intensidad del sonido*). Suponiendo & = 1,
elegimos de hecho una unidad determinada de nivel del sonido;
esta unidad recibe el nombre de bel.

Por 1o tanto:

L =g~ beles. @

Como divisor del bel se usa el decibel, que es diez veces menor,
es decir,

L =10-}g§% decibeles.

La tabla XXI, que da los valores aproximados del nivel de las in-
tensidades de los sonidos més frecuentes, permite formarse una idea
mis exacta de la caracteristica de dichas intensidades. No obstante,
hay que tener en cuenta también que la sensibilidad del oido depende
de la frecuencia del sonido.

Tabla XXI
Nivel de algunos sonidos
Intensidad
et | % pide | Abresion
on e en barlas
Murmulle leve . . . . . . .. . ., 30 1-10-¢ 0,%4:10-8
Ruidp de pasos . . , . . . . . . .. 40 1.410-8 2.10~2
Conversacidn en voz alta . . . . . . 0 1.10-2 0.4
Ruidos de una calle animada . ., . 90 1 6.4
Fortisimo do ortquesta. . , , . , . . 100 1.401 2,0.10
Ruido de un motor de aviacién a 3 m
dei GIBEANCIA » wowmn s @ = 5 e 130 1404 1-108

*) Algunos autores la designan con el nombre do «sensacifns v otros con
el de esonoridad relativas, (N, del T.)
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En la tabla X XI puede verse que la energia correspondiente a los
sonidos ordinarios es muy pequefia. Para mayor ilustracién podemos
citar el ejemplo siguiente: si 2000 personas hablasen continuamente
durante hora y media, la energia producida por sus voces apenas
bastaria para hacer hervir un vaso de agua.

Para caracterizar objetivamente el timbre del sonido de una
vibracién aclistica compleja hay que desintegrarla en sus componen-
tes arménicas, es deeir, determinar su espectro. Esta descomposicién
puede hacerse utilizando el fenémeno de la resonancia. Si dos diapa-
sones, cuyas vibraciones propias tengan frecuencias iguales, se colocan
a cierta distancia uno del otro y se hace queuno de ellos vibre enér-
gicamente, en el segunde se producen vibraciones méds débiles,
Para convencerse de esto basta interrumpir de improviso las vibra-
ciones del primer diapasén, apretdndolo con la mane, por ejemplo.
Entonces se percibira claramente ¢l débil sonido que emite el segundo
diapasén, Si la frecuencia de las vibraciones propias del segundo
diapasén es distinta de las del primero, el fenémeno antedicho
se manifestard tanto mas débilmente cuanto mayor sea la diferencia
que existe entre las respectivas frecuencias de las vibraciones pro-
pias. Este fenémeno se explica por el hecho de que la onda acistica
que emite el primer diapasdn, al encontrarse con el segundo, excita
en él vibraciones forzadas. Estas vibraciones forzadas alcanzan sn
amplitud méxima cnando se produce la resonancia. Si el amorti-
guamiento de las vibraciones del segundo diapasén es pequeiio,
la resonancia se produce practicamente al coincidir las frecuencias
de las vibraciones propias de los diapasones, en cuyo caso el fené-
meno de la resonancia tendrd un caracter suficientemente agudo
(véase la pég. 456). Basdndose en la resonancia puede realizarse
el anilisis de una vibracién compleja. Para esto se procede del
modo siguiente: se toma un gran nimero de diapasones cuyas vi-
braciones propias tengan frecuencias distintas ®; y poco amorti-
guamiento. La vibracién aclstica compleja solamente provocarad
vibraciones forzadas de amplitud apreciable en aquellos diapasones
que tengan vibraciones propias cuyas frecuencias «; coincidan
con las frecuencias w, de las componentes del sonido que se analiza.

Para el analisis de los sonidos se pueden emplear, en lugar de
diapasones, otros sistemas cualesquiera cuyas vibraciones propias
tengan frecuencias determinadas y poco amortiguamiento. Helmholtz
fue el primero en analizar los sonidos y utiliz6 para ello resonadores
huecos llenos de aire. Estos resonadores tienen la forma de una esfera
metéalica con paredes delgadas provista de dos aberturas, una mayor &
y otra menor b (en la fig. 292 se ve la secci6én longitudinal del reso-
nador). La abertura prineipal « sirve para que entren por ella las
vibraciones acisticas en la cavidad del resonador, y la abertura
pequefia b, para introducirla en la oreja y poder determinar, a oido,
la intensidad de las vibraciones forzadas.
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La frecuencia de las vibraciones propias de los resonadores de
Helmholtz w, es aproximadamente igual a

4
{’JD'Z T *

donde d es-el didmetro de la abertura a, y V, el volumen de la cavi-
dad del resonador.

Cualguier tono simple, de los que componen el sonido complejo
que se estudia, excitard con mayor intensidad aquel resonador cuyas
vibraciones propias tengan una frecuencia @, mas préxima a la suya.

) /-\b
Fig, 202, Resonador esférico de Helmholtz. U

De esta forma, el espectro del sonido complejo puede determi-
narse «escuchindolo» sucesivamente a través de una serie de resona-
dores y apreciando a ofdo la intensidad de las vibraciones forzadas
que en_ellos excita.

La téenica moderna permite estudiar la composicién de los
sonidos por medio de procedimientos electroacisticos mas perfectos,
pero que se basan también en el estudio de las vibraciones forzadas.

§ 118. Fuentes de sonidos. Obtencién de ultrasonidos. Todo
cuerpo vibrante puede servir de fuente de ondas elisticas en el medio
que lo rodea, es decir, puede servir de fuente de un sonido. El estudio
de las fuentes de sonido tiene gran importancia debido a la difusién
alcanzada por Ja radio y el cine sonoro, en los cuales se utilizan
altavoces, y también porque sirve de base a la teoria vy a la téenica
de la construccién de instrumentos musicales. Poro como estas
cuestiones tienen un caricter especial, solamente nos detendremos
a estudiar algunas de las fuentes maés simples de ondas sonoras.

Veamos ¢émo se comporta una cuerda de lengitud ! sujeta por
ambos extremos. Cuando se hace que vibre esta cuerda, se producen
en ella ondas estacionarias, con Ia particularidad de que en cada
uno de sus extremos se encuentra un nodo; en la parte central de
la cuerda se forma un vientre (fig. 293, a). A esta vibracién le corres-
ponde una frecuencia w, determinada. Pero junto a la onda indicada
se puede producir una onda estacionaria con tres nodos: dos en los
extremos y uno en el centro (fig. 293, b). La frecuencia @, correspon-
diente a esta segunda vibracién ser4 dos veces mayor que la @, de la
primera. De la misma forma pueden producirse ondas estacionarias
con cuatro nodos (fig. 293, c), cuya frecuencia w, = 3w, vy, en
general, ondas estacionarias con’% < 2 nodos (contando los que se
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forman en los extremos sujetos), cuyas vibraciones tendrin una
frecuencia o, = (k + 1) o,.

De esta forma, una misma cuerda puede emitir vibraciones acis-
ticas no sblo del tono fundamental @, sino también de sus armdé-
nicos (sobretonos), con frecuencias o, = (k + 1) @,, donde % es

o= —x0a)
- ——
e ————————
e —————
A
&= 3 = b)
T 2 i Tem——
— e —
&= Tael v ~> ¢} Fig. 293, Ondas estacionarias en una
e i T L cuorda sujeta por sus dos extremos.

un nimero entero. En general, cuando vibra una cuerda se forma
una serie de ondas estacionarias y, por consiguiente, esta cuerda
emite, ademas del tono fundamental, varios arménicos, cuyas in-
tensidades son considerablemente menores que las de las vibracio-
nes de la frecuencia fundamental. El espectro de las vibraciones
(véase la pAg. 457) de un grupo de este tipo esta formado por una serie
de rayas correspondientc a las frecuencias oy, 204, 30, . . .

A
100

A1IRINNN A

2-10% 4108 6107 810Kz

Fig. 294, Espectro acistico de un wvielin coun tono fundamental de 640 Hz.

Eu la fig. 294 se muestra el espectro aciistico de un violin con
tono fundamental de 640 Hz; en la 295, el de lag vibraciones de un
clarinete con tono fundamental de 64 Hz, y en la 296, el de las de un
piano de cola do 256 Hz; en esta viltima figura puede verse ¢émo
junto al espectro de rayas existe una zona de espectro continuo.

A los ruidos corresponde tan s6lo un-espectro continuo.

En calidad de ejemplo, en la fig. 297 se muestra el espectro del
ruido de un mechero de Bunsen. ;

La intensidad del sonido emitido deperide de la amplitud de las
vibraciones del sistema sonoro. No obstante, en algunos casos la
fuente de vibraciones no produce un sonido intenso aungue las
amplitudes sean considerables. Por ejemplo, si una cuerda tensa
entre dos sujetadores duros se golpea, el sonido que emite es muy
débil. Lo mismo ocurre si se golpea un diapasén teniéndolo sujeto
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con la mano. Esto se explica por el hecho de que en estos casos la
cuerda vibrante o las ramas del diapasén tnicamente producen a su
alrededor corrientes de aire cerradas, en forma de remolinos, y no las
condensaciones y dilataciones del medio que dan lugar a las ondas

A
100,

0

Fig. 205. Espectro acistico de un cla- "
rinete con tono fundamental de G4 Hz. o 1708 2108 - 4-10%Hz

longitudinales. La ligazén del sistema vibrante con el aire que lo
circunda es insuficiente y por esto la emisién es débil. Para que esta
emisién aumente hay que crear unas condiciones que dificulten la
formacién de torbellinos. Por esto, para aumentar la sonoridad,

A

100

X JK_L | |
H - . ™ B} . i Fig. 296, Espectro actstico de un piano
0

f-10%  2-103 4-10%4z  decola con tono fundsmental do 256 Hz.

los diapasoncs se montan sobre cajas de madera (cajas de respnancia)
v las cuerdas de los instrumentos musicales (violines, violonchelos,
etc.) se sujetan sobre la tabla de armonia. Las vibraciones de cstas
cuerdas se transmiten a la gran superficie de la tubla de armionia,

A
Fig. 207, Especiro acdstico de un mecliero de 8 8 8 8 4
Bunsen, g 8 § 3

en torno a la cual no es posible que se formen corrientes de aire
«cerradas. Junto a esta tabla es donde se generan las ondas de conden-
sacion y dilatacién que hacen que el sonido sea intenso. La tapa del
piano de cola desempeiia este mismo papel.

El aumento de la emisién explica también la mayor intensidad
de los sonidos cuando resuenan los sistemas. Un experimento sencillo
de este tipo puede hacerse de la manera siguiente: se toma un diapa-
so1, se hace que suene y se coloca sobre la boca de un recipiente alto
v estrecho (fig. 298) que contenga un poco de agua. Si se va afiadiendo

A3—0705



514 Capttulo XIIT Vibraclones aciisticas

agua paulatinamente, llega un momento en que la intensidad del
sonido aumenta considerablemente. Este fendémeno se explica del
modo siguiente: cuando la columna de aire que hay sobre el agua
de la vasija tiene una altura adecunada, entra en resonancia con las
vihraciones del diapasén y su amplitud aumenta mucho. En la boca

Fig. 298. Resonancia do la columna de aire que hay
sobre ¢l agua,

del recipiente se producen alternativamente condensaciones y dila-
taciones, las cuales rompen los remolinos de aire que se forman alre-
dedor de las ramas del diapasén y, por comsiguiente, aumenta la
emision de sonido.

Fig. 299, Generacién de una onda bulis-
tica,

Finalmente, examinemos una onda aciistica de tipo especial,
que se forma junto a los cuerpos que se mueven ¢n un medio con
velocidad supersonica (para el aire esta velocidad debe ser mayor de
330 m/s). Todo cuerpo gue se mueve ¢n un medio a esta velocidad

- provoca en'él la formacién de una onda de choque que recibe el nombre
de onda balistica. La condensacién del medio no puede en estas con-
diciones propagarse por delante del cuerpo que avanza, por lo cual,
el frente de la onda se forma detras de él.- Cada uno de los puntos
del medio junto al cual pasé el cuerpo puede considerarse como una
fuente de ondas esféricas quo se propagan con la velocidad del sonido
en el medio dado. La envolvente de estas ondas esféricas (fig. 299)
tiene la forma de un cono. Supongamos que ol cuerpo recorre el
segmenlo AA’ ¢n un tiempo £ durante estc mismo tiempo la onda
sonora se propagard en torno al punto A4 a una distancia AB = Vi,
donde V s la velocidad del sonido. De donde se deduce, que el
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dngulo en el vértice del cono @ vendrd determinado por la relacién

AD v
anl]J“———A-;i—,':—u—| (1)

donde v es la velocidad del cuerpo. De esta forma, la onda balistica
tiene un frente en forma de cono cuyo ingulo de abertura se determina
por la igualdad (1). La onda asi formada no tiene cardcter periédico,
pero es de por si una regién de compresién que se propaga a la velo-
cidad del sonido. Producen ondas de este tipo los proyectiles modernos
de artilleria o a reaccién y también los aviones que vuelan a velo-
cidades supersénicas. La impresi6n que producen estas ondas es la
de un golpe seco. A parte de esto, los proyectiles provocan otras
vibraciones (que producen sonidos silbantes o aullantes), debidas
a las desigualdades de sus superficies. Todas estas vibraciones se
observan después de pasar el proyectil, ya que, como éste se mueve
a mas velocidad que el sonido, adelanta a las ondas que se propagan.

Para producir les wltrasonidos suele utilizarse el llamado efecio
piezoelécirico (véase el t. Il). Este efecto consiste en que ciertos
cristales al ser introducidos en un campo eléctrico experimentan una
deformacion mecénica. Para conseguir vibraciones ultrasénicas
se utilizan cristales de cuarzo (cuarzo piezoeléctrico). Si a una la-
mina de cuarzo tallada convenientemcnte con respecto a sus ejes
cristalogrificos se aplica una tensién eléctrica alterna, por medio
de unos revestimientos metdlicos, la limina comienza a vibrar.
Estas vibraciones se hacen particularmente intensas cuando Ja
frecuencia de la corriente eléctrica aplicada coincide con la de las
vibraciones mecanicas propias de la limina (fenémeno de la reso-
nancia). Eligiendo debidamente las dimensiones de la lamina se
pueden conseguir vibraciones ultrasénicas con frecuencias de cen-
tenas de millones de hertzios.

Las ondas ulirasénicas, debido a su pequefia longitud, son menos
propensas que las sonoras a sufrir desviaciones (difraccién; pig. 473).
IZsto permite obtener haces de ondas ultrasénicas biem dirigidas.

En la actualidad los ultrasonidos se utilizan mucho en la técnica,
especialmente para scfiales submarinas dirigidas, para detcctar
objetos sumergidos y para determinar la profundidad del mar (eco-son-
da o sonar). Las laminas de cuarzo, de igual espesor, después de talla-
das de manera especial, se esmerilan entre si formando mosaicos
¥ se pegan entre dos planchas gruesas de acero. ITaciendo llegar a estas
planchas una corriente elécirica alterna, todo ol sistema se convierte
en una poderosa fuente de ultrasonidos.

El cco-sonda o sonar se basa en lo signiente: un foco de ultra-
sonidos sumergido en el agua lanza verticalinente hacia abajo un
rayo sonoro, ¢l cual, al Ilegar al fondo, se refleja en &l y retorna
al punto de partida. Conociendo la velocidad de propagacion del soni-
do en el agua y el tiempo que transcurre desde que se lanza la sefial

33e
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ultrasénica hasta que regresa (por observacién del eco), no es dificil
calcular la profundidad.

Para la recepcién del eco también se utiliza el cuarzo piezo-
eléctrico. Las vibraciones sonoras, al llegar a dicho cuarzo provocan
en él vibraciones elisticas, lo que hace que en la superficie opuesta
del mismo se generen cargas eléctricas, las cuales pueden ser reco-
gidas y medidas con aparatos eléetricog correspondientes.

Las ondas ultrasdnicas sirven para transmisién de sefiales en el
agua, porgque en ella se propagan sin absorcién sensible, pero en
el aire se amortiguan mucho, por lo cual no son aptas para transmi-
tir seiiales a través del aire.

El empleo técnico moderno del ultrasonido es muy variado.
Se utiliza para descubrir defectos ocultos en las piezas metdlicas
(defectoscopios ultrasénicos), para medir huelgos, espesores, etc.
Algunas aplicaciones estdn relacionadas con las acciones mecinicas
que producen los ultrasonidos potentes en el medio en que se propa-
gan. Asi, por ejemplo, con los ultrasonidos se pueden trabajar su-
perficies metélicas y no metélicas, taladrar orificios, limpiar piezas,
ete. Los ultrasonidos influyen también en muchos procesos fisico-
quimicos y en el desarrollo de las reacciones quimicas.

§ 119, Reflexién y absorcién de las ondas sonoras, Cuando una
onda sonora llega al limite entre dos medios diferentes, una parte de
ella se refleja en dicho limite y otra penetra en el segundo medio
y continiia propagindose en él. Las ondas, al propagarse en un
medio cualquiera, se debilitan poco a poco, debido a que la energia
de las vibraciones se convierte en otras formas de la energia.

Los fenémenos de reflexion y absorcién de las ondas sonoras juegan
un gran papel en la propagacién de los sonidos dentro de locales
cerrados. Cuando se proyectan salones de actos, salas de conciertos,
aulas o teatros, hay que tener muy en cuenta la posibilidad de que
so produzcan reflexiones miultiples de las ondas sonoras en las pare-
des, en el techo, etc. De estas reflexiones dependen las propiedades
acisticas del local.

En la actualidad existe una rama especial de la técnica que se
Nama Arquitectura Aciistica.

En los locales de dimensiones medianas una onda acistica sufre
varios centenares de reflexiones sucesivas en las paredes y el techo
antes de gue su energia descienda hasta el umbral de audicién.
En los grandes locales las ondas reflejadas hacen que un sonide
pueda oirse durante variogs segundos después de interrumpir su
emisién. Un amortiguamiento demasiado lento del sonido empeora
las propiedades acusticas del local, dando lugar a una ¢sonoridady
exagerada, con lo cual, cada parte de un contexto coherente (por
ejemplo, cada silaba de un discurso) resulta estorbada por las vi-
braciones anteriores alin no amortiguadas. Pero un amortiguamiento
excesivamonte rdpido también es perjudicial desde el punto de vista
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acistico, puesto gque entonces los sonidos nosg llegan demasiado
débiles y «secoss. Para el amortiguamiento hay un valor éptimo.

Cuando se calculan las propiedades acisticas de un local se parie
del llamado tiempo de reverberacion, que es el necesario para que la
energia del sonido disminuya hasta la millonésima parte de su valor
inicial (W = 10-°W,).

Como quiera que el amortignamiento es diferente para ondas
de distintas frecuencias, la reverberacién se determina para una
frecuencia de 512 Hz. El tiempo 6éptimo de reverberacién varia
segun sea el fin a que se destinan los locales, por ejemplo, para lassalas
de conciertos, aulas, etc., el tiempo 6ptimo de reverberacién es
una magnitud del orden de 1 s.

Llamando W, a la densidad de la onergia sonora en ¢l momento inicial
{dentro del local); o al coeficionte de absorcidn al reflejarse, y n, al nitmero de
roflexiones en la unidad de tiempo, tendremos, gue la disminucién de la den-
sidad de la energia dW en un tiempo 2t serd

dW = —agaW di.
Escribamos esta expresi6n de la forma:

dw
= — ctn dt,
gue, a su vez, puede ¢scribirse de la forma:
d (In W).= —d (ant).

Como ya dijimos en una ocasién (véase la pag. 491), si las diferenciales
de dos magnitudes son iguales entre si, las propias magnitudes sélo pueden
diferenciarse en una constante aditiva:

In W= —ant + C. (1)

Cuando ¢ = 0, dv acuerda con las condiciones, W = W,, por lo tanto
tendremos que
C=1In W,
¥, por consiguients, la igualdad (1) tomars el aspecto;
In —Lv—a —ani,
Wy
de donde
W= Wye~ &, (2}
Es decir, la densidad de la energia sonora disminuye con el tiempo segiin
una ley exponencial.
Por ¢l caleulo de probabilidades puede hallarse que el nimero de reflexio-

nes que experimenta una onda aciistica en 1 s, suponiendo que las ondas se
propaguen en 1odos los sentidos posibles, os igual a

o= vs
4[,_? ]
donde v es la velocidad del sonido, & es el 4rea de las superficies del local y V,
el volumen del mismo.
Poniendo este valor de n en (2), obtencmos

= cmSll
W=Wpe ' . 3
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De donde vomos, que el amortigusmicnio no sélo depende de los factores
geoméiricos S ¥ V, sino también del cocliciente de absoreidn .
Para hallar ol tiempo de reverheracién, suponemos que en (3}

W

—== 10
W e,
ontonces
4V
s s =~
¢ —o5 1n 1070,

Poniendo en esta I6rmula en lugar do v el valor de la velocidad del sonida
en el aire, obtenemos que

v
t=0,163 =E- (4)
En la tabla XXII se dan los valores del coeficiente de absorcién (para la
frecuenein de 512 Hz) de algunos maleriales,

Tabla XXII
Cocficiente de absorcifn de las ondas sonoras

Material 3
Hormigén . . . . .. .. TEE W WS M W W B e 0,015
Pared de ladrillos enlucida . . . . . . . ... ... ... 0,025
Techo de tablas enealado . . . . . . . . . T % & 8 5 b 0,034
Alfombras . . . . . . . . . 0 e e e e e s 0,20
Fieltro (de 2,5 cm de espesor situado a 8 cm de la pared) 0,78

Como puede verse en esta tabla, el coeficiente de absorcidn varia mucho
para los distintos materiales. La «sonoridads de los locales con suelos y paredes
de hormigbn degcnﬁrx del escaso valor que tiene o para este material. De la
misma manera, la ¢mudez» de los locales con paredes tapizadas se debe al valor
relativamente grande do « para las alfombras y tapices.
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